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un  male  inseparabile   da' progressi  nelle  scienze  ,   non 
poter  questi  avvenire  senza  varietà  di  opinioni  ,  e  senza  dispute  ; 
ed  esso  a'  tempi  nostri  ,  per  la  comodità  e  faciltà  dell'  appren- 
dimento ,  e  per  la  diffusione  de' lumi ,  e  cresciuto  oltre  misura  : 
ognuno  però  giudicherebbe ,  che  le  Matematiche  ,  per  la  loro 
evidenza  ,  avessero  dovuto  esseme  esenti.  Nulladimeno  i  medesi- 
mi rapidi  avanzamenti  di  esse  ,  dopo  che  V  Analisi  moderna  di- 
venne un  mezzo  potente  a  tentare  ,  con  più  ,  o  meno  buon  suc- 
cesso, ogni  quistioiie  sul  quanto  ,  1*  hanno  pur  assoggettate  alF 
impero  dell'  opinione  |  ed  alle  discettazioni  di  coloro  ,  che  tanto 
più  son  pronti  a  dar  giudìzio  ,  quanto   meno  intendono  .  La 
faciltà  con  cui  procedevasi  nell'  inventar  geometrico  co'  metodi 
moderni  fece  sì  ,  che  questi  acquistassero  continuamente    pre- 
ferenza air  antico  ,  che  a  mano  a  mano  sì  è  giunto  da'  più  a  ri- 
durlo a  pura  erudizione  :  ne  sono   finalmente  mancati   taluni 
meno  considerati ,  che  abbiano  preteso   eliminarlo  affatto  dal- 
le scuole  ,  anche  per  V  insegnamento  della  Geometria  elemen- 
tare  .    E  progredendo  in    siffatta  maniera  di  pensare  si  arrivò 
fino  a    pretendere  |  che    un    metodo    puramente    analitìco-al- 
gebrico  campeggiasse  assoluto    nelle  ricerche  geometriche ,   so- 
stituendo una  combinazione  di  formole  simboliche  a  quegli  svi- 
luppi y  che  la  Geometria  doveva  ottenere  per  la  considerazio* 


ne  ili  figure  i  sbaudeDdo  ancor  queste    da'  problemi  ,  che   rU 
^uarclavauo    T  esteusioue  di  sua  natura   figurata  :  e  per  nulla 
lavvìsfiudo  i'  origine  geoaietrica  di  tali  formole  »  e  'I  ritorno  che 
da  esse  doveva  pur  &rsi  alla  Geometria  ,  per  la  costruiione  de' 
problemi  suir  esteso  ,  immaginarono  di  averli  sottratti  intera- 
mente air  impero  di  questa .  Per  tal  modo  si  pretese   ridurr  e 
ad  uso    di  scuole  uoo  sforzo  accademico  ,  che  ,  come  saggia 
della  virtù  dell' ÀnaUsi  moderna,  aveva  voluto  fare  un  sovra ^ 
no  analista  >  nelle  cui  mani    questo  metodo  riesciva  ]X)tentissi- 
ino  a  qualunque  ricerca  ;  e  del  quale  si    era  ,    da   abilissimi 
matematici  ,    proposto  un   conveniente  uso  ,  ma  non    univer- 
sale ,  e  da  far  dimenticare  afliatto   ogni  aut'ca  disciplina  .  IN  è 
quel  sommo  uomo  ,  dopo  il  primof  tentativo  ,  che  ne  presentò 
alla  R.  A.  di  Berhno',-  ove  da  pochi  anni  teneva   iK)sto  assai 
distinto  ,  si  vide  in  altre  ricerche  geometriche ,  ancor  sul  me- 
desimo argomento  ',  aver  creduto  ,  che  si  dovesse  dare  un  so- 
li une  addio  al  metodo  analitico-geometrico  ,  che  all' op|)orluni- 
tà  non  tralasciò  di  adoperare  . 

Senza  entrar  qui  in  esame  sul  merito  ,  e  sull'  utilità  del 
metodo  antico  ,  e  de'  nuovi  metodi  analitico-geometrici  y 
basterà  dire  ,  che  il  Pergola  alla  cui  mente  erano  familia- 
ri tanto  le  più  astruse  antiche  dottrine  ,  che  le  più  astratte  e- 
scogitazioni  de'  moderni  ,  credè  porre  qualche  (reno  alle  ma- 
lintese dicerie  di  chi  ,  in  grazia  di  una  poco  giudiziosa  bre- 
vità ,  opinava  doversi  assolutamente  escludere  dall'insegna- 
mento  delle    Matematiche   quello  ^llc   Sezioni  Coniche  al- 


^   Meinoir<s  an.  1773  —  Sur  la  pyramide  triangulaire  par  L.La-Grange. 
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I'  aulica  maniera  ,  come  troppo  lungo  e  fastidioso  ,^  dìnìO- 
si  modo  col  fuUo ,  non  di  miuor  lunghezza  riescire  sifTatte  rì- 
cerciie  coti  la  moderna  analisi.,  quando  sì  avesse  volu- 
to darle  del  pari  compiute  ,  che  con  V  antica  ' .  Aggiungen- 
do inoltre  un  ^rallelo  tra  Y  analisi  Cartesiana  ,  e  la  moderna 
Geometria  analitica  detta  a  due  coordinate  ,  col  porre  talvolta 
a  confronta  una  stessa  ricerca  tnuteita  cun  V  uno  e  V  altro  me- 
todo ;  ed  indicando  le  omissioni  '  d' importanti  dottrine  sulle  cur- 
ve  coniche  in  quelle  istituzioni  di  esse ,  che  ,  usando  del  metodo 
analitico  puro  ,  si  erano  sino  al  i8i4  pubblicate  ^..A  tutt'i  pregi 


'  Ne*  libri  eiemeiitari  geometrici  non  è  la  brevità  il  pregio  prin- 
cipale ;  ma  la  chiarezza  ,  V  ordine  ,  e  1  numero  delle  verità  importan- 
ti,  che  con  istrettezza  di  nesso  vi  si  rechino.  Se  con  queste  vedute 
considerinsi  le  istituzioni  di  Geometria  moderna  che   sono  in   maggior 
credito  ,   •  si  comparino  a  quelle  di  Euclide  di  ben  più  di  20  secoli 
fa  ,  si  rileverà  subito  quanto  quelle  perdan  di  pregio  al  confronto  :  lo 
stesso  per  le  altre  delle  Sezioni   Coniche  ,  per  le  quali  ,  quando  to- 
gliasene  limitare  la  scienza  alle  proprietà  più    importanti  ,  e  nò  men 
tralasciandone  alcuna ,  come  in  altre  istituzioni  moderne  ,  con  poco  scru- 
polo ,  ed  a  comodità  di  chi  le  compita ,  costumasi ,  nessuno  ne  trove- 
rà più  brevi  di  quelle  del  Grandi  ,   scritte  con  istroUo  metodo  sinteti- 
co ,  e  che  il  Wolfio  esatto  ne'  suoi  giudizj  disse  :  liber  mole  parvus  , 
sed  remm  ubertate  gratis  .  Ma  1'  arricchire  i  trattati  geometrici ,  o  a- 
nalitici  di  tali  curve  delle  verità  già  per  esse  conosciuto  ,  non  h  lus- 
so dì  scienza  ,    tendendo  anzi  a  grande  utilità  :  poiché  le  proprietà  di 
esse  sono    il   fondamente  della  composìzIonc  de'  problemi  solidi  ;  e  Iq 
ricerche   sulle  medesime  preparano  la  strada  alla  Geometria  trascon- 
dente,  ed  alla  teorica  delle  curve  in  generale  ,  oltre  al  prestar  la  ma- 
no all'  Analisi  sublime  ,  ed  alla  Meccanica. 
*  A  tato  epoca  un  tal  metodo  non  aveva  ricevuta  quella  maggior  f  or' 


fiaora  esposti  aggiugnesi  i'  un'forniiià  in  ricercare^  o  ctimoslra- 
re  le  proprietà  analoghe  di  qssì  curve  ;  sicché  se  altri  to- 
Icsse  insieme  raccoglieile  di  lievissima  fatica  farebbe  biso- 
gno  :  molte  di  quelle  da  altre  immediatamente  deducpasi  eoa 
istrettezza  di  nesso  ,  e  le  meno  importanti  ,  V  autore  trala- 
sciandole y  le  indica  a'  giovani  per  loh>  esercizio  ,  e  talvolta  , 
quando  il  giudichi  nQC4256ario  addita  ad  essi  la  via  da  pervenir- 
vi j  onde  acquistino  a  poco  a  poco  lo  spirito  d' inventare  ,  al  che 
egli  mirava  pure  con  questo  suo  lavoro  ;  il  quale  può  però  a- 
versi  ,  non  solamente  come  un  compiuto  trattato  analitico  di 
quelle  curve ,  condotto  a  fine  con  faciltà  ,  da  poterlo  intender 
chiunque  abbia  pronti  i  più  elementari  precetti  della  Geometria  e 
dell'  Algebra  ,  ma  ancora  come  un  libro  utilissimo  a  dare  per- 
fetta conoscenza  de'  metodi  geometrico-algebrici  ,  della  loro  for  - 
za  y  e  della  maniera  di  adoperarli  con  vantaggio  . 

Sebbene  il  presente  trattito  possa  ^  per  Y  ordine,  e  chiarezza , 
adoperarsi  per  istituzione  sulle  curve  coniche  ;  pure  è  uopo  avver- 
tire esser  conveniente  ,  che  sia  preceduto  ,  o  che  a  paro  vada  eoa 
lo  stesso  insegnamento  per  le  pure  vie  geometriche,  al  che  prestaa- 
si  assai  bene  t  cinque  libri  su*  Conici  ,  che  formano  il  terzo  vo- 
lume  del  Corso  geometrico  da  me  più  volte  riprodotto  .  Impe- 


fezione  »  posteriormente  arrecatagli  da*  suoi  illustri  coltivatori ,  e  prioci^ 
palmento  dal  Gergonne  ;  come  costui  medesimo  aocenoa  in  piill  di  un  luo- 
go de'  suoi  dotti  Ànnal$$  dei  McUhimatiquii  •  E  pure  il  Pergola  6a 
dal  1809  ,  nel  far  pubblicare  il  Prospetto  deli  Arte  i  Inventare ,  pro- 
metteva esporre  in  essa^  nel  cap.  V  del  lib.  I.  ,  al  proposito  de*  proble- 
mi di  sito  e  posizione ,  le  fondamenta  di  tal  nuovo  metodo ,  non  istiman- 
do  conveniente ,  che  nella  sua  scuola  s'  ignora9se  ,  ed  all'  opportunità 
non   venisse  adoperato. 
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rocche  cosi  conciuceuclo  V  istituzione  matematica  ,  oltre  il  profitto 
di  confermar  nella  Geometrìa  la  gioventù  io  essa  appena  introdotta 
e  di  avvezzarla  al  rigore  di  dimostrare  ,  che  per  tal  modo  insensi- 
bilmeiite  formasi ,  si  è  eziandio  nel  caso  di  bene  stabilire  le  no- 
zioni fondamentali  per  esse  curve ,  e  di  comparar  a  mano  a  mano 
i  lisultameuti  a' quali  perviensi,  con  F  uno  e  l'altro  metodo  ; 
formandosi  per  tal  modo  dcU'  auimo  di  chi  apprende  quella  cer- 
tezza ,  neir  uso  deir  Algebra  in  Geometria  ,  da  non  farlo  in  ap* 
presso  mai  più  esitare  su  questo  proposito  « 

E  perchè  que'  pochi  tra  noi ,  che  diversamente  opinano  ,  asse- 
rendo con  poca  avvedutezza,  doversi  affatto  bandire  dalla  moder- 
na istituzione  in  Matematiche  l' insegnamento  geometrico  delle 
curve  coniche ,  anzi  ,  che  lo  stesso    debba  pur  farsi  della  Geo- 
metria elementare ,  dichiarando  per  inutili  quelli  Elementi ,  che 
per  più  di  venti  secoli  han  formata  1'  ammirazione  di  tuli'  i  som- 
mi uomini ,  possano  convincersi  di  loro  poco  giudiziosa  maniera 
di  pensare  ,  non  trovo  fuor  di  proposito  porre  innanzi  ad  essi  ciò, 
the  per  un  ramo  di  Matematiche  applicate  ,  ove  men  necessario 
dimostrasi  rigor  di  metodo  /^d  esattezza  geometrica  ,  diceva  il 
prof.  Hachette  ,  nel  ristampar 't!hW  faceva  nel   1 810  ,  soiloagU 
occhi  deir  insigne  Monge,  e  di  certo  col  costui  consenso  v  glii^/e^ 
menti  di  Statica  ,  da  esso  fin  dal  1 786  pubblicati  ad  uso  degli 
aspiranti  di  Marina ,  e  che  avevan  preso  un  posto  distinto  nell'  i- 
stituzione  matematica  in  Francia,  per  lo  stile  corretto  e  chiaro^ 
le  dimostrazioni  rigorose  ,   //  nesso  stretto  delle  proposizioni 
tra  loro  :  »  C  est  le  premier  livre  (  cosi  egli  diceva  )  dans  le- 
>3  quel  on  ait  reuni  tout  ce  qu'  on  peut  deroontrer  en  Statique 
»  par  la  syothése  ;  apres  avoir  étudié  la  Geometrie  d'  Eneide  , 
w  on  lira  saos  i»eiue  cct  ouvragr  de  M.Mongc  ,  qui ,  redige  d'a- 


>»  prés  la  meibode  des  anciéos  géométres  i  donne  des  notloDs- 
y>  trés-exactes  sur  une  science  abstraite  ,  dont  oo  Ciìt  néaminoios 
»  uD  grand  nombre  d'applications  utiles, 
.  »  Pour  completer  V  enseignemeut  de  la  Statique ,  il  iaut 
»  s'  aider  de  i'  analyse  mathématicjue  ,  e'  estni-dire  de  V  algé- 
»  bre  et  du  calcul  difiSreotiel  ,  mais  il  est  aussi  important  pour 
1^  les  Èléves  en  mathématiquas  d*  etudier  la  Statique  syalhé- 
»  tique  avant  la  Statique  analytique  ,  qu'  il  est  utile  de  faire 
M  precèder  F  elude  de  la  Gjéométrie  anal/tìqM  de  celle  da 
3»  la  Geometrìe  elementaire. 

Or  siffatto  lavoro  del  Pergola  non  mancò  di  corrispondere  air 
le  Olire  aopraiodicate ,  e  fu  seguito  dopo  breve  tempo  dall'  altro 
egregio  trattato  analitico  su!  Luoghi  Solidi^  che  per  compimento 
al  precedènte ,  di  cui  esibiva  la  parte  inversa  ,  staccò  egli  dalia 
Part.  II.  della  sua  tanto  celebrata  ,  e  digraziatamente  ancor  i- 
nedita  jirte  d*  Inventare  ^  della  quale  fu  pubblicato  il  piano  in- 
tano fin  dal  1 809.  Ma  a  misura ,  che  V  istituzione  matematica  si 
è  andata  presso  noi  disordinando  ,  per  la  morte  del  Pergola  , 
e  per  essersi  wtirati  dall'  in^n^jpento  i  suoi  principali  allievi , 
coxbMBiciò  a  prender  piede  in  al^vne  scuole  un  falso  sistema  d' i- 
Mitùzic^e  geometrica^  abbastanza  dimostrato  dall' abbandono  in 
eui  veggonsi  in  esse  al  presente  cadute  tali  scienze  ;  e  ciò  m' in* 
dusse,  nel  r^rodurre  nel  i8a8  que'  trattati  riuniti  in  un  solo  voi. 
ip  4-  )  ^d  aggiugnervi  poche  note ,  insistendo  sempre  sulle  stes* 
se  vedute  del  Perula  •  £d  ora  che  riprodiiconsi  per  la  terza 
volta ,  le  Ik)  interamente  rifuse  ,  ed  accresciute  •  Or  tali  note 
essendo  state  da  me  &tte  in  fretta  ,  a  misura  che  lo  stampato- 
re mi^  portava  a  correggere  i  fogli  ,  ho  creduto  conveniente 
scusarmi  col  pubblico  di  qualche  negligenza ,  adottandovi  liei 


titolo  per  esse  r.epketò  di  tumultuarie  ,  che  V  ifìsigne  'Giacomo 
Berooulli  aveva  pur  dato  alle  sue  sulla  Geometria  del  Cartesio. 
Un'  opera  sì  ricca  in  importanti  verità  ,  in  prìncif))  anche 
nuovi  di  risoluzione  ,  e  composizione  geometrico-alg^ibrica  ,  ed 
in  esempi  ,  meritava  ben  di  formare  un'  anello  del  f*uogo  di  ri" 
soluzione  delle  moderne  scuole  \  e  per  tale  di  jEitti  \  annunziai 
in  più  di  un  rrnmifesfo  p^l  Corso  di  MatemalidM:  |  al  quale  da 
parecchi  anni ,  prima  col  Pergola  ^  ed  or  spio  sto  lavorando  ^; 
Ed  un  altro  anello  doveva  costituirlo  1'  altro  trattato  )  che  col 
tìtolo  di  JppUcazione  delT  Algebra  olla  Geometria  doveva 
comprendere  i  prìncipj  generali  per  essa  ,  ed  un  esercizio  di  iscel- 
ti  problemi  ,  anche  di  grado  superiore  al  quarto,  ove  con  qual« 
che  g^onietrico  ripiego  si  avesse  potuto  ottenerne  la  convenevole 
costruzione  :  e  molti  di  essi  dovevano  esser  gli  atessi  già  risolu- 
ti col  metodo  degli  antichi  ,  in  queir  altra  parte  de*  t  trattati 
suddetti  )  nella  quale  esponevasi  il  metodo  di  que'  nostri  sin- 
golari ,  e  dotti  maestri  .  Ne  tutto  ciò  era  altrq ,  che  mostrare 
il  sistema  d'insegnamento  sempre  tenuto  in  nostra  scuola  ,  e  che 
da  chi  or  calca  le  stesse  vestigia  ancor  tieosi  :  Mcch^  j^x  (Bssa  , 
se  non  veggonsi  pubblicate  istituzionalmente  taluoe  ipatfiprie  ,  y oa 
debbesi  però  pausare  »  che  o  non  vi  si  coltivino^  o  teng^psi  in  po- 
co conto.  Così  era  di  &tti  per  le  formole  della  n^od^ni^igia  G^* 
melria  analitica  ,  ^e  non  costituiscono  al  certo  d^  jf^rp  ^p  u^4 
nuova  scienza  ,  o  un  nuovo   metodo  ;  e  che  cssepdp  facih  a 

^  Co»ì  nel  manifesto  dato  fuori  nel  1817  ;  cosi'  nell^  Appeii(fice  A^ 
J*  opuscolo  pubblìtatonel  1822.  col  titolo  -  D^l  méloiù  t»  ÌÌ0UifMl^ch€ , 
della  maniera  di  ùrii^art  gli  Elementi  di  queste  peie^^  «  t  ieU  iimypia- 
mtnio  di  medeiimi,  nella  quale  esponeva  il  piano  del  Cono  di  Matemati^ 
che  \  e  cvsl  finalmente  nell*  altro  manilesto  del  1826  , 


1  ilevarsi*  da  chi  abbia  fondata  conoscenza  dell'  Analisi  Cailèsisi^ 
uà  y  non  si    era  pero  creduto  necessario  produrre  fino  ad  esse 
1*  i:>lituzioae  della  gioventù  matematica  ,  lasciandogliene  la  deri^ 
vazione  ,  principalmente  dal  presente  trattato  ,  come  vero  e  puro 
esercizio  di  scuola  :  e  solamente  un  saggio  generale  ,  per  V  u^o 
che  potcVa  utilmente  farsene  ne'  problemi  di  Sito  ,  e  per  le  ap- 
^plicazioni  alia  Meccanica  ,  ne  aveva  io  piti  volte    dettato  nella 
R.  U.  degli  Studj  )  quando   vi  tenni  la  cattedra  di  Analisi  eie- 
nioutare ,  e  sue  applicazioni ,  e  detta  Geometria  di  Sito  ;    il   che 
ebbe  luogo  dal  1806  al  18  e  a  ^.  Questa  volta  però,  nel  riprodursi 
i!  presente  trattato  ,  a  comodità  di  que' giovani  ,  che  men^ìrouti 
diniobtrausi  ne'  sopraddetti  esercizj ,  e  che  quindi  di  qualche  ajuto 
abbisognano,  onde,  se  non  per  correre  le  vie  delT  invenzione, 
]K)tcssoro  leggere  con  intelligenza  le  opere  in  nostra  scienza  uscite 
alla  luce  da  ben  circa  4^  anni ,  ove  del  metodo  delle  coordinate ^ 
st  fa  usò  più  ,  o  meno  esteso  ,  aveva  il  nostro  valente  prof. Fran- 
cesco. Grimaldi  ,  che  con  successo  }>ari  alP  impegno  istituisce  utile 
Matematiche  una  gioventù  scelta  ,  intrapreso  ad  eseguire  le  sud- 
dette deduzioni  per  le  curve  di  secoiid'  ordine  ,  ed  ^ggìugnerlc 
in   fine   del  presente  trattato  \  anche  ad  oggetto  di  chiaramente 
mostrare  come  vi  fossero  strettamente  connesse  ,  e  con  quul    fa- 
ciltà  se  ne  ricavassero  .  Ma  avendo  inoltre  egli  arricchit  o  questo 
suo  lavoro  di  una  serie  di  problemi ,  la  più  parte  nuovi  ,  con 
la   possìbile  eleganza  con  qnol  metodo  risoluti ,    e  correditi  di 
una  cofifruziooe  analoga  ad  es.  o  ,  ho  creduto  miglior  consiglio  , 
che  gli  pubblicasse  a  parte  ;  il  ch«  avverrà  di  breve  ,  non  senza 
vantaggio  della  scienza  ,  e  di  coloro  che  la  coltivano. 


*  Vedile  cose  stesse  citate  nella  precedente  nota  . 


PREFAZIONE 
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§ .  1 .  JLi  Opera  ,  eh'  io  vi  presento  ,  discreti  leggitori ,  è  un 
Trattato  Analitico  delle  Curve  Coniche  con  metodo  scien- 
tifico ,  e  nelle  didascaliche  forme  congegnato  .  L' Analisi  alge- 
brica 9  avendo  ormai  concepito  un  energico  potere  nell'  inven- 
tai-e ,  dovea  innestarsi  a  questo  ramo  di  Geometria  ,  per  fai*ne 
quegli  altri  rami  germinare,  che  di  esso  sono  più  sublimi  ;  ed 
affinchè  vi  rifiorissero  più  gaje  queste  linee  di  secondo  ordine, 

^  che  son  le  curve  benemerite  della  Natura  .  Ed  io  m' immagi- 
no ,  «he  con  tal  disegno  V  Illustre  Marchese  de  Y  Hopital ,  son 
già  venti  lustri  ,  avesse  ordito  un  simil  lavoro  ,  che  ancor  ri- 
scuote il  plauso  de'  dotti  meritevolmente  •  Poiché  ivi  adunan-^ 
si  con  ordine  Eudideo  innumerevoU  verità  su  tale  oggetto  di- 
mostrate coli'  Analisi  Cartesiana  .  In  mezzo  ad  esse  veggionsi 
brillare  certi  artifizii  di  Geometria  oltremodo  ingegnosi  ;  alcu- 
ni de'  quaU  son  come    guida  a  que'  calcoli ,  che  vi  s' impren- 

*dono  a  fare  ,  ed  altri  ne  &n  comporre  con  deganza  i  risulta- 
menti  .  I  luoghi  geometria  ,  che  ne  accrescono  il  lavoro ,  vi 
son  proposti  con  generici  prindpii,  e  con  un'  orditura  assai  chia- 

^  ra  .  £    finalmente  tutti  qu^'  Problemi  si  piani  ,  die   solidi  , 

'  onde  il  valentuomo  cercò  d'  illusti*are  1'  applicazione  dell'-  Alge- 
bra alla  Geometria  ,  con  ammii^abil  destrezza  vengon  quivi  di- 
sciolti ,  e  costruiti  • 


> 


\ 


3  PREFAZTOXrE 

§•  2.  Ma  la  mole  di  quest'  Opera ,  eh'  è  di  tanti  pr^ 
geDtilmente  adorna ,  non  può  racchiudersi  nel  piccol  giro  di  una 
didascalica  istituzione  per  esseme  da*  giovani  apprenderole  .  Ed 
anzi  non  mancan  sensati  analisti ,  che  in  essa  richi^gonvi 
un'  analisi  più  pura ,  ed  insiem  più  attiva  :  poiché  k  piuppar* 
te  degU  artifizii  eurìstici  ,  come  1'  ho  indicato  qui  sc^ra  ,  non 
sono  che  geometrici  ;  e  di  tal  natura  sono  anche  molte  dimo« 
strazioni ,  che  quivi  aj^jono  con  simboliche  degantiìisime  di- 
vise .  E  perciò  alcuni  geometri  dell'  età  nostra  si  sono  inge- 
gnati di  produrre  varj  Saggi  analitici  sulle  curve  coniche,  con 
massimo  risparmio  di  Geometria,  o  &cendoH  da  una  nuov'anali- 
lisi  animare  ,  che  Geometria  AnaUtica  a  due  Coordinate 
si  domanda  • 

%.  3.  Orio  lodo  siffatte  produzioni  ;  e  ben  mi  rimarrei  di 
questo  mio  lavoro.,  se  i  detti  Saggi  fossero  alla  loro  epigrafe 
corrispondenti  •  Il  Saggio  che  si  fa  di  una  cosa  ,  è  il  tome  da 
essa  una  picciola  parte,  per  vi  mostrare,  la  qualità  dcU' altra  , 
che  ne  rimane  •  Ma  le  ricerche  ,  che  si  omettono  in  questi  Sag- 
gi ,  le  quali  per  altro  son  molte  ,  e  di  grave  argomento  ,  po« 
tran  dirsi  sì  spedite  e  chiare  ,  come  son  quelle  ,  che  vi  si  ar- 
recano  ?  Così  la  teorica  de'  fuochi  delle  curve  coniche  ,  suol 
essere  adeguatamente  sviluppata  ne'  detti  corsi ,  e  con  mirabi- 
le agevolezza  ;  essendone  lineare  V  equazione  tra  le  inclinate  di 
ciascuna  curva  conica ,  e  le  loro  ascisse  •  Ma  nel  trattato  de'  dia- 
metri gli  analisti  vi  cominciano  a  cespicare .  Nella  teorica  ^^Ue 
tangenti ,  e  delle  seganti  si  tacciono  intéramente  ,  o  vi  ridi- 
cono lievi  cose  .  Nò  alcuno  di  essi  giammai  si  volse  a  specu- 
lare i  raggi  d'  osculo  di  tali  curve  ,  le  loro  evolute ,  o  altre 
di  cote^  iipportantissime  locali  •  E  dovendo  questi  geometri 
occuparsi  deHe  dimen^oni  daUe  dette   curve ,  in  quali  lunarri* 


mentì  non  dovtan  cadere  ?  Imperocché  o  doTrebberle  attignere 
da  geometriche  disquiauoni  ;  e  ciò  dal  metodo  impreso  n'  è 
loro  divietato  :  o  converrebbe  con  integrazioni  di  formole  otte- 
nerle ;  e  qaì  vi  sarebbe  un  maggiore  sconcio  ,  qua!  si  è  quello 
di  subordinai'e  il  sommo  all'  imo  ,  o  il  volere  un  &cil  fine  con 
difficili  mezzi  ottenere .  Sicché  riuscendo  cotesti  G>rsi  analitici 
o  monchi  di  teoriche,  o  sfomiti  di  queir  uniforme  didascalico 
nitore ,  che  tanto  vale  a  rilevare  V  intellig^za  in  chi  gli  appren- 
de ;  ninno  di  essi  ha  mai  agguagliato  in  eleganza  y  non  pure  i 
Gnùcì  dd  grande  Apollonio ,  ma  né  tampoco  certe  sintetiche 
Istituzioni ,  die  da'  moderni  si  sono  da  quegli  otto  libri  deh- 
bate  :  come  sarebber  quelle  dell'  Ab.  Grandi ,  di  Roberto  Sim- 
son ,  dell'  Hutton  ,  del  Gagnoli ,  e  forse  di  tanti  altri  (*)  . 

§.  4.  ^&  ^ual  n'  é  mai  la  natura  dì  questa  nuov'  Anah« 
a.,  che  qui  conviensi  a' giovani  adombrare?  Questa  scienza, 
come  ed  dicono  i  suoi  coltivatori ,  é  V  appUcazìone  dell'  Alge- 
bra alla  Geometria  ,  fetta  con  metodi  generaU ,  e  senza  pre- 
mettervi costruzioni  particolari  ,  che  dovrebbero  variarsi  per 
ogni  caso.  Cioè  a  dire  un  Problema  geometrico  quivi  con- 
vertesì  in  algebrico  per  mezzo  ddl'  equazioni  di  certe  locaU  , 
che  vi  si  hanno  a  concepire  ,  e  pd  conveniente  lor  maneggio. 
Or  s'io  non  dovessi  contenermi  negli  stretti  canceUi  dì  un  di- 
scorso  proemiale  ,  volentieri  mi  spazierei  a  descrivere  la  natu- 
ra,  e  '1  merito  di  questa  Sdenza  .  Io  vi  discuterà  ,  se  fia  me^ 
glio  condurre  la  soluzione  di  un  Problema  geometrico  alla  ma- 


C^)  Il  Pergola  usando  di  qaella  modei^zione,  che  tanto  lo  distin* 
g«eya,  ha  voluto  tacere  quelle  da  lui  pubblicate ,  e  che  senM  dub- 
bio tra  le  qui  lopra  indicate  meritano  un  luogo  distinto. 


V. 


4  BVitT  Jl. ZIÒKZ 

Diera  Cartesiana ,  eh'  è  assai  chiara  e  natarale  ^  o  col  maneg-> 
gio  di  quelle  moltiplici  equazioni  indeterminate  •  Se  il  primo 
'  di  questi  due  metodi  riesca  più  agevole  e  più  comodo  a'  gio- 
vanetti ,  che  quell'  altro  ,  in  che  dovrebbono  essi  ritenere  una 
folla  di  locali  ;  cioè  F  equazione  ad  una  retta  tirata  per 
due  punti  :  a  queW  altra  ,  eh'  è  perpendicolare  ad  una  ret^ 
ta  data ,  o  ad  una  data  curva  :  ad  una  retta  tangente  di 
una  proposta  curva:  ec.  E  così  varie  altre  cose  in  tal  rin- 
contro svilupperei  •  Ma  poi  che  prò ,  quando  la  diflScokà  di 
costruirne  i  risultamenti ,  la  dubbia  scelta  delle  congrue  diret- 
trici ,  ^  '1  travaglioso  lavoro  delle  eliminazioni,  ove  tal  metodo 
ne  impegna  ,  non  il  rendono  abbastanza  commendevole  ?  Intan- 
to del  primo  de'  divisati  difetti ,  che  non  è  assai  noto  a  certi 
moderni  analisti ,    è  ben  che  alquanto  io  vi  ragbni  . 

§.  5.  Fu  detto  nelle  greche  scuole  il  Problema  geome- 
trico esser  quello  ,  che  si  propone  a  costruirne  il  soggetto  . 
E  si  è  poi  stabilito  come  un  assioma  neU'  arte  dell'  inventare  , 
che  ciascuno  di  questi  Pi*oblemi  ,  qualunque  sia  il  metodo  onde 
il  risolviamo  ,  e  '1  grado  eh'  ei  contiene  ,  abbia  semj»:^  bisogno 
di  costruzione  •  Ed  io  vi  aggiungo  ,  che  la  soluzione  analitica 
di  uno  dei  detti  Problemi  debba  stimarsi  nelle  ottime  forato 
eseguita ,  se  colla  purità  dell'  analisi  1'  eleganza  conte9ga  della 
costruzione  .  Or  chi  non  sa  ,  come  in  questa  novella  Gcomc- 
iria  spesso  s' intoppi  nelle  costruzioni  ?  Il  Prcd^lema  d' iscrivere 
in  un  cerchio  un  triàngolo ,  i  cui  lati  prodotti ,  se  ne  sia 
d'  uopo  ,  passassero  per  tre  punti  dati  ,  fu  risoluto  con  am- 
mirabile analitico  magistero  dal  Signor  Lagrange  ,  nella  cui  men- 
te erasi  quella  scienza  con  sagge  misure  archittettata  (*).  Ma  il 


C^)  Il  pruno  saggio  di  ^oests^  nuova  maniem  di  tratture  la  solo* 


P  ji  E  ^  4  a;  I  0  ^  B  ^  5  * 
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valentuomo  non  vi  esùA  la  costruzione' del  risoltamento:  tanto 
era  questo  peiplesso  ,  e  da  geometriche  ragioni  alieno.  Onde 
gli  Analisti  della  Reale  Accademia  di  Pietroburgo  ,  tra'quali  il 
sommo  Eulero  eminentemente  rilucea  ,  ^dubitaron  forte  della 
possibilità  della  costruzione,  e  quindi  del  valore  della  soluzione 
del  Problema  (*)  •  E  lo  stesso  potrei  dire  di  tante  altre  di  cote- 
ste  analitiche  espressioni ,  che  sì  lasciano  inguauiate  ne'  loro  sim- 
boli ,  o  in  uno  sterile  concetto  degli  analisti ,  senza  poterle 
mai  rimettere  alla  Geometria ,  ove  convien  recarle  (**)  . 

$•  6.,  Intanto  nell'  Analisi  Cartesiana  (  lo  che  valga  a 
toglier  dall'  obUìo  sì  nobile  scienza  )  un  Problema  geometri- 
co si  riduce  in  equazione  ;  tosto  che  ne  avremo  espresso  ìa 
simboli  i  Dati,  i  Quesiti,  e  le  Condizioni,  che  vi  si  {n%>pongono. 


zione  de*  problemi  geometrici  si  ha  nelle  riceDohe  svCProblemi  della 
piramide  irj^golarf^  che  questMnsigne  analista  presento  alla  R.  A,  di 
Berlino  ,  ed  inserite  nei  Voi.  degli  Atti  di  essa  per  T  anno  1773  ;  ove 
ei  stesso  indica  di  essere  il  primo  a  tentar  di  risolvere  problemi  di 
Geometria  senza  bisogno  di  figure  ,  e  di  apparecchi  goometrici  . 

(*)  ^^88'  *  ^^  Comm.  Acad.  Scient,  Petrop,  Voi.  IV.  e  V. 

C'*)  Non  sark  fuor  di  proposito  ,  che  i  coltivatori  di  questa  no-*  - 
velia  analisi  algebrico-georoetrica  ponessero  al  confronto  le  diverse  so-> 
luzioni  che  di  tal  problema  ,  e  dell'  altro,  della  piramide  triangolare , 
che  nel  genere  de' problemi  di  sito  sono  quelli  che  più  hanno  agitai* 
Ire  ,  e  per  lungo  tempo  ,  le  menti  de*  moderni  geometri ,  ne  sono  sta- 
te date  alla  modernissima  maniera  da  sommi  analisti  ,  e  quelle  che 
col  metodo  antico',  e  con  T  analisi  Cartesiana  ne  hanno  esibite  di  ver- 
si  geometri  moderni ,  e  che  trovansi  inserite  ne'  Voi.  degli  Atti  della 
R.  A.  delle  Scienze  di  Napoli  ,  e  nella  Raccolta  di  Opuscoli  della  . 
Scuola  del  Srg,  Fcrgjla,. 


6  PREFAZIONE 

E  questo  lavoro  non  è,  che  un  afibre  di  algorifano  •  Né  queDc 
ingegnose  geometriche  preparazioni  ,  che    vi  soleano    praticare 
il  Newton  ,  i  BernouUi,  e  '1  de  1'  Hopital ,  e  che  or  taluno  ha 
tanto  in  odio  ed  a  vile,  appartengono  all'essenza  della  soluzione; 
ma  sì  bene  ad  ottenerne  delle  costruzioni  deganti ,  o  a  render- 
ne agevoh  le  soluzioni  de'  Problemi   posizionali  •  Quivi  facil- 
mente si  costruiscono  gli  analitici  risultamenti  :  ed  anzi  l' inte- 
ra composizion  del  Problema  può  in  sintetiche  forme  esibirsi  ; 
lo  che.  sembrami  assai  conunoiidevole  •  Poiché  nostra    ragione 
non  è  mai  paga  di  aver  con  simboU  risoluto  un  ProUenia  ,  se 
non  valga  a  dimostrarlo  con  grandezze  proprie  del  soggetto  (*). 
Ne  le  <x)giiizioni  simboliche ,  per  quanto  si  esaiti  la  loro  gene- 
ralità ed  energia  ,  potran  mai  recarci  qudl'  acquiescenza    intel- 
lettuale ,  che  solo  n'  emerge  dalle  intuitive  .  Per   tal  ragione  i 
Bernoulli,  ch'eran  geometri    sonunamente  acuti  e  sapienti,  e- 
sultavan  con  trasporto  ,  quando  loro  riusciva  di  sciorre  coli'  A- 
nalisi  Cartesiana   certi   Plroblemi    di  Geometria ,  che    doveansì 
con  metodi  nuovi  disnodare  •  Il    Signor   Montucla  ,  saggio  e- 
stimatore  de'  metodi  d' inventare  ,  &cendo  eco  a'  Matematici  del 
secol  trascorso ,  solea  dire ,  che  V  Analisi  Cartesiana  ben  diret- 
ta ci  somministri  un  mezzo  quanto  &cile  ,  altrettanto  idoneo  a 
£u:ci  scojHire   la  natura ,  la  proprietà  ,  ed  i  sìntomi  di  una  cur- 
va di  qualunque  grado  •  £  finalmente ,  senza  gii*ne  mendican- 
do coteste  straniere  attestazioni ,  Voi  entro  quest'  Opem  vedre- 

('^)  La  definizione  che  diedero  le  antiche  scuole  del  Problema  geo* 
metrico,  è  che  in  esso  aliquid  proponitur  irweniendum  et  construen^ 
dum  :  questa  seconda  parte  delle  soluzione  del  problema  è  dunque 
essenziale  ad  essa  j  ed  ogni  metodo  che  la  trascuri ,  o  che  la  renda 
assai  dii&cile,  non  potrà  mai  ayersi  come  un  buon  metodo  djt  risol- 
ver problemi  geometrici . 
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te ,  come  Y  Analisi  Cartesiana  ci  feccia  conoscer  &ci]meiite ,  e 
talora  par  sola  intuizione  non  poche  verità ,  che  con  quell'  al*^ 
tro  metodo  o  non  ottengonsi  per  alcun  modo  ,  o  con  mezzi 
assai  duri ,  ed  intralciati  • 

§.  7 .  Inoltre  chi  non  sa ,  che  Y  Istituzione  di  una  Scien- 
za sul  quanto  si  possa  distendere  in  due  guise,  cioè  col  Me* 
todo  Sintetico  ,  che  dicesi  di'  composizione  :  o  con  qudl'  air 
tro  ,  di'  è  Antditìco  ,  di  risoluzione  ,  o  piuttosto  d^  investi', 
gazione  «  Che  per  mezzo  del  primo  de'  detti  metodi  rìgida- 
mente ,  e  da'  prìndpj  anteriori  debba  dimostrarsi  ogni  verità  , 
che  vi  si  propone  :  e  che  1'  altro  s' impieghi  a  ritrovare  il  ve- 
ro col  regolo  de'  prìncipi  eurìstici ,  e  col  pronto  maneggio  di 
v^tà  già  note.  Che  il  metodo  analitico  sia  più  sublime,  e  più 
utile  del  sintetico  :  come  quello ,  che  non  pur  ci  procou^a 
verìtà  nuove  ^  ma  insiem  né  feconda  nostra  ragione  a  poter- 
ne rivenir  delle  altre  •  Ma  sarà  bene  il  volere  istituire  c^ni  can- 
didato deQa  detta  Scienza  ool  sdo  metodo  analitico',  come  cer- 
ti Geometri  indiscreti  hain  ojAnato.  doversi  &re  ?  Potrei  *dire  j 
che  chi  non  è  dalla  natura  ,  o  dall'  arte  preparato  ad  inventa- 
re ,  non  usi  questo  metodo  .  Dirò  solamente  (  volendone  ra- 
gionare con  equità  e  discretezza  )  che  1'  arte  di  dimostrare ,  e 
r  altra  d' inventare  sien  due  virtù  dianoetiche  ben  diverse  tra 
loro  ;  e  che  la  prima  di  esse  debba  esserne  subordinata  all'  al- 
tra :  poiché  non  si  precede  nel  canunìno  delle  invenzioni  ,  che 
co'  passi  delle  dimostrazioni  •  Onde  chi  non  è  dimostratore ,  se 
diasi  ad  inventare ,  o  nulla  vi  rinviene ,  o  urta  ne'  sofismi .  Per 
tal  ragione  io  mi  són  principalmente  in  quest'  Opera  attenuto 
al  metodo  di  composizione,  e  vi  ho  anche  praticato  in  alcuni 
Problemi  1'  altro  d' investigazione  ;  alEnchè  ne'  giovani  si  ras- 
sodasse per  l' un  mezzo  Y  arte  di. dimostrare  ,  e  per  Y  altro  quel» 
)«  dell'  inventare . 
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$.  8.  Da  tutti  questi  ragiouaméiiti ,  cortesisami  Lettori , 
io  mi  lusingo  ,  che  Voi  ne  avrete  percepito  il  disegno  di  que- 
st'  Opera  ,  die  qui  per  utile  de'  giovani  esprimo  in  brevi  ac* 
centi  .  Cioè  per  ciascuna  delle  tre  curve  coniche  io  pró}x>ngo 
ordinatamente  quella  genesi  organica  ,  che  fu  adottata  dal  Mar- 
chese de  r  Hopital  ,  e  da  tanti  altri  geometri  accurati  .  E  }x>i 
con  m^zi  puramente  algebrici ,  e  col  redolo  della  Geometria 
Cartesiana  mi  fo  a  svilupparne  le  {Àù  utili,  ed  insigni propiìe- 
tà  ,  relativamente  a'  diametri  di  esse  curve ,  alle  tangenti ,  alle 
seganti  ,  a'  fuochi ,  ed  alle  dimensioni  •  In  tal  congiuntura  io 
vi  risolvo  de'  convenevoU  Problemi  ,  alcuni  de'quali  sono  oltre- 
modo  difficili  e  sublimi  ;  e  vi  compongo  i  rìsultamenti.  £  proc- 
curo  giusta  mia  possa  che  sieno  elementari  quegli  analitici  ri- 
pieghi ,  ed  eleganti  queste  "costruzioni  ;  affinchè  i  giovani  uel- 
l'apprender  queste  verità  si  avvezzino  a  ragionare  rigidamente 
e  con  deganza  in  amendue  questi  Metodi ,  e  vi  conoscan  pm^, 
come  l'uno  convertasi  nell'  altro  decentemente  •  Intanto  io  spe- 
ro ,  che  r  Opera  corrisponda  al  suo  disegno  .  £  ,  se  ciò  noi 
sia  ,  io  pur  son  pago  ,  che  altri  di  sagacia  fornito  ,  e  di  subli- 
me ingegno  non  isdegni  produrla  in  più  lodevol  forma  . 
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CAPITOLO     1. 

9 

Della  Genesi  dell'Ellisse,  e  de'Diavetki  di  questa  CkiRVA. 

« 

§.   1.  JHw.   1.  Se  gli  estremi  di   iki 'filo ^ flèssile  inten-" 
daosi  fermati  a  due  picodli  peroi  fitti  in  un  piano  ,  la  distanza 
de' quali  sia  minore  della  lunghezza  del  filo;  e  poi  uno  stilet- 
to ,  che  il  tenga  mai  sempre  teso  d~  accostò  al  piano  ,  si  ag- 
giri «on  perfetta  rivoluzione  dintorno  a  que'  due  peAfni  iìh  cur-  ' 
va  descrìttavi. dallo.stilaltoi^aoltiiUrsi  ^il(>«e<l^^         '*'''      '^'^^     ' 

§.  2.  DcF.  n.  Gli' estremi  iramobiH  ìdel  filo  si  éhiaman* 
Fuochi  deir  Ellisse.  Ed^^goi  retta  ,' che  dalP  <m  de  detti  iuò^ 
chi  si  conduce  ad  un  qualuntpie  punto  dèlia  curva*,  pilo  dir- 
si Inclinata  y'  o,  Ramo  (a).  '''M  ^  ..-.    ]• 

(i)  Per  addestrare  i' giovani  alia  piecisione,  e  adeguatezza  de^con- 
cetti  ,  io  qui  voglio  asIraUtinente  definir  cèrte  voci  . 

.    (i)  Nella    geaesi  oitganiioa'  dell' ^Uidée'/  come  V  è  di  tàìite-  altre' 
curve,  si  osservano,  certi  ji^i/agMnMtnaì,  eh' io  tolgo  ìoblltt>kegi!ken*'i 
te  definizione .  /  vertici  de* triangoli^  ciascun  dé*quali  ha  una  stessa 
base  ,   ed  una  data  somma  de^suoi  lati  ,  formano  una  curva  j  che  si 
chiama    Mhst  .  '     ' 


\  • 
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$.  3.  ^osì  il  .filo  FN^*»  maggior)^  in  lungh^za  della  ret- 
ta F^  si  concepisca  esser  legato  ne'  suoi  estremi  ai  due  chio- 
detti F  ,  f  fermati  nel  piano  4^JB  R ,  e  poi  lo  stiletto  N  , 
che  il  tenga  mai  sempre  teso  d'  accanto  al  piano  ,  si  volga 
d'intorno  a  que*  chiodetti  ,  e  finché  ei  ritorni  al  suo  primiero 
sito  ;  la  curva  ANBR  descrìtta  dallo  stiletto  nell'  indicato  pia- 
no ,  sarà  r  elUsse  quassù  definita  ;  i  fiiochi  della  quale  saran'- 
no  i  punti  F  ,  y*.  Ed  ogni  retta  FN  ,  o  jH^  che  unisca  \  un 
de' detti  fuochi  con  qualunque,  polito  N  del  perìmetro  ANBR, 
si  chiamerà  Inclinata ,  o  Ramo. 

5^  4'  ^^  fuochi  F^y4ella  detta  ellisse  oonducansi  ad 
un  punto  N  del  perimetro  ANBR  le  rette  FN  ,  /N  ;  poi  vi 
sì  ^pp^ichi.  4alif  uqtP  .F  ,  e  datt'.. altra  parte  della  retuF/*,  la 
FR  uguale  aUa  /N  ,  e  si  coogiungaoo  le  /R  ,  NR  .  Sarà 
chiaro ,  che  i  due  triangoli  ^fP  ,  R^  abbian  le  condizioni 
dell'  Qttava^  dd  F  c^e^  Elementi  •  loqierciocchè  dalla  genesi 
di  qy^slta  ci^ra ,  la  so^puna  de' rami  FN  ^/N  è  quanto  quel- 
la degli  altri  duej/iBo^  F&  «ktEdiiCiseoibfiL  fatta  la  FR  ugua- 
le x^ki  /N,  .sarà;  wdie  /R  uguak  ad  NF  •  Adunque  dovranno 
eswe  gli  ai^goU  NB/ ,  N/F  del  triangolo  NF/  lispettivMien- 
te  Yiguali  agU  altri  due  R/F  ,  RF/  del  triangolo  R/F  ;  e 
quindi  saran  parallele  le  rette  NF  ,  Rf ,  non  meno  die  le  al- 
tre due  FR  ,  ly*.  Or  essenza,  k  figura  NFR^  un  parallelo- 
grammo ,  le  sue  diagonali  NR ,  1/  vi  si  debbon  vicendevol- 
mente  secare  in  p^  uguali .  Adunque  :  Ogni  corda  delT 
ellisse ,  che  facciasi  passare  pel  pwUo  medio  della  dìstan-, 
zai.de'  fuochi  ^  resterà  dmsa  in  partì  uguaH  in  tal  punto  (i). 


.\. 


^■•irs  ••>      •-  Hij.^  * 


(i)  Questa  verità ,  che  ho  c[ul  geometricamente  dimoiirata ,   «i 
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$.  5.  B  se  dal  Ìuck2o  F  sì  applichi  'la  Fh  ngùafé  alfe 
FN  ,  e  poi  si  cottgiungan  le  rette  Nn  ,  N/,  nf  ,  si  dimo- 
strerà come  nel  §.  prec.  esser  T  angolo  NFM  uguale  alP  altro 
nFM.  il  perchè  avendo  ì  due  triangoli  NFM,  nFM  le  con^ 
diùoni  deUa  quaita  del  I^  degli  Elementi  ,  dovranno  avere  u^ 
guali  le  loro  bas  NM^  nlUT,  e  gh  angoU  NMF,  nMF  in  sulle 
basi  :  onde  ciascuno  di  essi  dovrà  esser  retto  .  £  perciò  :  Net- 
r  ellisse  \fi  è  un  sistema  di  carde  parallele^  che  restan  di- 
me aà  angoli  retti ,  ed  in  parti  uguali  dalla  retta  ,  che 
W-  si  conduce  pe*  fuochi  . 

§•  6.  Che  anzi  :  Se  la  corda  Nn  siiwi  dis^isa  ad  angoli 
retti  dalla  Ff^  dovrà  essfeme  benanche  secata  in  j^rti  u^ 
guali;  e  i^icesfersa. 

Si  conduca  il  ramo  Jh  uguale  aH' altro /N  ,  e  dall'altra 
parte  della  retta  pe*  fuochi.  E  se  mi  si  conceda  ,  eh'  ei  debba 


può  anche  attigner  dair  Analisi  con  pari  eleganza  .  (^Ved,  Próp.  P^I.  ) 
Alcuni  Geometri  la  credono  intuitiva  per  esser  conseguente  alla  for- 
ma simmetrica  dell'  eUìsée  .  E  ciò  non  parmi  rigoroso  .  Poiché  que- 
ste cote  si  hanno  a  conoscere  col  chiarore  della  Geometria  ,  o  dell*  A- 
nalisi  moderna  ,  e  non  già  air  eco  di  voci  indefinite .  Inoltte  io  mi 
sono  astenuto  di  chiamar  diametri  coleste  corde.,  prilla  di  &r  ve- 
dere ,  che  ciascuna  di  esse  vi  divida  per  meszo  un  sistema  di  corde 
parallele  .  Sulla  qual  cosa  convien  recare  qaelio,  che  saggiamente  pro<t 
pose  il  sommo  Newton,  e  si  è  di  poi  adottato  dallo  Slirling,  d air  Eu- 
lero ,  e  da  tanti  altri  saga'cf  iltastratori  della  Geometria  Sublime  :  Si 
rtctae  plures  parallelaej  et  ad  conicani  seciionem  lUtinqué  tè'rmirta" 
tae  ducantur  ;  recta  duas  earum ,  bisecans ,  bisecabit  alias  omnes  ;  i- 
deoque  dicitur  diameter  figurae  :  et  rectae  bisectae  dicuntur  ordinar^ 
tini  adpUcatae  ad  diaxHHtnm  ....  et  interseètio'  curùaè^  et  diamc'- 
tri  rertew  nominatur .  Enuto.  linear,  tat    Ord.  5*  ^  • 
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p^issar^e  .pò;  1'  estremo  n  della  detta  corda  N/i ,  pbtrà  cotichiii- 
dersi  il  proposto  assunto  per  quel  che  ho  nel  $.5  dimostrato. 
Ma  se  quel  ramo  ^icontri  T  ellisse  in  un  punto  G  diverso  dal- 
l' altro  n ,  la  congiunta  NG  in  virtù  di  quel  medesimo  §.  sa- 
rà perpendicolare  alla  Ff.  E  così  sarebbero  perpendicolari  a 
questa  stessa  retta  le  due  Nn  ,  NG  ,  che  procedono  da  un 
medesimo  punto.  Lo  che  è  un  assurdo.  Ma  per  dimostrarne 
la  seconda  parte ,  si  suj^nga  il  ramo  JG  uguale  all'  altro^Tf , 
e  vi  si  tiri  TtH  parallela  ad  Ff.  Pel  detto  $•  dovrà  essere  NK 
uguale  a  KG,  e  quindi  NG  dupla  di  NK.  Ma  per  lo  paral- 
lelismo delle  due  nH ,  MK  ,  sta  Nn  :  NM  :  :  NH  :  NK  ; 
e  la  Nn  supponesi  doppia  di  NM.  :  adunque  sarebbe  anche  hi 
NH  dupla  della  medesima  NK.  E  quindi  NG  uguale  ad  NH. 
dì.  b.  un  assur/do. 

§•  '^..  ,Def,  1  i.K  La  retta  ,  che  conducesi  pe'fuochi  del- 
l' ellisse,  e  si  distende  insino  al  perimetro,  d'amendue  le  pai^ 
ti ,  si  chiama  j^sse  dì  tal  curva .  E  gii  estremi  di  quello  si  do- 
mandan  Vertici  di  questa  . 

Una  tal  retta  ha  meritato  il  nome  di  asse  dal  poter  divi- 
dere in  parti  uguali ,  e  ad  angoli  retti  un  sistema  di  corde  pa- 
rali^ ,  come  r  ho  dimostrato  nel  §.  6.  E  1  §.  4*  sarà  di  lu- 
ce a  ciò ,  che  ora  imprendo  a  definire  (  i  )  : 

§,8.  Dbf.  iv.  Il  centro  dell'  ellisse  n'  è  il  punto  medio 
dell'  asse .  E  la  distanza  del  centro  di  tal  curva  da  ciascun  de' 
fiipchì  di  e^  suol  dir^^  Eccentricità  .  Qual  ^ebbe  la  retta 
CF  ,  ovvero  T  altra  Cf. 


(i)  Per  centro ^  di  una  figoi^a  curvilinea  può  intendersi  quel  pun- 
\^  ,  ove  resti  divisa  in  pavti  uguali  ogni  corda  ,  che  conducasi  per  esso. 
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$.  9r  Def.  V.  Ciascuna  delle  anzidette  corde  suol  cfaiamar- 
«  Ordinata  alT  asse  .  E  dovrà  dirsi  Semiordinata  una  me- 
tà di  essa  .  Ma  la  parte  dell'  asse  eh'  è  trai  centro  della  fi- 
gura ed  un'  ordinata  ,  si  chiamerà  jÌ scissa  corrispondente  ad 
essa  Ordinata  ,  o  la  sua  Ascissa . 

$.10.  ScoL.  Il  nome  dì  Ordinata  suol  darsi  benanche 
aUa  metà  di  tal  retta  ,  quando  non  emerga  qualche  equivoco 
nel  ragionamento.  E  1'  ascissa  corrispondente  ad  un  ordinata 
può  computarsi  dall' un  de' vertici  della  curvalo  da  qualche  al- 
tro punto  dato  nel  medesimo  asse,  come  parrà  conveniente  al- 
l' analista  . 

§.  II.  Def.  vi.  Ciascuna  semiordinata  ,  e  la  sua  ascis- 
sa diconsi  Coordinate  :  e  queste  nel  nostro  caso  appellansi  ret- 
tangolari ,  per  esser  retto  l' angolo  da  esse  contenuto.  Tali  sa- 
rebher  le  rette  NM  ,  ed  MC ,  che  costantemente  esprimonsi 
per  /  ed  x. 

$.  13.  Def.  vii.  L'ordinata  all'asse  ,  e  per  lo  centro 
di  tal  curva  si  chiama  Asse  minore ,  o  secondario  dell'  asse 
primitivo  :  il  quale  per  tal  confronto  può  dirsi  Asse  maggio- 
re,  primario^  o  principale» 

§.  i3.  PosTUL.  Il  semiasse  maggiore  dell'  ellisse  sarà  in 
appresso  costantemente  disegnato  per  a\  e  per  e  il  semiasse 
minore.  £  vi  si  porrà  mai  sempre  1'  eccentricità  uguale  ad  e. 

§.   i4-  Cor.  Si  congiungano  "^  i  fuochi  F,  y,  della  det-  *^^.    a. 
ta  ellisse  cóli'  estremo  £  dei  semiasse  minore  C£.  Sarà  perla 
4' E  lem.  1.  la  retta  EF  uguale  all'altn  £/:  e  ciascuna  di  esse 
dovrà  uguagliare    il    semiasse  maggiore  .    Dunque  sarà  a*  ca 
c'+e*  :  e  quindi  a' — c'=e"  ,  ed  a* — e'=c% 

§.   i5.  AvvERT.  Qui  piacemi  d'avvertir  chi  legge  ,  ch'io 
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con  un  teamto  puramente  algdnico  ,  ed  inerendo  a*  prindpj 
della  Geometria  Caitesiana  (i)  mi  son  impegnato  di  compiere 
questo  lavoro  sulle  curve  coniche  ^  qualunque  ei  sia  :  propo- 
nendone per  ciascuna  di  esse  qudla  genesi  organica  ,  eh'  è  co^ 
munemente  da'  Geometri  adottata. 

PROPOSIZIONE    I. 

PROBLEMA. 

*  Ag-  i-  §•  '^*  Dalla  proposta  genesi  dell'  ellisse  ADB* 

ricavarne  V  equazione  fra  le  coordinate  rettangolari 

CM ,  MN . 

SoLuz.  Pongasi ,  come  si  è  indicato  qui  sopra  ,  il  semi^ 
asse  maggiore  AGr=a,  il  minore GDssc,  V  eccentricità  CFi^e^ 
V  ascissa  CM  dal  centro  uguale  ad  x,  e  la  sua  corrisponden- 
te semiordinata  MNsy^  .  Sarà  la  retta  MF=e — x^  e  T  alto 
Uf=e+a:.  E  sarà  quindi  il  ramo  ì^=\/{f*+ {e—xy  )  ,  e 
P  altro  N/=y(j^'+(e+Jc)*  ).  E  poiché  dalla  genesi  di  tal  cur- 

*  5.  1.       va  dee  esser  la  somma  de' detti  rami  uguale  all'asse  maggiore*, 

sarà  ne'  loro  simboli. 


(1)  Il  Sig.  Montuda  ha  detto  saggiamente  (Histoir.  des  Maihem. 
Voi.  Ili,  pag*  6q,  )  che  T  Analisi  Cartesiana  ben  diretta  ci  somministri 
un  mezzo  quanto  facile,  altrettanto  idoneo  a  farci  scovrir  k  natura  ,  le 
proprietà  ,  ed  i  sintomi  di  una  curva  algebrica  di  qualunque  grado  . 
Tutti  i  Geometri  del  secolo  trascorso  furon  deDo  stesso  avviso.  .  Ed  i 
Bernoiilli  ,  ch^eran  geometri  oltremodo  ingegnosi,  e  sapienti,  esultava- 
no con  trasporto  ,  quando  ad  essi  riusciva  di  sciogliere  coir  Analisi  Car- 


mix  tKuam  comcn 


i5    Càv.  I. 


^ 


E  filenninmdo  i  radicali  di  ijuest*  equazione  ,  come  vìeii  pre- 
scritto neir  algebrico  algoritmo  ,  si  avrà  un  risultato  ,  cbe  cogli 
owj  (i)  riducimaiti  può  acquistarsi  la  s^uente  forma 

a*' 


r'+- 


a* 


x*+e" — a^szo 


Ove   ponendo    per   sìmplicità  di  calcolo  '^  la  e'  in   luogo    di 
a'— e%  si  otten*à  per  la  data  dlìsse  la  seguente  equazione  (a) 


•),  o  pure  7'=c'—  ^\ 


.A 


E  se  piaccia  di  ridurre  coteste  due  equazioni  in  geometrico 
linguaggio ,  si  avranno  i  sottoposti  Teoremi  ;  doè  : 

§.  17.  Teor.  1.  Ndt  ellisse  il  quadrato  di  una  qua* 
hmque  semiordinata  sia  al  rettangolo  delle  parti  delPasse^ 
in  che  quella  U  divide  j  in  dupUcaia  ragione  detrasse  mi--, 
nere  al  maggiore* 

$.  18.  Teor.  m.  E  'l  quadrato  della  detta  semior^ 
dinota  manca  da  quello  del  semiasse  minore  per  lo  qua- 
drato di  una  retta  ^  cK  è  quarta   proporzionale   in   ordì- 


$.  i3. 


tetiana  qne'geonietrìci  Problemi ,  che  si  f olevan  ri«oIrere  co*  metodi  auo* 
vi .  Si  leggano  per  ciò  oiwnrare  le  opere  di  Giacomoi  e  di  Giovaani 
Bemoulli . 

(1)  Gli  ovv)  ridocimenti»  che  qià  appresto  soglio  indicare  ,  non 
sono  che  il  contrarre  i  termini  simili  di  un*  equazione  ,  se  pur  ve  ne 
sieno  :  il  dividerli  per  un  comun  fattore  :  il  trasferire  uno,  o  piii  di 
essi  dair  un  membro  aU^  altro ,  e  timiU  elementari  operazioni  . 

(a)  Estraendo  la  radice  quadrata  dalla  prima  di  queste  due  eqnat io» 

ni  ottìensi  y  ss  + — \(aa^^xa) .  E  ciò  vuol  dire  ,  che  a  ciascun*  a* 

scissa  di  questa  curva  debban  corrispondere  due  seéìiordinate  uguali  ,  e 
contrarie,  oome  la  Geometria  avealo  di  gik  dichiarato"^.  *  {•    5. 
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ne  al  semiasse  maggiore ,  al  minore  ,  ed  alla   corrispan^ 
dente  ascissa  computata^  dal  centro  . 

§.  19.  Cor.  1.  Aggiungasi  x^  ad  amendue  i  membri 
deir  equazione  A  ;  dovrà  risultarne 

e'  a*—c' 

y+x'=  e* 7  a:'+x'=c^+  — — -  X' 

a  e* 

5.   14.    E    ponendo    e'    per    a" — e'  *  ,  e   per    j'+x'  0    quadrato 
della  retta  CN  ,  che  unisce  il  centro  C  della  data  ellistìe   col- 
r  esùemo  N  della  detta  semiordinata  ,  sarà 

a* 

§.  30.  Cor.  1 1.  e  ciò  vuol  dire  ,  che  il  quadrato  della 
retta  ,  che  vi  oongiui^e  .il  centro  dell'  eULsse  coli'  estremo  di 
una  semiordinata ,  superi  qudlo  del  semiasse  minore  ,  per  lo 
quadrato  di  una  quarta  proporzionale  in  ordine  al  semiasse 
maggiore  ,  all'  eccéttricità  ,  ed  all'  ascissa  presavi  dal  centrò. 

§•  31.  Cor.  III.  E  quindi  di  tutte  le  rette  ,  che  cado^ 
no  dal  centro  di  un'  ellisse  in  un  quadrante  di  tal  curva  ,  la 
massima  è  il  semiasse  maggiore  ;  la  minima  il  minore  :  e  del- 
le altre  quella  ,  eh' è  più  d'  accosto  alla  massima  ,  n'  è  mag- 
giore della  più  rimota. 

§.  aa.  ScoL.  I.  Nell'equazione  del  problema  appajon 
due  facilissime  maniere ,  onde  descrivere  per  assegnaiion  di 
punti  un'  ellisse  ,  di  cui  a  sia  il  semiasse  maggiore  ,  e  e  il 
*  fig.  3.  minore.  E  rispetto  alla  prima  *  col  centro  C  ,  e  cogl'  inter- 
valli a  ,  e  e  ,  si  descrivano  i  due  semicerchi  DMA  ,  ÈNF  , 
e  da  quel  centro  ad  un  punto  qualunque  M  nella  semicircon- 
fei*enza  esteriore  conducasi  la  CM.  Di  poi  dal  punto  M  si  ^b- 
bassi  la  MR  perpendicolare    ai  diametro  AD  ,  e    per  T  altro 
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puirfo  N  segnato  dalla  GM  neQa  semicirconferenza  interiore  si 
meni  la  NP  parallela  al  detto  diametro.  U  punto  P  y  ove  s'in- 
contrano le  rette  MR  ,  NP  ,  dovrassi  appartenere  ad  un'  ellis- 
se ,  che  ha  que'dati  semiassi.  Imperocché  ponendo  la  GR = a: 
e  quindi  *  la  MR  =  \/ (  oo — XJc)  ,  sarà  per  lo  parallelis-»35.  ELIII. 
mo  delle  due   rette  NP  ,  CD  ,  GM  :  GN  :  :  MR  :  PR  ,    cioè 

a  :  p  :  :  V  C  ^^ — ^^  )  •  ^^  •  ^  questa    retta   sarà    uguale    a 

e  ' 

— yj(aa — xx)j  doè  ad  una  semiordinata  della  richiesta  ellisse.    • 

In  un  altro  modo  men  semplice  del  precedente ,  ma  di 
esso  più  generale  ,  perchè  applicabile  agli  altri  diametri  di  que- 
sta curva  (i)  9  può  ottenersi  il  medesimo  intento  .  Goè  *  de-  *Jtg.  2. 
scritto  il  semicerchio  CED  sul  semiasse  minore  GD  dell'  el- 
lisse addimandata ,  si  compia  d' amendue  i  semiassi  DG ,  AG 
il  parallelogrammo  AGDG ,  e  vi  si  conduca  la  diagonale  CG. 
inoltre  si  applichi  nel  detto  semicerchio  la  corda  GK  uguale  ad 
una  qualunque  ordinata  MH  del  triangolo  AGG,  ed  in  questa 
retta  tolgasi  la  MN  uguale  alla  DK,  corda  del  supplemento  d^ 
primiero  arco  GK .  U  punto  N  dovrà  appartenei*si  ad  un  qua- 
drante dell'  ellisse  ,  che  si  domanda  • 

§.  !23.  ScoL.  II.  I  principii  eurìstici  impiegati  nella  riso- 
luzione del  Problema  non  sono  ,  che  questi  dae^  La  stermi- 
nazione  de'  radicati  nell'  equazione  che  ne  ofire  la  genesi  deU'  el- 
lisse y  e  la  semplificazione  del  risultamento  . 


(i)  Nella  Prop.  VII.  si  vedrà,  JOuAe  ciò  debb' avvenire. 

3 
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PROPOSIZIONE    IL 

PROBLEMA. 

*  fiE:  4.  §•  ^4*  Date  di  posìzioDe  la  retta  HR*,  e  lasse 

AB  della  data  ellisse  ANB  ,  vuol  determinai^sì ,  se 
questa  curva  ,  e  quella  retta  si  incontrino,  ed  in 
quali  punti. 

SoLUz.  Se  la  'retta  HR  sia  parallela  all'  asse  AB  della  da- 
ta ellisse ,  s' iutenderà  agevolmente  ,  se  questa  curva  ,  e  quel- 
la retta  s' inconjbrÌDo  ,  ed  lucontraDdosi  qunli  punti  vr  abbiano 
esse  di  comune .  Ma  se  la  retta  HR  convenga  col  detto  asse 
in  un  punto  R  ,  dovrassi  a  tal  uopo  praticate  il  seguente  arti- 
fizio .  Si  chiami  t  la  tangente  trigonometrica  del  dato  angolo 
MRN  (  supi)on(>ndovi  il  seno  massimo  ugìiale  ad  1  )  .  E  po- 
sta la  CRssfr,  si  dinotino  per  x ,  j-  le  cooi-dlnate  GM ,  MN 
della  retta  HR  ,  che  si  rapporti  alla  direttrice  CR  ,  avente  il 
puntole  per  principio  delle  x.  Sarà  la  MR=6 — x.  Ed  es^ 
tendo  MR  :  MN  :  :  rag.  :  tang.  NRM  ,  ^rà  ne' loro  si  if- 
boli  h—x  :/  :  :  1  :  I,  e  quindi  (i)  d(Vià.  ess  r  la 
Y^^i(b — x).  Ciò  premesso,  si  elimini  la  j^  dalle   due  equazioni 

e* 
j^=t(J} — x).  .  .  A  ,  ed^' — e* ^jT*  .  .  .  .  B 


(1)  Nel  prenider  V  equazione  ad  una  retta  ,  la  quale  faccia  colla 
•uà  direttrice  un  angolo ,  la  cui  tangente  trigonometrica  sia  t ,  \o  so- 
vente mi  valgo  di  quel  ^oto  principio  di  Trigonometria-:  che  in  ogni 
triangolo  rettangolo  V  un  cateto  stia  alF  altro  ,  come  il  raggio  trigono- 
metrico ,  che  qui  sempre  supponesi  1 ,  alla  tangente  deirangolo  sotten- 
dente il  secondo  dè^  detti  cateti .  E  poi  riduco  quei f  analogia  in  e- 
qiiazione  • 
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la  prima  delle  quali  appartiensi  alla  retta  HR  ,  e  l'altra  all'  el- 

« 

lisse  ANB  •  Si  avrà  (i)  in  tal  mcNlo  T  equazione  determinata 

t'(6— a:)'=c'— —  a:'  ....  C 
/     ^  a" 

che  ordinandosi  rispetto  ad  x  diviene 


X' —  X  +  =  o  .  .  .  .  D 

Dico  esser  le  radici  reali  delt  equazione  D  i  valori 
delle  ascisse  della  data  curva  ANB  ,  le  quali  corrispondo^ 
no  alle  ordinate  pé  richiesti  punti  et  intersezione  . 

DiMosTR.  L' ellisse  ANB  ,  e  la  retta  HR  ,  come  ne  ap-  ^ 
pare  daUa  soluzione  ,  rapportansi  alla  medesima  direttrice  RG, 
ed  hall  quivi  il  punto  G  per  comune  principio'  delle  x  .  Inol- 
tre l' è  chiaro  di  per  se  stesso  ,  che  le  dette  lìnee  ANB  ,  ed 
HR  non  possano  avere  altre  ^  tra  se  uguali ,  che  quelle  sole  , 
che  ap|)artengonsi  a'  punti  d^  intersezione  :  altrimenti  i'  una  li- 
nea sarebbesi  coli'  altra  immedesimata.  Ma  qui  sopra  si  è  elimi- 
nata la  j"  dalle  due  equazioni  A  ,  B  :  e  ciò  non  può  aver . 
luogo  9  che  supponendola  di  un  medesimo  valore  in  esse  equa- 
zioni. Adunque  col  magistero  di  detta  eliminazione  il  calcolo 
ha  dovuto  restrìngersi  alle  sole  coordinate  de'  punti  d' interse* 
zione  ,  quasiché  le  due  locali  A  ,  B  fosser  divenute  due  or- 
dinarie fonazioni  a  due  ignote  ,  ed  atte  a  produrne  1'  equa- 
zione finale  D  .  E  perciò  le  radici  dì  questa  equazione  ,  se  pur 
csne  sien  reali  ,  dovran  dinotarvi  le  ascisse  ,  che  corrispondono 
alle  ordinate  pe'  richiesti  punti  d' intersezione  . 

Intanto  si  chiamino    *  ^  fi   coteste    due  radici  y    cioè  i 


(i)  Cotesto  eliminaKione  qaì  si  ridace  a  sostituire  in  B  il  valore 
delia  y  ricavato  dalF  equazione  A  • 
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valori  delle  due  ascisse  CM  ,  CP  ;  saranno  le  loro .  ordinate  , 
che  però  appartengansi  alla  retta  HR  ,  rispettivamente  uguali  a 
t{b — cf)  ,  «(6-/3).  Male  »  ,  j3  si  son  supposte  reali  ;  adun- 
que di  tal  natura  saranno  i  valori  delle  ordinate  MN,  PQ.  £ 
quindi  alb  radici  reali  oc ,  /3  dell'  equazione  D  corrispondono 
due  vere  9  e  reali  intersezioni  dèli'  ellisse  ANB  ,  e  della  retta 
HR  (1)  •  Ne  potrà  poi  temersi  ciò  ,  che  nella  combinazione 
di  due  curve  avvenir  suole ,  che  il  numero  delle  radici  rea-- 
li  delV  emergente  equazione  non  vi  pareggi  quello  delle 
intersezioni. 

^.  25.  Cor.   1 .  L'  equazione  D  avrà    le  sue    radici  im-' 
magìnarie  , ,  se  mai  si  avveri  essere  il  quadrato  del  fratto 

mmore  di   — ^  ^      ^    ■ .  U  ,  spingendo  il  calcolo  pm 


Va'-^c''  t'a^+c^ 

e 
oltre  ,  se  la  ^  sia   maggiore   di  -  .     ^r-  (3)  .  Ed   in    tal 

caso  la  retta  Htt.  non  potrà  in  alcun  punto  incontrare  là  sotto- 
posta ellisse  ANB  • 


*  J^S'  4-  (^3  '^^-  ^*  linea  RQII*  fosse  una  curva  ,  talcLè  ciascuna  ordinata 

QP  esprimasi  per  la  radice  quadrata ,  biquadrata  ,  ec,  di  un  poli- 
monio  ,  il  quale  contenga  Y  ascissa  x  ^  e  grandezze  costanti  ;  può 
spesso  avvenire ,  che  per  certi  valori  reali  della  x  queir  ordinata  di- 
venti immaginaria  • 

e 

(1)  Nel  Cor.  a.  Prop.  IJI.  .si  vedrk  essere  il  fratto   — 

^  ^  ^  \  {b*  —  a») 

la  tangente    di  queir  angolo  ,  che  dee  (are  coir  asse  ^  nel  punto  R  , 
la  retta  che  tocchi  la  sottoposta  ellisse.  Onde  ognuno  «lovrk  intender 
colla  luce  della  Geometria  quel  che  F  Analisi  quassù  n^  esprime  :  die 
^^g*  5.  una  retta ,  la  quale  siane  al  di  soprai  della  RE'^,  non  possa   incon- 
trar mai  U  dita  eUisse  • 
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§.  26.  Cor.  II.  e  se  le  radici  dell'equazione  D  non  so« 
bmente  sien  reali,  ma  pur  anche  uguali  (  lo  che   deesi   veri- 
ficare ,  se  il  quadrato  del  primp  degli  anzidetti   fratti   pareggi 
r  altro  )  ,  le  due  intersezioni  Q ,  N   dovranno  raccoi*si  in  un    - 
sol  punto. 

§•  2'j.  Cor.  ni.  Se  due  equazioni  contengan  due  igno- 
te., e  r  una  di  esse  sia  quadratica  ,  l' altra  lineare  ;  necessa- 
riamente dee  esser  di  secondo  grado  quella,  che  si  ricava  eli- 
minandone una  delle  già  dette  ignote.  Dunque  niuna  retta  può 
segar  mai  un'ellisse  in  più  di  due  punti.  E  né  tampoco  può 
avvenire,  che  una  corda  di  tal  curva  producendosi  dall'  una 
parte ,  o  dall'altra  ne  incontri  altrove  il  perimetro. 

§.  28.  Cor.  IV.  Allorché  due  linee  si  rapportino  ad  una 
medesima  direttrice  ^  ed  abbian  quivi  un  medesimo  principio 
delle  ascisse  x ,  cui  sien  normali  le  ordinate^ ,  le  loro  equa- 
zioni limitate ^  ad  un  di  quei  punti,  ove  le  dette  linee  si  incontra^ 
no,  dovranno  considerarsi  come  due  equazioni  a  due  ignote  (i)« 

§•  29.  ScoL.    L'  eliminazione  della  jr  dalle    due    equa- 


(1)  Queste  coordinate  da  variabili,  che  P erano,  diventano  de- 
terminate, in  virtù  della  combinazione  delle  proposte  locali ,  cioè 
della  retu  RH,  e  dell' ellisse  AQN^.  Ma  un^  altra  cosa  dee  esser  da*  '^^g*  4* 
giovani  avvertita  ;  ed  è  ,  che  sebbene  V  analisi  del'  problema  siasi 
diretta  ad  indagarne  an  solo  di  questi  punti  ,  ella  nondimeno  vi 
comprende  anche  i  rimanenti ,'  per  esser  si  questi ,  che  quello  simiU 
mente  condizionati.  Sulla  qualcosa  eccone  un* elegante  dottrina  del 
sommo  Newton.  Nam  sì  intersectiones  illae  seorsim  quaerantur^  quo^ 
niam  eadem  est  omnium  lex  ,  et  conditio  ,  idem  erit  calculus  in 
€asu  unoquoque  ,  et  propterea  eadem  semper  erit  conclusio  (  ac- 
quatto )  ,  quae  igitur  debet  omnes  intersectiones  simul  complecti . 
(  Princ.  Math.  lem.  l'i,   )  ^ 
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zioni  A  ,  B  è  il  principio  regolatore  ddla  precedente  solu- 
cione  :  ed  ella  ne  do?rà  guidare  la  f^guente  ,  con  teuervisi' 
auclie  conto  di  due  radici  uguali  ,  come  1'  esige  la  natura  dei- 
la  tangente  »  che  or  ne  imprendo  a  dichiarare. 

§•  3o.  Def.  vili.  La  tangente  dell' ellisse  è  una  ret- 
ta ,  che  incontra  questa  curva  in  un  sol  punto  ,  e  tutti  gli  al- 
tri suoi  punti  ne  restano  al  di  fuori. 

§.  3i.  ScoL.  Nei  contatto  di  queste  due  linee  s' inten- 
"^$.26.  don  raccolte  in  un  sol  punto  le  due  loro  intersezioni*.  Onde 
con  tal  concetto  ,  e  per  quel  ,  che  ho  dimostrato  nel  Coroiia- 
rio  III.  ,  potrà  intendersi  la  {X)ssibilità  del  definito  ,  o  perchè 
mai  un  solo  punto  della  tangente  debba  starnie  in  sulla  curva, 
e  gli  altii  al  difui^ri  .  Ma  pur  non  si  divieta  agh  analisti  il 
potervi  concepire  due  intersezioni  come  iutenallate  fra  loro  ad 
una  distanza  infinitesima ,  e  «presso  a  riunirsi  in  un  sol  pmito. 
£  con  questo  nuovo  concetto  poti*à  ammettersi  ciò ,  eh'  essi 
dicono  concordemente  (1)  ,  che  il  contatto  équis^alga  a  due 
intersezioni  :  che  ifiuvi  le  due  ordinate  sieno  uguali  :  che 
vi  Steno  altresì  uguali  le  loro  ascisse  :  ed  altre  cose  affini , 
che  potran  regolarci  nella  ricerca  de' contatti  delle  curve  alge- 


(1)  È  un  principio  stabilito  dalF  Eulero',  dal  Cramer ,  e  da 
lauti  altri  anaiìsti  ^  che  ana  retta  non  debba  secare  una  linea  di 
primo  ordine  ,  che  in  un  sol  punto  :  ch*ella  non  possa  in  più  di  due 
punti  tagliarne  una  linea  di  secondo  ordine  ,  quali  sono  le  curve  co- 
niche :  ne  in  più  di  tre  punti  un^  altra  di  terzo  oi*dine  :  è  cos\  più 
appresso .  Onde  può  inferirsi ,  'che  il  massimo  numero  delle  interse^ 
zioni  «di  una  retta  ,  e  di  una  qualunque  curva  algebrica  sia  quanto 
il  grado  dell^  equazione  di  questa  .  Ma  ciò  non  può  indistintamente 
valere  pel  numero  de^  loro  incontri .  Imperocché ,  essendovi  de^ 
contatti ,  ciascun  di  questi  dovrk  contare  per  due  intersezioni . 
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brìche  ,  delle  loro  osculazioni ,  della  natura  deUe  evolute,  delle 
^  caustiche  per  riflesciione,  o  per  rifrazione,  ed  in  risolvere  tanti 
altri  problemi  di  una  .consimil  natura. 

$.  3a.  Def.  II.  Quella  parte  dell'asse,  eh'  è  tra  'una 
tangente  dell'  ellisse  ,  e  V  ordinata  condottagli  per  Io  contatto  , 
5uol  dirsi  SoUatigente, 

'  §•  33.  Def.  x,  E  queO' altra  parte  del  medesimo  asse  ^ 
la  qual.  tramezza  Y  ordinata  per  lo  contatto  ,  e  la  normale  e» 
levata  alla  tangente  dal  contatto  ,  si  dice  Sunnormale  . 

La  retta  RE  sia  tangente  dell'  ellisse  AEB  * ,  e  dal  pun^  *  fig.  5^ 
lo  E  del  contatto  si  elevi  la  EV  perpendicolare  alla  detta  tan- 
gente ,  e  poi  si  ordini  la  ED  aU'  asse  AB  di  tal  curva  .  ^La 
retta  RD  ne  sarà  la  sottangente ,  e  la  DV  .  la  sunncmnale  . 
Intanto  la  prima  di  queste  due  definizioni  è  adattabile  agli  al- 
tri diametri  dell'  ellisse  ,  de'  quali  si  parlerà  più  appresso  ,  e 
X  altra  dee  ritenenn  pe'  soli  assi  •  E  tutte  dovran  poi  in  simil 
guisa  appartenere  alle  altre  due  curve  Iperbole  ,  e  Parabola . 

PROPOSIZIONE  m. 


PROBLEMA. 


§.  34*  DfttA  l'ellisse  AEB%  tirarle  una  tangen-'^/g.  5. 
te  dal  dato  punto  R ,  che  stia  nell'  asse  prodotto  idi 
tal  curva . 

SoLUz.  Suppongasi  esser   la  RE  la   tangente   addimanda^ 
la  ,  e  la  ED  la  semiordinata  par  lo  contatto  .  E  poi    si  pon- 
ga la  sottangente  RD=(f,  la  «miordinata  ED=/,  la  distai^ 
za  del  centro  C  dell'  ellisse  dal  punto  R ,   cioè  la  CR«=6  ;  e 
k  tangente  Uigonomelrica  dell'angolo  R,  che  qulèunagran- 
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dezza  ignota ,  si  chiami  t .  Sarà  T  ascissa  GD=6-— {;  ,  e  do- 
*iV()/.»ag.i8.vrà  esser  b  ^=^<;  ?.  Ciò  posto  si   elimini  la  /  dalle  due  e- 
quazioni 

j  =  fi;    ,    ed    7'=c'  — ;^  (6— i^y 

*  §.  16.   la  prima    delle  quali  appartiensi  alla  retta  RE  *,  e  T  altra  è  al- 
l' ellisse  ÀEB  .  Si  avrà  la  seguente  equazione 

a  ^        ^ 
.  che  ordinata  rispetto  all'  ignota  sf  à  cangia  in  quest'  altra 

abc*         .      b^ — fl'     ,  .„ 

le  cui  radici  deggion  essere  tra  se  uguaU  per   la   natura    della 
■i'  $.  3i.     tangente  RE  *  •  Ma  per  F  equalità  delle  dette  radici  l'ignota  s^ 
V  h  quanto  la  metà  del  coefficiente  del  2^.  termine   affetto  di 
segno  contrario  •  Dunque  sarà 

be'  ^ 

^  — ■  =  o  •  .  .  .  G 

ra'  +  c' 

E  moltiplicando  per  sf  quesV  ultima  equazione ,  e  poi  sottraen- 
dola dalla  F  ,  si  avrà  un  residuo  ,  che  ,  come  ben  si    vede , 

può  dividersi  per  la  frazione-  ■  *       — ..  Onde  n'  emeree  la  sot- 

b^ — a' 
tangente    \^  =  — —  ,  e  quindi   V  ascissa  CD ,  eh'  erasi  dise- 

guata  per  b — v  ,  diverrà  uguale  ad — \ 

§.35.  Teor.  In  qualunque  punto  delV  eìUsse  condu- 
casi  la  tangente  ,  /'  è  sempre  di  una  costante  grandezza 
(l  rettangolo  deW  ascissa  corrispondente  .  aU'  ordinata   per 
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lo  contatto ,  e  della  medesima  ascissa  accresciuta  della  sot^ 
tangente  :  cioè  quanto  il  quadrato  del  semiasse  . 

.  §.  36.  Cor.  i.  Se  per  lo  punto  D  sì  ordini  la  EDe  all'asse 
AB  della  data  eUìsse  ,  la  congiunta  RE  dovrà  incontrare  la 
detta  curva  nd  solo  punto  £  -.  restandole  al  di  fuori  di  essa 
tutti  gli  altri  suoi  punti  (i).  E  per  tal  ragione  ella  dovrà  es- 
ser la  tangente  addimaudata  .  E  lo  stesso  intendasi  per  l' altra 
retta  Re,   che  si  congiunga  • 

$•  37.  Cor.  II.  Se  vogliasi  determinare  Y  altra  ignota  t^ 
per  indi  eonosdtff  k  posiftìoM  dela  tangente  alF  asse  della  cur- 

a* — 6" 
va  ,  dovrà  porsi  nell'  equazione  G  il  fratto  — 7 —    in    luogo 

delia  i^  ;  con   tali  grandezze  mane^iando  la  detta  equazione  si 
ti'overà  esser  la 

>^^V(&«— a*).- ^ 

e 
§.  38.  Cor.  ih.  Nel  dato  punto  E  del  perimetro  ellitti- 
co AEB  gli  si  debba  condurre  la  tangente  .  Per   ciò    ottenere 
si  tiri  per  E  V  ordinata  ED ,  e  poi  si  prenda  nell'  asse  BA  la 
CR  (erza  proporzionale  in  ordine  all'  ascissa  CD  ,  ed  al  semias- 

(1)  Quando  si  son  supposte  uguali  le  radici  dell'  equazione  F  , 
eh*  è  di  secondo  grado  ,  vi  si  debbon  concepire  due  prossime  inter- 
sezioni della  retta  RE,  e  dell'  ellisse  AEB.  Onde  tutti  i  punti  della 
RE  y  tranne  il  solo  £  ,  dovranno  stare  fuori  ddU  cunra  '^ .  S  sa-  ^^$$^7.^  3i . 
rebbe  una  superflui ik  il  voler  precisamente  ciò  dimostrare  ;  come 
par  die  T avverta  F  insigne  Gramer  conseguenti  ìbUì  :  (  Introfi- .ft  1* 
Analyse  des  ìignes  courbes  pag.  ^oi,  )  La  tangente  fst  a  nsée  re  neon" 
trer  cn  deux  points  la  courbe  ,  éfu"  elle  toucht  .  ^  .  ^ar  si  elle  la 
rencontroii  en  un  auirc  point  ,  elle  seroit  cemèe  la  rtneontrcr  trois 
Jois  .  Lo  che  ripugna  ad  una  linea  weVb»  di  2^,  oruine  •  ^i^ 
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se  GA.  La  congiunta  RE  sarà  la  tangente  richiesta  :  e  ciò  per 
r  anzidetto  teorema  può  dimostrarsi  • 

§.  39.  ScoL.  L'  equazione  F  avendo  le  due  radici  ugua- 
li potrà  multiplicarsi  per  la  pix>gressione  aritmetica  o  .  1  ,  «  , 
termine  per  termine  (1)»  E  si  facendo  ,  dovran  restarci  uguali 
a  zero  gli  ultimi  due  termini  della  detta  equazione,  dal  riducimeli- 

to  de' quali  si  otterrà  1;= ,  e  quindi  CD=é — ì;=  ^ 

b     .  ò  * 

Che,  se  collo  stesso  metodo  voglia  rinvenirsi  la.  £,  si  dovrà  mul- 

tipJicare  1' equazione  F  per  1- altra  ft^Qfffe^àom.2y   i,  o,  eh' è 

retj*oGTada  della  prima  :  e  risultandone  ■ =0== ^ 

sarà  finalmente  t  =  -ttt ^v  . 

y/(b'—a') 

Intanto  " ,    j^er   poter  osservare  a  qu^le    verità    geometrica 

quest'  analitico  risultamentò  corrisponda  ,  si  chiamino  a: ,  ^  le 

a'  " 
*  €.  35.coordinate  del  punto  E  del  contatto  ;  sarà  *  ft  =    —  ;  e  quindi 

i»=  —  .  Sicché  sostituendo  nell'equazione  H  cotesto  valore  del- 

X*  » 

la  6'  ,  n'  emergerà  ,  fatte  le  consuete  riduzioni , 

ex  e""       a: 

~a\l{a' — x^)   ~  òF^y' 


^1^  Di  questo  metodo  ne  siam  debitori  air  ingegnoso  Hudden 
de  Reduci.  Acquai,  i  ed  i  più  accurati  istilutisti  il  sogliono  rigi- 
damente dimostrare .  Or  sebbene  un  tal  metodo  ,  che  ho  qui  adope- 
rato ,  e  quell^  altro  ,  che  ho  seguito  nel  problema  ,  abbiano  d  ifferen- 
ti  orditure  ^  essi  non  per  tanto  convengono  nel  determinarci  V  igno- 
ta 9  indipendentemente  dalla  t ,  che  V  è  anche  un'  ignota ,  ed  iu- 
lieia  %on  quella  rìnyì^nsi  neU' eqaas&ìone  F  del  j.  34. 
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Ove  deesi  avvertire  ,  che  nell'ultimo  rìsultamento  si  h  posto 
il  valore  di  y(a*-— a:*)  preso  dall'  equazione  A  Prop.   i.  Per 

la^qual  cosa  essendo 

ce 
^  :  —    ::  e*  i  a* 

sarà  « 

tang.  FRD  :  coi.  ECD  ::  e*  :  a* . 

Lo  che  in  appresso  sarà  da  altri  prindpj  dedotto  ^  e  con- 
venevolmente espresso.,  ed  applicato  • 

PROPOSIZIONE    IV. 

S  I 

PBOBI.BKA. 

§.'  4o.  Dato  il  punto  K  ,    che  non  istia  sulla  ^jig.  5. 
data  ellisse  AEB  ,  né  a  diritto  coli'  asse  di  tal  cur« 
va 9  condurle  per  esso  una  tangente. 

• 

SoLUZ.  Sia  ER  la  desiata  tangente,  la  quale  passi  pel  dato 
punto  K  ,  incontrando  in  R  l'asse  BA  di  una  tal  curva  ;  e 
da' punti  K,  E  si  abbassino  al  detto  asse^le  perpendicolari  KQ, 
ED  •  Inoltre  pongasi  la  CR  =:v,  e  si  dinotino  per  b  j  h  le 
coordinate  CQ  ,  QK  del  dato  punto- K  ;  Saranno  le  coor- 
dinate  dell'  ignoto   punto  E  ,    cioè   le  CD  ,  tDE    rispettiva- 

n*  e 

mente    uguali  ad  —    ,  e   — V(^' — ^0  •  ^^^  ^P^^  ^^  ^ 

prima  è  nota  per  lo  §•  35  ,  e  l'altra  per  la   Prop.   1.  ,  po- 
nendovi   nell'  espression    della  semiordinata  in  vece  della  x  il 

fratto —  .  Finahnente    sarà  RQ  =  RC  — CQ=:ì^  — 6,    ed 


V 


RD  =  RC  —  CD  =  ^^ — —  .  E    sarà    quindi  il   rapporto  di 
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BD  a  DE  uguale  a  quello  di  y  (i^'  —  a*)  a  e ,  come  ne  ap- 
pare dalle  loro  esjvessiooi  •  Ciò  posto  ,  per  la  similitudine  de' 
triangoli  rettangoli  RDE  ,  RQK  ,  staRD  :  DE  :  :  RQ  :  QK, 
e  con  ciò  RD*  :  DE*  ::  RQ'  :  QK'  .  Adunque  neloro  sim- 
boli avrassi  i^' — a'  :  c^::(y — 6)*  :  h%  ed 

Or  quest'  liquazióne  essendo  di  2^  grado  ,  pe'  precetti  d< J- 
r  algoritmo  volgare  si  potran  facilmente  ottenere  i  valori  nume- 
rici della  i^ ,  e  r  esibizione  geometrica  di  essi .  E  queste  due 
cose  poti*ebbonsi  comodamente  tralasciare ,  perchè  assai  note  ,  e 
perchè  il  medesimo  problema  per  la  teorica  de'  diametri  più  giù 
risolvo  •  Ma  una  breve  costruzione ,  che  mi  è  riuscito  d*  atti- 
gner daU'  addotta  analogia  (1)  ,  merita  di  èsser  qui  recata  ,  e 


(i)È  un  dovere  di  chi  anaLiticamente  risolve  un  geometrico  prò* 
blema  il  darne  con  precisione  Tanalitico  risuUamento  ,  e  poi  costruirlo 
con  eleganza.  Poiché  la  prima  cosa  conviensi  alla  natura  della  so- 
luzione ,  e  r  altra  a  queHa  del  soggetto  ,  che  V  e  una  grandezza  con- 
tinua .  Ed  a  ciò  par  che  alluda  il  sommo  Eulero  ,  quando  per  si- 
mili problemi  cosi  ragiona  :  unde  quicumiue  valores  pio  quantnati^ 
bus  cognitìs  fuerint  assumpti ,  per  calculam  nunicricum  i^rdor  ipsius 

incogniiae  facile  assignabitur Ferum  quìa  hoc  problema  est 

geoinetricuìn  ,  non  tam  calculus  numericus  ,  quam  consiructio  geo^ 
metrica  deéiderari  solet.  (Ad.  Acc.  Petrop.  an.  1790.)  Intanto  il  pre- 
sente problema  risoluto  colla  Geometria  analitica  de'  moderni  ci  offre 
la  seguente  equazione  (a^^h*  ^  c^b^yc^  —  ^a^'c^bx — a^(h*  — c^)  =  © 
cir  è  della  H  assai  più  difficile,  e  di  una  tediosa  ,  e  grave  costruzio- 
ne .  Ma  potrk  concedersi  ad  un  che  coltivi  questo  metodo  ,  che, 
divisa  Punita  delia  soluzione,  ne  lasci  il  risultameuto  senza  costruzione, 
t  clic  alcove  ,  e  per  altre  teoriche  vi  ri  l^vi    i    punti  soddisfacenti  t 
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)xx>posta  ili  forma  di  teorema .  Al  che  anche  la  ragion  di  me- 
todo m' induce . 

$•  4^*  Teor.  S0  la  QK,  distanza  del  dato  punto  K 
dair  asse  della  data  ellisse ,  producasi  in  F  ,  sicché  stia 
'  QK  a  QF ,  come  t  a^se  minore  al  maggiore  ,  e  dal  pun- 
to F  si  conducalo  le  due  tangenti  FG  ,  Fg  al  cerchio  cir- 
coscritto alla  detta  ellisse  :  quelle  due  rette  dovran  segna- 
re nelT  asse  di  questa  curs^a  i  due  punti  R  ,  r  ,  talché  le 
rette ,  che  li  congiungono  col  punto  K  ,  ne  riescan  tangenti 
air  ellisse . 

DiMosTit.  Imperocché  essendo   QK  a  QF  ,  come   CL  a 
€A ,  o  a  CG  (  intendendosi  congiunto  il  raggio  CG  )  ,    sarà 
permutando  QK  a  CL ,  come  QF  a  CG,  o  come  RQ  ad  RG, 
pe'  triangoli  simili  RGC,  RQF  ;  ed  RG'  :  RQ'  :  :  CL*  :  QK\ 
E  quindi  ne' simboli  di  queste  grandezze  sarà  (^'— •«':(!;  — 6)' 
:  :  e*  :  A" .  E  nascendo  T  equazione  H  da  quest'  analogia  ,  la 
CR  le  sarà  soddìs&cente.  Nello  stesso  modo  ,  e  per  la  similitu- 
dine degli  altri  due   triangoli  rgC  ,  rQF  ,  ove  siasi  condotto 
il  raggio  Cg  ,  potrà  dimostrarsi  ,  che  alla  medesima  equazio- 
ne H  sia  soddisfacente  la  Cr.  Adunque. le  tangenti  menate  da' 
punti  R  ,  r  a'  rami  ellittici  AL  ,  AS  dovran  passare  pel  dato 
punto  K  . 

§.  4^-  GoK.  Due  tangenti  si  posson  tirare  ad  un' ellisse  da 
ciascun  punto  preso  fìiori  di  essa  •  E  '1  rapporto  loro  sarà  esi- 
bito nd  seguente  Capo. 
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Pj^OPOSIZIONE    V. 

P&OBLEMA. 

^/g.  5-  §•  43*  Data  r  ellisse  AEB  *  ,  determinarvi  il 

rapporto  della  sunnormale  YD  alla  CD  ascissa  dal 
centro  . 

SoiLZ.  Si  ponga  il  semiasse  maggiore  AG  =  a,  il  minore 

m 

"  S-  35.    CL  =  c,  e  1' ascissa CD  =  jr;  sarà*Ia  CR=  —,  e  la  sottan- 

gente  KD  =  CR  — CD  = ,  E  dovendo  essere  le  tre  ret- 
ar 

"»  8.EL  Vl.te  RD ,  DE  |  VD  *  continuamente  proporzionali,  saran  tali  le 

*  5.  i6.      Iqto  espressioni  * 

—^   ,    — V(«'— ^')     »     ^^ 

e* 
E  dovrà  risultarne  la  sunnormale  VD  =  — -•  x.  Cioè 

a' 

§.  44-  Tioa.  Neir  ellisse  la  sunnormale  sta  alla  cor- 

rispondente  ascissa  computatavi  dal   centro^  in   duplicata 

ragione  dell*  asse  minore  al  maggiore  • 

A  L  I  T  E  R. 

§.  4^*  Questa  indagine  poteva  eseguirsi  indipendentemente 
dal  valor  della  sottangente  ,  ed  alla  maniera  Cartesiana  ,  che  qui 

*  fg,  6.      debbo  a'  giovani  dilucidare  .  Da  un  qualunque  punto  G*  pre- 

so nell'  asie  della  data  ellisse  conducasi  ad  un  altro  punto  M  di 
essa  curva  la  GM  ,  e  centro  G  ,  intervallo  GM  si  descriva 
il  cerchio ,  che  intersechi  quella  curva  in  M ,  /w ,  ctc  ;  onde 
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sicno  MN  ,  mn ,  etc.  le  semiordinate  all'  asse  per  que*  punti . 
Inoltre  pongasi  l'ascissa  CN  =  a:,  la  sua  semiordìnata  MN  =:/, 
la  GM  =  «,  eia GG=ì;.  Sarà  la  GN  =  CN  — CG  =  a7  — v. 
Inoltre  per  lo  triangolo  rettangolo  GNM  dee  essere  MN'=  MG' 
~GN'=r  z* — X* —  v'-j-  2^fx  ;  e  per  la  natura  della  data  ellisse  è 

e* 

poi  MN'=  e' por*.  Adunque  dal  pareggiamento  di  questi  due 

n 

valori  di  MN'  si  avrà  la  seguente  equazione 


Z' X* i^'+  2V3C  =  C*  —  X 

a' 


a 


Che  ordinata  rispetto  ad  x  diviene 

2a'i^ 


a' 


X  — =  o  .  .  •  K 


Ciò  premesso  ,  si  supponga  rimaner  fisso  il  centro  G  del  men- 
tovato cerchio ,  e  continuamente  raccorciarsi  il  suo  raggio  ,  fin- 
che le  due  sezioni  M  ,  ;;>  si  raccolgano  in  un  sol  punto .  In 
tal  caso  la  retta  GM  diverrà  normale  della  data  ellisse  nel  pun- 
to M  ;  e  le  due  ascisse  CN  ,  Cn  radici  dell'  equazione  K .  si 
&nno  uguali .  Adunque  per  le  algebriche  teorie  ciascuna  di  esse 
>i  diverrà  uguale  alla  metà  del  coefiiciente  del  secondo  termine 
afiètto  di  segno  contrario  •  Cioè  dovrà  esser  la 

X  =  -; ;,  e  quindi  v  = ; — X  . 


Ed  essendo  la  GN  uguale  a  CN  —  CG,  cioè  ad  x — v,  cote- 

c' 
^ta  sunnormale  GN  dovrà  uguagliare  — ^  x ,  come  si  è  qui  so- 

pra  rilevato  . 

§.  46.  Cor.    1.  Il  quadralo  della  normale  EV  *,  che  pa-    *  fig.  5. 

loggia  la  somma  de'  quadrati  della  simnormale  DV,  e  della  se- 
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miortlinata  ED  ,  dovrà  eguagliare  il  sottoposto  trinomio 

E ,  ponendo  in  esso   la  e'  per  a'  —  C ,  e  poi  estraendovi  la 
radice  quadrata,  sarà  la  normale 

S-  47.  Cor.  11.  Sì  unisca  la  retta  CE  ,  e  si  chiami  • 
l'angolo  ECD  .  Sarà  pe'triangoU  rettangoU  DCE ,  D\TL  ,  che 
han  di  comune  il  cateto  DE ,  tang.  à  :  tang.  EVD  :*.  DV  : 
DC  ::  e'  :a'  .  E  con  tal  propoixione  s' intenderà  <jual  sito  ab- 
bia la  normale  EV  coli'  asse  AB  della  data   ellisse  . 

$.  48.  Cor.  hi.  E  chiamando  ^  Y  angolo  ERO  complemen- 
to dell'altro  EVD,  la  precedente  analogia  si  cangerà  in  quest' 


e' 


altra  tang.  6  ;  coi.  (f  :;  e*  :  a" ,  onde  sarà  tang.  6  =  —fiot.(^. 

Nd  Problema  ,  clic  segtte,  s' mcontra  per  altre  vie  la  mede- 
sima importantissima  equazione  ,  che  è  anche  divisata  nel  §.39. 

§.  49-  ScoL.  I.  L'ignota  di  un' ,e(]uazione  quadratica  , 
che  ha  le  sue  radici  uguali  ,  è  quanto  la  metà  del  coefficien- 
te del  secondo  termine  affetto  di  segno  contrario  .  Or  questa  ve- 
rità analitica  elementare  n'è  stata  il  regolo  della  soluzione  de) 
presente  Problema,  e  del  Problema  III. 

§.  5o.  ScoL.  II.  Il  primo  impegna  di  colui  ,  che  coUa 
face  della  Geometria  ,  o  dell'  Analisi  va  speculando  ciascuna 
di  queste  tre  curve ,  h  certamente  il  conoscer  la  natura ,  e  t 
sito  di  qudla  linea  ,  che  vi  passa  pe'  punti  medj  delle  corde 
parallele  •  Or  l' asse  maedore  di  un'  ellisse  «  come  V  ho  dimo^ 
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strato  nel  principio  di  questo  Capo ,  si  conduce  pe'  punti  medj 
delle  applicate ,  che  gli  sono  perpendicolari .  Ed  in  un  altro  si- 
stema di  corde  parallele  qual  sarà  mai  la  linea  ,  in  che  i  pun- 
ti medj  di  esse  si  allogano  ?  Questa  ricerca  si  esegue  nel  seguen- 
te  Problema  :  ed  ella  non  si  restringe  all'  indicato  oggetto ,  co- 
me parrebbe  a  taluno  ;  ma  mirabilmente  ci  discopre  le  multi- 
plici  proprietà  de' diametri  di  tal  cuiTa,  e  ci  è  di  norma  in  al- 
te indagini  più  scabre.  Come  può  vedersi  nel   seguente  Capo* 

PROPOSIZIONE     VI. 


PROBLEMI. 

§.5i.  Data  l'ellisse  ADB*,  ritrovar  la  linea,  che    *j^g^    ^^ 
passa  pe'  punti  medj  delle  sue  corde  Miw,  M /»',  etc. 
che  sien  parallele  tra»  lóro  • 

SoLCZ.  Dagli  estremi  M,  m  di  una  qualunque  delle  det- 
te corde  ,  e  dal  suo  punto  medio  O  si  abbassino  all'  asse  AB 
della  data  ellisse  le  perpendicolari  MN  ,  mn  ,  OR  .  E  posta  , 
c:ome  qui  sopra  ,  la  CA  =  a  ,  e  V  altra  CD  =  e  ,  si  facciano 
CR  =i^,  RO  =  z,  e  CN  =  »;  le  quali  tre  grandezze,  come  ben 
si  vede,  sono  indetemùnate.  Sarà  la  RN=CN  —  CR  =  <»  —  ^. 
Ed  esprimendo  per  9  1'  angolo  VMO  ,  cioè  quello ,  che  fareb- 
be coU'  asse  ciascuna  delle  dette  corde  ,  sì  dinoti  per  h  la  sua 
tangente  trìgonometiìca ,  postovi  il  raggio  uguale  ad  1  }  do- 
vrà *  esser  la  VO  =  A(a)  —  v),  e  quindi  la  MN,  eh'  è  quanto  "^prop.  II. 
OR  —  VO ,  sarà  uguale  à  z  +  h(y  —  <»).  E  poiché  per  la  na* 


•       • 
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tura  deir  ellisse  ADB  è  MN"=CD'—  _—  X  CN\    si    a^Tà 

CjA 

ne' simboli  di  queste  grandezze  la  seguente  equazione 

che  ordinata  rispetto  ad  o)  trasformasi  in  quest'  altra 

aha'Cz + hv)  a"  e'  —  a"  (z^-hv  Y 

Ciò  posto  ,  il  coefficiente  del  secondo  termine  .  dell'  equa- 
zione A  preso  con  segno  contrario  dee  pareggiarvi  la  somma 
delle  radici ,  che  sono  le  CN  ,  Cn .  Dunque  la  metà  di  quello 
sarà  uguale  alla  semi  somma  di  queste:  cioè  (i)    dovrà    essere 

ha\z^lw)  _  pp  _  ^, 
li  a  +c 
E,  praticando  gli  ow]  'riducimenti  in  quest'  ultima  equazione, 
si  vedrà  risultarne  hcCz  =  cV ,  e  con  ciò 

j5=  T-r»  ovvero—  :  -rit  e    \  a    .   .    ,   .   .  Jd 
ha^  V        h       ' 

§.  5s.  Teor.  Neir  ellisse  la  linea,  che  passa  pe^  puri- 
,  ti  medj  delle  corde  parallele  ,  F  è  una  retta  distesa  per  lo 
centro  della  figura  ,  ed  inclinata  alF  asse  per  un  angolo  , 
la  cui  tangente  sta  alla  cotangente  di  quell'altro  angolo, 
onde  ciascuna  delle  dette  cordS  inclinasi  al  medesimo  asse, 
in  duplicata  ragione  delV  asse  minore  al  maggiore  •  (2) 

§.  53,  Cor.  1.  Se  una  delle  anzidette  corde  intendasi  flui- 


(i)  Le  tre  rette  CN  ,  CR  ,  e  C/i  sono  aritmeticamente  propor- 
zionali :  onde  sark  CN  -{-  Qn  ss  2CR  . 

(2)  La  prima  parte  dì  questo  teorema  nasce  dair  equazione  B , 
e  r altra  dall'analogia,  cfce  vi  si  osserva. 
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re  con  moto  a  se  parallelo  verso  l'un  de'  due  archi,  eh'  ella  vi 
sottende;  sarà  chiaro  dalle  precedenti  cose  ^,  che  questa  retta  ^  5.  3i 
fluente  vi  debba  divenir  tangente  ,  quando  le  due  intersezioni 
di  essa  retta ,  e  della  curva  raccolgansi  in  un  punto  •  Dunque 
le  corde  Mm ,  MW,  eie.  dell'  ellisse  ADB  dovranno  esser  pa- 
rallele alle  tangenti  condottele  per  gli  estremi  della  retta  FG , 
che  passa  pe' punti  medj  di  esse  .  E  da  questa  dottrina  potran 
congegnarsi  le  seguenti  definizioni  • 

§.  54-  Def.  XI.  Ogni  corda  dell'  ellisse  ,  che  vi  traversa 
il  centro  ,  n'  è  un  diametro  •  £i  tien  per  ordinate  quelle  al- 
tre corde  di  questa  curva  ,  che  son  parallele  alle  tangenti  con- 
dottevi pe'  suoi  estremi  •  E  le  parti  del  diametro ,  che  le  det- 
te ordinate  vi  troncano  insino  al  centro  ,  si  chiaman  le  loro 
uscisse  •  Finalmente  ciascuna  semiordinata  ,  e  la  sua  ascissa  sì 
dicon  benanche  coordinate . 

§.  55.  Cor*  11.  Si  tiri  il  semidiametro  CL  parallelo  ^e 
ordinate  dell'  altro  GF  ,  Ed  ,  abbassata  la  LK  perpendicolare 
all'  asse  AB  ,  pongasi  CL  =  y  ,  GK  =  a: ,  LK  =^  ,  1'  angolo 
BCL=^,  sen.^  =/»,  e  cos.  ^?=n;  sarà  tang.(^^  ch'erasi  e^ 

spressa  per  h ,  uguale    ad    —  .  E  dovendo  essere  m  i  n  li 

m 

TìhX 

LK  :  GK  II  f  **  X  ^  sarà  y  =  — .  Intanto  si  surroghi  quo- 

n 

sto    valore  della  j  ucU'  equazione  A   del  ProbL  L  ,  si  avrà 

x^  = .    Ed  essendo  per  le  nozioni  trigonometrì- 

che  w  :   1   ::  CK*  :  CL"  ::  x"  :  r' ,  sarà 

7'  =  - 


a  e 


vfCa^  -f.  n^c^ 
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§.  56.  Cor.  in.  Nel  $.  19.  si  è  valutato  il  semidiametro 
CL  dall'ascissa  comspondente  al  suo  estremo  L,  proponendo- 

sì  esser  CL'  =  e*  +  — j-  ,  ed  ora  più  acconciamente  si  valu- 
ta per  la  sua  posizione  coli'  asse  della  data  ellisse  , .  con.  la  re- 
gola ,  che  ho  stimato  dover  qui  astrattamente  enunciare  . 

§.  57.  CoK.  IV.  //  numeratore  del  fratto  ^  cK  esprit 
me  il  cfuadrato  di  un  semidiametro  ,  è  il  prodotto  de  qua-- 
drati  del  semiasse  maggiore ,  e  del  minore .  //  denomina- 
tore vi  contiene  la  somma  de^ detti  quadrati;  ma  il  primo 
di  essi  deesi  midtiplicare  per  lo  quadrato  del  seno ,  e  l  al-- 
irò  per  quello  del  coseno  delt  angolo ,  onde  il  detto  semi- 
diametro inclinasi  alV  asse  della  sfigura  . 

§  58.  Cor.  v.  Inoltre  si  chiami  6  V  angolo  ACF  ,  di 
cui  p  siane  il  seno  ,  e  ^  il  coseno  ,  e  pongasi  il  semìdiaine- 
tro  CF  =  a  ;  sarà  per  lo  Cor.  prec. 

^'=       "'^' D       . 


p  a  -^  q  c 
Ma  in  virtù  del  rapporto  ,  che  si  è  dimostralo  nel  §.   52.  tra 
tang.   6  ,  e  cot.  ^  ,  potrà  recarsi  ad    a*  un'  altra  più    como- 
da espressione,  cioè  : 

§.  59.  Cor.  vi.  Essendo  tang.  fl  =  —  ,  e  cot.  ^  =  — 

q  m 

«rà£-  ;  ^  ::  e'  :  a%  e  quindi  X-^  j  SL  jjc*  :  a*  (,)E, 
ae  rìdacasi  in  equaxione  la  seconda  analogia  per  rinvenirne  la  p\ 

(1)  Ognun  s'avvisa,  che  qui  sopra  intendasi  cilalo  lo  stesso  5.62; 
elle  siensi  quadrati  i  termini  dell'  addotta  analogia  5  e  che  per  q- 
siasi  posto  1  _n>  . 


•*. 
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SI  avrà  p  = —r- ,  e  ^  =  i  —  p ;— - — — -  . 

Finalmente    si  procuri    di    sostituire  in  D  cotesti   valori 
delle  p\  q\  sarà 


rt  =  - 


E 


§.  6o.  Cor.  tu.  Ed  essendo  pe'  principj  della  Trigono- 
metria sen.  (<p  +  0)  z=mq  -{-np^  saia  co'  recati  valori  delle  p  y  if 

sen  (9>4^Ò)-    "^"^^Jl^L F 

§.  6i.  ScoL.  Un  de' principj  ,  onde  ne  bo  specialmente 
guidata  l'addotta  soluzione,  è  quella  nota  proprietà  del  coeffi- 
ciente del  a®,  termine  di  un'  equazione  algebrica  .  E  di  essa 
ancor  mi  valgo  nel  seguente  Capo  per  rinvenir  la  linea  retta  , 
che  passa  pe' punti  medj  delle  corde  di  un'ellisse,  le  quali  con- 
corrano ad  un  punto  dato. 

CONSEGUENZE    GEOMETRICHE 

>EGU     Air  ALITICI   RISULT  AMENTI    DI    QUESTO   PROBLEMA. 

§.  63.  I.  L'  ellisse  ha  infiniti    diametri  ,  che  son    quelle 
corde ,  che  passano  pel  suo  centro  ,  e  che  quivi  deggion  esser 
divise  in  paiii  uguali  *  .  Il  massimo  de'  diametri  n'  è  l'asse  mag-    *  J.     4. 
giore  ;  il  minimo  il  minore  :  quegli  altri  ,  che  sono  più  d'ac- 
costo al  massimo  ,  son  maggiori  de' più  lontani*  .  E  due  dia-    '*  §,  in, 
metri  ,  che  inclinansi  all'  asse  ugualmente ,  son  tra  se  uguaU*  .    *  $.  55. 

§.  63.  IT.  Il  centro  di  un'ellisse  ,  i  punti  medj  delle  cor- 
de parallele^  ed  i  contatti  di  due  tangenti,  che  sien  parallele 
ad  esse  corde  ,  si  giaccion  tutti  per  diritto  .  Dunque  una  ret- 
ta ,  che  unisca  due  di  questi  punti ,  dovrà  passarne  pé  ri- 
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manenti .  E  con  questi  prindpj  si  potrà  agerolmente  determi* 

nare  il  centro  di  un  ellisse  ,  ove  non  yeggasi  segnato  alcun  de'suoi 

diametri ,  o  degli  assi . 

§•  64-  HI-  Se  congiungansi  gli  estremi  di  due  qua- 
*  Jig*  8,  lunque  diametri*  FH  ,  Gì-  delC  ellisse  AFEN  ,  V  emergente 
guadriUneo  FGHI  doi^rà  essere  un  parallelogrammo  .  Im- 
perocché i  due  triangoli  FCI ,  GCH  avendo  le  condizioni  della 
4'  E  lem.  I.  dovranno  avere  uguali  le  loro  basi  FI ,  GH  ;  le 
quali  saran  benanche  parallele  ,  per  esseme  l' angolo  IFH  ugua- 
le al  suo  alterno  FHG  •  E  per  simil  ragione  y  o  per  la  33. 
E  lem.  I.  le  altre  due  congiungenti  FG,  IH  saran  pure  ugua- 
li ,  e  parallele  :  e  '1  detto  quadrilineo  dovrà  essere  un  parallelo- 
grammo • 

^.65.  IV.  Ed  unendo  per  la  retta  KLi  punti  medj  delle 
corde  FG  ,  HI ,  che  son  parallele,  ed  uguali  ,  la  detta  con- 
giungeute,  dovrà  pel  n°.  n.  passare  per  lo  centro  dell' eUisse, 
e  per  la  33.  E  lem.  i.  risulterà  parallela  alle  FI,  GH.  E  così 
pure  la  BD  ,  che  conducasi  pe' punti  medj  delle  corde  FI ,  GH 
uguali,  e  parallele  ,  sarà  un  diametro  parallelo  alla  FG.  Dun- 
que neli'  ellisse  i  due  diametri  AE  ,  MN  han  tal  posizione  , 
che  ciascuno  di  essi  ri  è  parallelo  alle  ordinate  delT  altro  • 
Del  che  eccone  una  convenevole  definizione. 

§.  66.  Def.  XII.  Due  diametri  dell'ellisse  talmente  posti, 
che  ciascuno  di  essi  sia  parallelo  alle  ordinate  dell'  altro  spglion 
dii^i  Conjugati . 

§.  67.  ScoL.  Questi  diametri ,  come  il  nota  1' Eulero  ,  eb- 
ber  siffatta  denominazione  da  quel  reciproco  parallelismo  delle 
loro  ordinate  .  Ed  io  vi  aggiungo ,  eh'  essi  avrebberla  meritata 
per  quel  rapporto  costante  ,  che  avvi  tra   la  tangente    di  uno 
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degli  angoli  quassù  indicati  *  ,  e  la  cotangente  dell'  altro  .Ma     *  $.  55. 
per  render  completa  cotesta  teorica,  si  dovran  divisare  i  diTersi 
sistemi  de' diametri  conjugati ,  come  il  &rò  quaggiù  nel  n^.  vi* 
e  nella  Proposizioiie  z  * 

§.  68.  V.  Se  dagli  estremi  delV  asse  maggiore  AB  *  *^g.  9. 
ddV  ellisse  ADB  si  tirino  le  due  rette  AD  ,  BD  rispettìvor 
mente  parallele  cC  semidiametri  conjugatì  CG  ,  CF  ;  il  loro 
incontro  si  farà  in  un  punto  della  detta  curva  .  Poiché  es- 
sendo BG  :  GA  ::  B£  :  ED  ,  e  BC  uguale  a  GA ,  sarà  an- 
che B£  uguale  ad  ED  .  Ma  la  BE  è  una  semiordinata  del 
semidiametro  GG  ,  per  essere  parallela  al  ccxijugato  di  esso  • 
Dunque  il  punto  D  dovrà  ritrovarsi  nella  detta  curvjGi  . 

§.  09.  VI.  E  viceversa,  se  dagli  estremi deW asse  AB, 
ad  un  qualunque  punto  D  delF  ellisse  ADB  si  tirino  leretr 
te  AD ,  BD  ,  e  pé  punti  medj  di  coteste  corde  conducanr 
si  i  semidiametri  GF  ,  GG  ;  questi  dovranno  essere  conju^ 
goti ,  e  conterran  mai  sempre  un  angolo  ottuso  .  Imperoc- 
ché la  GH  segando  proporzionalmente  i  lati  AB  ,  AD  del  tiì- 
angolo  ABD  dee  esser  parallela  aUa  base  DB  di  esso  •  Goè  a 
dire  il  semidiametro  GF  è  parallelo  all'ordinata  DB  del  semi- 
diametro GG  .  E  per  simil  ragione  sarà  il  semidiametro  GG 
parallelo  all'  ordinata  AD  dell'  altro  GF  :  ond'  essi  saran  conju- 
gati  *  .  Inoltre  ,  centro  G ,  intervallo  GB  intendasi  descritto  il  "^  $.  66. 
cercliio  ,  che  sarà,  circoscritto  (1)  all'ellisse  AFGB  ,  e  la  DA 
si  protragga  ,  sin  che  lo  incontri  in  O  ,  e  poi  si  unisca  la  ret- 
ta BN .  Sarà  l' angolo  in  O  retto  per  la  natura  del  cerchio  ; 
ed  ei  per  la  natura  del  triangolo  BDO  sarà  minore  dell'  esterno 


(1)  Bai  ^.  23.  può  conoscersi    qual  sia    il  cerchio    circoscritto 
ali*  ellisse  . 


• 
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ADB  ,  o  dell'  altro  HCE  ,  che  gli  è  uguale  .  Adunque  1'  an- 
golo GCF  de'  due  semidiametri  coniugati  CG ,  CF  sarà  ot- 
"tuso  .  E  ,  se  per  nt  si  dinoti  la  somma  di  due  retti ,  e  per 
^  ,  9  esprimansi  gli  angoli  BGG  ,  AGF  ,  sarà  il  detto  angolo 
GCF  =  TT  —  9  —  à , 

§.  «yo.  VII.  Con  sì  fiicile  artifizio  di  Geometria  si  poti*au 
dall'  asse  maggiore  dell'  ellisse  determinarvi  gì'  infiniti  sistemi 
de' semidiametri  coniugati  •  Ma  ciascun  diametro  di  tal  curva 
può  bastarne  a  sifiatta  indagine,  per  quel  ,  che  ho  detto  nel 
n.^  IV.  ,  o  in  virtù  del  seguente  Principio  generale  .  Cioè  ;  Se 
dagli  estremi  di  un  qualunque  diametro  delV  ellisse  si  tiri- 
no due  rette  ad  un  punto  di  questa  curva  ;  /  semidiametri  , 
che  w  si  fan  -passare  pé  punti  medj  di  esse  corde  ,  deb- 
bono esser  conjugati  fra  loro  .  Imperocché  ciascuno  di  que- 
sti due  semidiametri  vedesi  parallelo  ad  un'  ordinata  dell'  altro  : 
*  5.  66.  onde  l' è  foraa  ,  eh'  essi  sien  conjugati  fi-a  loro  *  .  Ne  poi  po- 
trà temersi,  che  in  tal  modo  cotesti  sistemi  diventino  infinita- 
mente infiniti  :  poiché  quelli  di  essi  ,  che  rìnvengonsi  da  un 
diametro  dell'  ellisse  ,  rivengono  nel  volersi  per  mezzo  di  vox 
altro  diametro  determinare  •  Lo  che  ben  s' intende  . 

§.  ^i.  VIII.  Finalmente  da  quel  punto  D  si  meni  all^  asse 
AB  la  perpendicolare  DN  ,  onde  sia  CN  =  or ,  e  DN  =  r  • 
E  r  equazione  proposta  per  1'  ellisse  nel  i^.  problema  si  risolva 
nella  seguente  analogia 

r         a — a:^^  ,       .  ,    DN      AN 

a+x  '     jr  '  NB  •  DN  •• 

Sarà  la  tangente  dell'  angolo  DBG  ,  o  del  suo  uguale  ACF  , 
alla  cotangente  dell'  angolo  DAB ,  o  dell'  altro  GCB  ,  che  il 
psL^ggìa  9  u^  costante  ragione  di  e'  ad  a'  .  E  quindi    potrà 


«*• 
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CQiiosca^  inbutivamaite  (t)  quel  principio  si  importante. ,  die 
da  Taiie  qpeculauom  ho  pia  volte,  ed  in  varj  modi  rilevato  , 
cioè  ne'§§.  39.  4?*  ^^m  ^  che  ne  agevola  una  gran  parte  del- 
le ricerche  ,  che  si  posson  &re  su  questa  curva  .  .   * 

§.  73.  ScoL.  Parrebbe  tempo  ,  ch'io  lasciate  le  geome- 
triche speculazioni  su  questi  diametri  ,  mi  volgessi  ad  ispiarvi 
r  equazione  tra  le  coordinate  obbliqu^  ;  cioè  quella ,  che  n'  espri- 
me il  rapporto  loro ,  e  che  suol  dirsi  relativa  a  due  diametri 
conjugati ,  ed  al  centro.  Or  i'  equazione  A  del  problema  1  • 
la  quale  sembra  doversi   appartenere    alla  curva  pd   solo    asse  , 


(1)  Una  dimostrazione  per  quanto  sia  rigida  9  e  ricolma  di  pria- 
cip]  sublimi  )  è  sempre  da  meno  dell'  intuizione  .  £  perciò  io  mi  sono 
in  quest*  opera  attenuto  alP  Analisi  Cartesiana ,  ove  il  proposto  teo* 
rema  ,  come  il  farò  poi  vedere  iù  tanti  altri  y  riesce  quasi  intuitivo  . 
£d  in  vero  ,  s^  io  coUa  Geoimetria  analitica  a  due  coordinate  voles- 
si dimostrarlo  ,  dovrei  prender  V  equazione  alla  retta  AC  r  poi  quel- 
la alla  BC  :  moltiplicar  fra  loro  cotest^  equazioni  :  paragonarne  il 
prodotto  loro  air  equazion  deU^elHsse:  e  così  dovrei  altre  cose  pra- 
ticare ,  che  non  son  mica  naturali  ,  né  sì  chiare  a^  giovani ,  quan- 
to r  addotto  ragionamento .    Ed  in  fine  abbattendomi    aU"  equazione 

*  ^  =  — -  ..)(-.,  qual  si  rileva  da^  coltivatori  di    quel    metodo  , 
p  a*        fi 

come  potrò  ridurre  in  linguaggio  geoqaetrico  cotesta  equazione  ?  La 
Geometria  non  conosce  grandezze  negative  :  e  gli  analisti  neppar 
son  paghi  delle  nozioni  ,  che  ne  hanno  .  F'edi  il  sommo  éC  Alem- 
ben  voi,  8.  Opus.y  e  Carnot ,  Geom.  dts  position-  Ed  io  m'  im- 
magino ,  eh»  da  tali  chiaroscuri  di  scienza  sia  nato  ciocche  leggo 
con  mio  duolo  in  alcuni  di  cotesti  co^i  analitici  replica tamente  ,  che 
òias^i  una  relazione    costante  tra  gli  angoli  ,  die  formano   colV  asse 

Maggiore  le  corde  menate  da'  suoi  estremi  ad  un  punto  della  curila. 

6 
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maggiore,  può  adattarsi  al  minore  col  solo  permutarvi  le  ooor--    » 
dinate  .    Sicché    ponendovi  la  y  per  jr  ,  e  la  a:  per  y  ,  tosto 
vi  si  ottiene  per  1'  asse  minore  la  seguente   equazione 

a" 

Ma  per  F  indicata  ricerca  esigesi  più  arte  ;  e  perciò  io  pro- 
pongo il  seguente  problema  ,  risolvendolo  in  due  guise  ,  cioè 
col  maneggio  dell'  equazione  D  del  precedente  problema  ,  e  col 
passaggio  dalle  coordinate  rettangolari  alle  obblique  .  La  prima 
soluzione. gli  si  conviene  per  T  unità  del  metodo  da  me  pre- 
scelto  ;  e  l' altra  sembrane  dettata  dalla  natura  del  medesi- 
mo problema  ,  eh'  io  &cilmente  conduco  colla  guida  di  due  tri- 
angoli dati  di  specie  ,  e  senza  gravarla  di  que'  lenuui  analitici , 
che  altri  suol  premettervi  • 

PROPOSIZIONE    VII. 


PROBLEMA 


y^g.   ^.  §-73.  Data  F equazione  ,  che  ha  F ellisse  ADB* 

per  le  sue  coordinate  rettangolari  CN  ,  MN  ,  rile- 
var quella,  che  dee  appartenerle  per  le  coordinate 
obblique  CO  ,   MO  • 

SoLuz.  Premessi  gli  artifizj  geometrici ,  e  le  analitiche  in- 
dicazioni adoperate  nel  problema  precedente,  vi  si  elimini  la  z 

dall'equazione  A ,  o  vi  si  noBca  7 —  i)er  la  z  ;  dovrà  ^i^ulla^ne 

lui 


d?  —  !ìv>(j: 
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a  c  •  /i  a   i"  ^  \ 


Ed  aggiungendo  il  quadrato  di  s^  ad  amendue  i  membri 
dell'equazione  B  ,  si  vedrà  cliiaramente  esser 


(a— .■)'  = 


a  c  Ci' 


E  poiché  le  m  ,  n  dinotano  il  seno ,  e  '1  coseno  dell'  angolo 
VMO  *  ,  sarà  MO'  :  MV   ::   i   mC  .  Sicché  ponendo  \  a-    *   $    55. 
scissa   CO  =  .r,  e  la  semiordinata  MOzrj*,  dovrà  essere  pe' 
principi    di  Trigonometria  ^':  (d> — i')'  \\   i  :  n'  ,  e  quindi 
n'  y  =  (ff — ^y  .  E  cosi  pure  dairesseme  CO*  :  CB'  ::  i  :  ^% 


sarà    ne' loro  simboli*  x^  :  i^*  *:    i   :    —r—^ -— r  9  ed        *  5-    59. 


i'    = 


Inlanto  si  surroghino  in  C  i  valori  di  già  ritrovati  di  (•  —  ì;)% 

€  di  v\  e  quello  benanche    della  A' ,  ch^è  — ^     e'I  risulta- 
zi* 

mento  dividasi  per  n' ,  n'  emergerà 

Ma  il  primo  fratto  ,  che  osservasi  nel  secondo  membro  di  que- 
st'  ultima  equazione ,  è  uguale  a  CL'  ,  cioè  a  7'  :  ed  è   poi 

— 7  *  il  fì*atto  multiplicatore  della  x^ .  Dunque  sarà  *{.  55.  59- 

e  quindi  *. 

74.  Teor,  Pe'  semidiàmetrt  conjugatì  delV  ellisse  ADB 
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ha  luogo  uri  equazion  pariforme  a  quella  ,  che  v/  fu  re* 
cala  per  V  asse ,  cioè  alla 

a  . 


A  L  I  T  E  R. 

$•  75.  Si  ritengano  i  medesimi  simboli  quassù  impiegati 
a  dinotar  le  coordinate  MO  ,  CO  ,  i  semiasa  conjugati  y  ed 
i  seni  ,  e  coseni  degli  angoli  OCR  ,  OMV  ;  sarà 

1   :  m  ::  j  :  OV  .  i   i  p  II  x  :  OR 

1    :    n  ::  r  :  MV  .  ì   :  q  i:  X  :  CR 

Onde  dovrà  ess^e  OV  =  mj^  MV  =  ny^  OR  =:pjc,  CR  =  qx^ 
CN=CR  +  RN  =  qx+nf,  ed  MN  =  OR—  OV=pa:— ynj. 
Ma    per    la  natura    della   data  dfisse   n'  è  poi  MN'  =  e'  — 


e 

— CN*  .    Buaqoe    co'  valori  di  già  esibili  delle  MN  ,   CN  si 

tv 

avrà  la  seguente  equazione 

c^ 
p'  x'  +  m^y  —  2pmjr  =zcr -(^^^'  +  n'y  +  2nqxx)  •  .  .  E 

*  5.  5^.     Ma  in  più  guise  si  è  quassù  dimostralo  *  esser—  i  ~::c*  :  a\ 

q      m 

e    quindi   pm  z=:^nq  *  Adunque  doTxanao   gpu^ix^  da  qua- 
si' ultima  equazione  i  termini,  cbe  vi  coatengwo  il  nettongolo 
^delle  coordinate 'x  ^  j  ;  ed  eUa  diverrà  . 

p'x'  +  my'  =  c>  —  ^  (f'-^'+  ny")  .  •  ;  .  F 
elio  ordinata  rispetto  ad  j  rìducesi  a  quest'  altra 
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y  =  ; — ^  — i- -^ —  or'  .  •  .  .  G 

Or  il  {H*imo  fratto,  ck'è  nd  secondo  membro  delFegiiazione  G,  è  *    »  5.  55. 

uguale  a  y',  e  Taltro* diviene  —  jp\  Dunque  sarà^'  =v' ^x\    *  5.  58. 

come  si  è  rilevato  qui  sopra  (1)  . 

§.  76.  CoR«  1.  Se  dicansi^,  V  due  qualunque  semior- 
dinate di  un  diametro  deU'  ellisse  ,  ed  ^  ,  X  le  loro  ascisse  ; 
sarà  chiaro  dover  essere 


•        m 


r*  =  v  —  — *• ,  «d  P*  t=  V* -'^' 


ft»  '  »• 


{t)  n  P.  Frki  ÙHÌgnc  geometra  Ualiano  si  do^se  sUx  d^lla  tnet^ 
dej  secolo  trascorso ,' cbe  questa  verità  geometrica  non  avea  ottenuta 
un'*  elegante  analitica  dimostrazione  né  dal  Wolfio  ,  né  dall^  Hopital , 
né  da  altri ,  che  ave^no  intrapreso  «n  tol  lavorio.  Ma  i  modani 
analisti  col  passaggio  dalle  coordinate  rettangolati  alle  obblique  soglion 
produrla  immantinente.  Imperocché  8i^>ponendo  uguali  a  zero  que' 
termini  della  trasformata  ,  che  contendano  il  prodotto  delle  coordina- 
le, (  lo  (ht  iwol  t]ir«i  tquaÙQne  di  condizione  )  vi  ritengono  i  ri-- 
manenti ,  da^  quali  può  congegnarsi  per  la  curva  un^  equazione  pari- 
forme  a  quella  ,  ch^  é  relativa  agli  assi  conjuf^ati  ,  ed  al  centro.  Or 
tutto  questo  é  hen  i^tto  ,  quandi  «ì  dimostri  a^  gtovaoi  con  chiarez- 
za ,  che  il  primo  fratto  dell^  equazione  D,  o.deir  altra  G    vi  dino- 

i\  CL'i    e    r^Hro  miiUipujoittOire  della  x^  5Ìa  -;~  .  Jmperoccliè  un 

che  si  «rre9ii  a  4pi^a  Ma  paisformilk  di   lenoiuai ,  Jenxa  più  dtr«  , 
non  viene  a  conchiudere  sul  soggetto  della  proposizione ,.  che  sono  i 
diametri  conjugati.  £  ,  s*  ei  li  prenda     per  tali  senza    prefiggimento 
di  prove  ,  vi  fark  uu  salto  nella  dimostrazione  .    E   tali    sconci  ,  che 
osservo  in  alcuni  di  questi  Corsi  si     doveano  a^  giovani  indicare. 
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y 


Dunque ,  eliminando  — ^  da  queste  due  equazioni ,  avrassi 

.  r     ^      r- 

E  quindi  7'  :   T  ::  «'  —  x'  :  %^  —  X^  .  Cioè 

§.  «yy.  Cor.  11.  I  quadrati  di  due  semiordinate  di  un 
qualunque  diametro  delTelUsse  sono  come  i  rettangoli  delle 
parti  di  tal  diametro  ,  in  che  quelle  vel  dis^idono  . 

§.  «78.  Def.  XIII.  Il  Parametro  di  un  qualunque  dia- 
metro dell'  ellisse  è  la  terza  propc»:*zionale  in  ordine  ad  esso  dia- 
metro ,  ed  al  suo  conjugato  .  E  quello  ,  che  si  appartiene 
air  asse  maggiore  ,  suol  dirsi  Parametro  principale  . 

§•  79.  Cor.  III.  Sicché  diiamando  p  la  terza  propor- 
zionale dopo  Tasse  maggiore  ^a  ^  e'I  suo  conjugato  ac  (  e 
lo  stesso    convenevolmente  intendasi  per   gh  altri   diametri  )  , 

e' 
r  equazione  jr^  =  — ^  (  ^'  —  ^  ;  diverrà 

^  aa 

E  ponendo  2=^  —  x,  e  quindi    x^sza  —  z,  si  avrà    que*- 
st' altra  equazione 

§.  80.  Cor.  IV.  Cioè  :  //  quadrato  di  una  di  coteste  se-- 
miordinate  sta  ed  rettangolo  delle  parti,  delF  asse  ,  in  che 
quella  il  divide ,  come  il  parametro  principale  all'  asse  » 


DftLLB   SBZIOIfl   COMICBE  4^  CxTri^ 

PROPOSIZIONE    Vili. 


TEOREMA. 


,,  ^    •  •   j  ■' 


§^  8 1 .  Nell'ellisse  la  somma  de'  quadrati  di  due 
qualunque  semidiametri  conjugati  è  Uguale  a  quella 
de'quadrati  de' due  semiassi  conjugati  . 

E'I  parallelogrammo,  che  compiesi  da  que'due 
semidiametri,  è  quanto i! rettangolo  de' detti  semiassi. 

DiMosTR.  Part.  I.  la  virtù  deValori  assegnati  ne' §§.45.  , 
e  59.  a'  semidiametri  conjugati  ,  le  due  verità  proposte  in  que- 
sto teorema  dìventan  quasi  intuitive  •  Iidatti  sieno  a  ,  e  i  se- 
miassi conjugati ,  ed  jc  ,  7  due  qualunque  semidiametri  tea  loro 
conjugati  ;  il  primo  de'  quali  sia  iiu:lifiato  ali'  as^e  per  l' ango- 
lo d  ,  di  cui  p  ,  ijf  dinotino  il  seno .,  e  coseno  ,  e  V  altro  aj)- 
bia  /w,  ed  n  per  lo  seno  ,  e  per  lo  coseno  deli'  angolo  (f ,  ond'  ei 
s' indiai  al  medesimo  asse  .  Sarà  pe'  §§.  suddetti 

y*  —    , ,    ed    »'    =  ! . 

'  m'  a*  +  n'  e'      '  m' a'  +  n'  e' 

Ciò  posto ,  si  sommino  i  primi  membri  di  queste  due  equazioni  , 
ed  i  secondi  ris|)ettivamente  ,  e  per  aV  scrivasi  (ni^  +  /i')aV, 
essendo  w'  -|-  fi'  =  1  ;  sarà 

w'a*  +  n'  e'  +  a' e'  (  m'  +  n'  ) 

»'  +  r'  = — ^ — ^^ ^  . 

^  m^  a'  +  n'  C 

Ma  il  numeratore  di  questa  fi'azione  è  divisibile  per  lo  de- 
nominatore ,  e  '1  quoto  è  a  -j-  e' .  Dunque  sarà 

Part.  II.    Inoltre  i    semidiametri  *  ,  7  ,  come   si  è  di- 
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mostrato  nel  §.  69,  ,  contengono  un  angolo  uguale  a  * — <f  —  d, 
Dunque  il  parallelogrammo ,  che  compiesi  da  essi ,  saia  espres- 
so dal  seguente  prodotto  »  y.sen.{^  +  0)i  essendo  je/i.(  ^  +  6  )= 

sen.  {n: —  9  —  ^)  • 

E  jprendèiido  i  valori  -di  queste  tre  grandezze  di  già  esibiti  ne'  §§. 

Sg»  55.  6o«  sarà 

oc  ,  m^afi^^nr^  m' a*  +  nV  _ 

§.  Sa.  Cor,  I.  E  perciò:  Ogni  parallelogrammo  circo- 
scritto air  ellisse  è  uguale  al  rettangolo    degli  assi  . 

$.  83.  Cor.  11.  Di  qui  si  vede  dover  esser  7"  =  a*  +  e'  —  »\ 

Siccliè  ponendo  per  »*  il  suo  valore  e*  +  — 7-  •  qual   fu   re- 


a   e 


cato  nel    cor.    i.  prop.  I.  ,  sarà  7*  =  a'  •—  *— ; —  .  Ma  in 
questa  curva  il  quadrato  della  normale ,    che  passa  per   Testre- 


a    ^a 


c    ^  jp  e  \    1, 

*  $•   46.     mo  del  semidiametro  »,  è  uguale  a  — r(    ^*  "*"  ^  y  ' 

Dunque-  :  La  normale  delV  ellisse  in  un  qualunque  punto 
del  perimetro  sarà  al  semidiametro  conjugato  di  quello  , 
che  passa  pel  suddetto  punto^  come  Casse  minore  al  mag- 
giore (1)  . 


(1)  Questa  verità  non  deesi  avere  per  una  sterile  illazione,  co- 
me parrebbe  a  taluno  ^  poiché    ella    può    utilmente    impiegarsi    nella 
teorica  de^  fuochi ,  e  nel  rinvenir  la  linea,  che  passa  pe^  vertici  degli 
angoli  degP  infiniti  parallelogrammi  circoscritti  ad  uu^  ellisse ,    o   ad 
un'iperbole,  e  forse  per  alu*e  ricerche.  Del  che  a  suo  luogo. 
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§,  84.  Cor.    in.  Le  sci  grandezze  a  ,  e ,  *  ,  Y ,  9  ,  d 
hanno  tal  nesso  fra  loro ,  che  date  tre  di  esse  vi  sì  posson  de- 
terminar  le  rimanenti  .  E  ciò  in  forza  delle  tre  seguenti  equa- 
zioni ,  di  cui  le    dne  prime  si  traggon  dal    presente  teorema  , 
e  f  altra  dal  proMema  vi.  Cioè 

IL  »y.sen.{f  +  ^  )  r=i  oc  ^ 


IIL 


tang.^tang.9  :sz^ 


^.  85.  Cor.  vi.  E  ,  se  piaccia  toglier    loro  coteste    di- 
vise    transcendenti  ,  potrà  porsi  *  per    tang,  f  il  fratto  — 


cioè 


m 


-.  ;  per  tang.  0    V 


altro 


per  5ew. ( ^ H- d  )  I' «ipressìoiie  my(i — p')+PV('  —  '"')• 
Per  tal  modo  le  tre  precedenti  equazioni  si  dovranno  trasformare 
in  queste  altre ,  che  son  puramente  algebriche , 
I,  »*  +  y'  =  a*  +  e'  , 


III. 


mp 


m-))= 


oc. 


§.  86.  ScoL.  1  •  Per  non  lasciar  questa  teorica  nuda  d'esem- 
pii ,  e  non  bene  a'  giovani  conveniente ,  ho  stimato  dover  qui 
recare  que'  due  problemi  ,  che  l' iQustre  Marchese  deU'  Hopital 
disciòlse  analiticamente  su  tal  soggetto,  e  per  la  teorica  delle  tan-' 
genti  di  tal  curva .  Cioè  :  Dati  di  grandezza  y  e  di  posizio- 
ne due  semidiametri  conpigati  di  mi  ellisse  ,  ritrarne  i  se- 
miassi conjugati.  E  viceversa  :  JDati  qué'  semiassi ,  determi- 
narvi due  semidiametri  conjugati ,  che  comprendano  un  an-- 

7-  • 


*s-  59. 
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gaio  dato  .  Per  risolvere  il  primo  de'  detti  problemi  si  chiami 
X  il  semiasse  maggiore  ,  ed  ^  il  minore  ;  e  per  »,  y  si  di- 
notino  que'  dati  semidiametri  conjugati ,  che  comprendano  un 
angolo  dato '9  il  cui  seno  sia  K.  Sarà  per  lo  Corollario  ni. 
x^  +7''  =  »•  +  y* ,  ed  xjr  z^  Ko^y  ,  ovvero  ^xjr  =  aJ&y. 
£  se  quest'  ultima  equazione  or  si  aggiunga  alla  prima  ,  ed  or 
vi  si  tolga  ,  sarà  x^  +^'  +  ^^  =  »'  +  y*  +  sKoky  ,  ed 
X'  +^'  —  2XJ  =  «'  +  y*  —  2K»y.  Ed  oltre  a  dò  estraendo 
da  ciascuna  di  quest'  equazioni  la  radice  quadra  (i)  ,  si  otterrà 
a7+7=V(*'  +  y'  +2Ì21x'y)5  ed  j:— /=\/(  ot'+y  —  aJ5iy). 
Finalmente  )  se  prendasi  la  semisomma  di  esse,  e  poi  la  sem> 
diOerenza  ,  avrassi 

X  =  —V  (**  +  y"  +  ^^y)  +  —  V  (*'  +  'y*  —^K%y)j  ed 

j  =— V(**  +  y'  +aJt*r)  — —  >/(*'+>•  — ^^^y  ) 

Il  perchè  essendo  il  seno  dell'  angolo  dato ,  cioè  là  grandezza  K , 
sempre  minore  del  raggio  trigonometrico  ,  eh'  è  uguale  ad  i  , 
sarà  2Kxy  minore  di  2*y,  e  quindi  (a)  molto  minore  di  »•  +y'* 
Dunque  V  espressione  y  (  »'  +  'y'  "^^  aXxy  *)  è  sempre  reale  : 
onde  in  questo  problema  non  potrà  annidarsi  venm  caso  im* 
possibile . 

Per  risolvere  il  secondo  de'  detti  problemi  può  impiegarsi 
lo  stesso  tipo  di  risoluzione  quassù  adoperato ,  e  con  questo  so- 
lo divario  ,  che  in  vece  di  *' ,  y'  convien  porre  a*  ,  e*  ,  ed 


(i)Il  sommo  Eulero  rinvenne  per  altre  vie  lo  stesso  rìsultamen* 
lo  .   §.  ii5.  voi.  IL  Int.  in  Analys.  Inf. 

(2)  Questa  verità  analitica  può  dimostrarsi  immantinente  per  k 
7.  El.  IL 
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in  luogo  dì  aKcny  il  fratto  -^  •  Lo  che  intendasi  dì  leggieri . 

Ma   la  grandezza  V  (  a*  +  e*  —  .2—-  ^  sar2i  immaginaria ,  cpian« 

A  y 

do   sia    ^^^  "^  a'  +  e ,  o  JP  <    ^^^     .  Dunque  nel  secon- 

do  de'  divisati  problemi  vi  sarà  il  caso  impossìbile ,  che  ho  do- 
vuto per  ragion  di  metodo  qui  marcare  ,  ancorché  daUa  par- 
te «•  del  seguente  teorema  ei  si  potrebbe  immediatamente 
derivare. 

$.87.  ScoL.  II.  Intanto  la  costruzione  del  primo  di  que- 
sti due  risultamenti  può  el^antemente  ottenersi  per  mezzo  delle 
prop.   la.  e  i3.  EL  IL  Infatti*  l'angolo  ABF  sia    quanto  *  fig-    »*• 
quello  ,  che  si  comproide  da'  dati  semidiametri  conjugati  :  T  al- 
tro DfiF  ne  sia  il  suo  conseguente  ,  e  DBG  uguagli   il  com- 
plemento di  questo  .  E  prèndendovi  AB  =  BD  =:  oc ,  e  BG  =  y^ 
si  uniscano  le  due  AG ,  DG  •  Sarà  il   semiasse  maggiore  del- 
l' ellisse   uguale    alla  semisomma   delle    congiunte  AG ,    DG  ; 
el  minore  quanto  la  loro   semidifièrenza  .  Imperocché  essen- 
do co^.DBGs^en.DBFsJST,  sarà(i)AG  =  V(*'+T'+sJSL<»y)Via.EI.  II. 


(1)  Dal  ponto  C  si  abbassi  la  CN  perpendicolare  alla  DA .  Sì 
vedrà  essere  rag.  :  cos.CBD  :  :  GB  :  BN ,  cioè  1  :  K:  :  y  :  BN  ,  e 
quindi  BN  ssKy.  Ma  dee  essere  AC  =3  AB»  ^  BG*^.  aAB  XBN*  j'^ii.EI.  II. 
dunque  sark  AC* sa  »»  +  y"  +  ajfflty.  E  cosi*  si  troverii  DC»=  ***i3.El.  II. 
^y^  ^^  nKcty  .  Onde  saranno  le  AC ,  DG  uguali  alle  radici  degli 
esibiti  trinomj.  Il  sommo  Eulero  nel  descrivere  un  cerchio  ,  che  iu« 
siem  toccasse  tre  cerchi  dati  di  sito  ,  e  di  grandezza  ,  si  servi  di 
questo  principio  per  calcolare  il  coseno  di  un  angolo  di  un  triango- 
lo, i  cui  lati  eran  dati  di    espressione  •    Altri  analisti  anche  se   né 
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*i3.  El.  Il.e  DC  =  V(*'  +'y'  — ^*y)  *  '  ^*  quindi ,  se  diansi  di  sito  ,  e 
di  grandezza  due  semidiametri  conj  ugati ,  che  debbano  appr- 
tenere  ad  un'  ellisse  ,  si  potrà  descriver  questa  curva  con  quel 
moto  organico ,  che  ho  dichiarato  nella  prima  definizione  ,  e 
con  vi  aver  prima  determinati  col  presente  metodo  i  suoi  assi  . 
Ed  anzi  senza  dipender  dagli  assi  vi  si  potrà  esibire  il  perime- 
tro ,  usando  in  convenevol  modo  il  secondo  de'  due  artifizj  , 
che  nel  §.    ad.  ho  proposti  . 

^  5.  69.  Inoltre  da  quel ,  che  si  è  dimostrato  nella  prop*   vi.  può 

congegnarsi  una  facilissima  costituzione  al  secondo  de'  due  pro- 
blemi proposti.  Cioè  ,  si  formi  suU'  asse  delia  data  eUisse  un 
segmento  di  cerchio  capiente  1'  angolo  dato  ;  e  da  una  del^ 
le  due  intersezioni   di  queste   due    curve  (  le  quali  sì    dovran 

**-  5.  86.  sicuramente  ottenere  ,  se  il  pt'oblemà'^  non  sia  impossibile  )  si 
tirino  due  rette  agli  estremi  del  detto  asse  •  I  semidiametri , 
che  si  condurranno  pe'punti  medj .  di  queste  due  corde ,  saran^ 
no  quelli  ^  che  si  dimandano  • 

Finalmente  io  debbo  avvertire  i  giovani ,  che  una  tal  ri- 
cerca r  è  malagevole ,  quando  le  tre  grandezze  da  determinarsi , 
esigano  il  maneggio  di  tutte  e  tre  1'  equazioni  dd  Cor.  iv.  In 


valgono  per  altre  loro  ricerche  .  E  basta  ricordare  ,  che  su  questa 
base  regga  la  più  parte  delle  dimostrazioni  sì  dirette ,  che  indirette, 
che  tanti  ingegnosi  geometri  han  procurato  di  recare  al  teorema  ci- 
clometico  de  11^  acutissimo  Ruggiero  Gotes  \  ove  ne  abbisogna  valutar 
le  incidenti  da  un  dato  punto  di  un  cerchio  agli  estremi  di  piti  ar- 
chi aritmeticamente  proporzionali  .  Leggansi  per  le  prime  dimostra- 
zioni il  Moivre,  r?2rmanno,  il  Walmesley  ,  il  Bougainville  rtc.  e  per 
le  altre  il  Cousin  ,    il    Paoli  ,    il  Lacioix  ,  ctc. 
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iàl  caso  vi  vuol  dell'  ingegno ,  e  delta  conoscenza  de'  metodi  di 
elimÌQa2Ìone  (i)  ,  jperchè  si  tragga  l'equazione  finale  ,    che  non 

monti  ad  un  grado  superiore  del  giusto ,  o  non  vi  accolga  Èit- 

tori  inutili  ^  e  stranieri . 

PROPOSIZIONE     IX. 

TEOREMA. 

5.  88.  Se  dagli  estremi  dell'asse  maggiore  di 
un'ellisse  si  tirino  due  rette  ad  un  estremo  dell' asse 
minore  j  i  semidiametri ,  che  vi  si  conducono  pe'pun- 
ti  medj  di  queste  due  corde  ,  saranno  conjugati ,  ed 
uguali.  E  dovrà  essere  un  massimo  l'angolo  da  essi 
contenuto.  -,    • 

DiMOSTR.  Part.  I-.  Si  chiami  sf  quel  semidiametro  dell'  el* 
lisse  ,  che  debV  essere  '  uguale  al  suo  conjugato  :  e  sia  4,  l'an- 
golo ,  ond'  ei  s'  inclini  all'  asse  .  Sarà  *  av'  z=:a^  -^c*  ^  ed 
if''sen.2^=iac .  E  da  ciò  immantinente  vi  si  conchiude  essere 

a'-^c\  ,  '       2ac 


=  v(^4^) 


sen 


.2^^ 


Resterebbe  a  determinarvi  il  sen.  >l^.  E  questo  fiicilmente  può  (a) 


.4 


(1)  1  giovani  potrebbero  consultar  con  vantaggio  TiOpera  del  Be- 
loni •   Theor,  grner.  des  Eguat.  atgebr. 

(a)  Questa  verità  può  attignersi   facilmente  dalla  Geometria  .  Cioè 
sia  BA  *  un  qualunque  arco  circolare,  BH  il  suo  seno,  CH  il  cose-     *^gr.  3. 
no,  e'I  raggio  CA  sia  perpendicohre  alla  corda  del  detto  arco  .  OU 
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conoscersi  dal  dato  sen.  3+ ,  ed  in  virtù  di  quel  noto  princi- 

,    .«  .  .1  •         ,/i— roj.  aJ-N      TI 

pio   di  Trigonometna  ,  che   jen.  4  =  y  ( J  •  U 

a^  —  e* 
perchè  essendo  (1)  cos.  ^4  =     ,   .     ,  sarà 

Ma ,  compito  il  rettangolo  de'  saziassi  conjugati ,  e  condottavi 
*  >fg.  a,  la  diagonale  CG*,  ben  si  comprende,  che  questa  retta  deb- 
ba passare  pel  punto  medio  della  corda  del  quadrante  ellittico 
AND,  la  quale  n*  è  T  altra  diagonale.  Ed  essendo  CG  :  AG  :: 
rag.  '.sen.  ACG,  cioè  V(  ^'+  ^*)  •  ^  -  »   •  sen.  ACG, 

e 
sarà  sen.  ACG=s^  i  .  ,  ■       '   ^zsen.  4- 

Onde  potrà  concludersi  ciò ,  che  ho  proposto  nella  prima  par- 
te del  teorema. 


tre  a  ciò  sì  ponga  il  raggio  AG  ^s  1,  e  quindi  il  diametro  ÀDssa, 
e  poi  si  chiami  \  Tarco  AK  metà  del  dato  AKB  ;  sarà  AKB  &=:  2^ . 
E  dovendo  essere ,  per  la  natura  del  cerchio ,  AB* ,  o  4 AG'  uguale 
ad  ADX  AH,  o  ad  AD(CA— .  CH),  sarà  AG*  una  quarta  parte  del 
rettangolo  di  AD  in  GA  —  CH  ;  cioè  ne^  loro  simboli  sarà 


,e«.+««(i::ii2£Jli). 


(1)  Si  sa  esser  cos.  2^  cs  y  (  *  "^^sen.  a^J,"  ) .  Se  dunque,  in 
questo  radicale  si  ponga  il  valore  di  2.4^  *  di  già  esibito ,  si  avrà  sot« 
to  di  quel  segno  un*  espressione ,  da  cui  potrà  estrarsi  la  radice;  che 
sarà  quella  j  che  ho  quassù  rapportata . 
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Part.  II.  Ed  essendo  tang.  ^1= '• — r;  sarà,  ne' va- 

^  COS.  2\ 

lori  dì  queste  due  grandezze  , 


tans.  2+  =  — — rt  .  .   •  .    A 


Inoltre  ,  se  9  ,  0  <finotino  quegli  angoli ,  onde  due  altri 
semidiametri  conjugati  indinansi  all'  asse  :  e  per  m  ^  p  si  e* 
spnmano  i  loro  seni ,  per  n  j  g  ì  coseni ,    sarà 


fong.f  =_  ,  e   tang.  6  =  ^  =  — r  .E  (i)  dovrà  essere 

tang.  (  *  +  fl  )  =  — 7 r  .  .  .  .  B 

E  si  vedrà  poi  dall'  equazioni  A ,  B  ,  die  siavi  tang.  34*  : 
tang.  (9  +  ^)  ::  2mnac  :  m^a^-^-n^c*.  Ma  per  la  7. 
Et.  II.  è  sen^Hre  amnac  K.m*a*  -^n*  c^.  Dunque  sarà  pure 
tang.'2\  <  tang.  (^  +  *),  24-<?  +  d.  Sicché  esprìmendo 
per  *K  la  somma  di  due  angoli  retti,  dovrà  esser  finalmente  ir —• 
24  >  ir— -^  —  6;  e  quindi  un  massimo  l'angolo  if  —  a>P ,  che 
comprendesi  da' semidiametri  conjugati   uguali . 

§•  89.  Cor.  1.  Se  per  x  esprimasi  un'  asdssa  computa- 
ta dal  centro  in  un  di  questi  due  semidiametri  ,  e  per^  la  sua 
semiordinata  ;  1'  equazione  dell'  ellisse  relativamente  a'  semìdiame- 


(1)  Fra*  teoremi  della  Trigonometria  analitica,  che  T  illustre 
geometra  Cristiano  Majer  propose  all'  Accademia  Reale  di  Pietrobur- 
go per  r  anno  1727  ^  uno  de^  più  utili ,  e  preclari  è  il  seguente 

iangC  6  +  a  )  =  = ^ 

^  ^  i  ^  tang.df  tang.f) 
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Ili  coDJugati  ugtiab,  ed  al  centro,  sarà  r*  = x^ . 

E  sebbene    ella  ne  dinoti    la  natur8  di  un  cercliio    del  raggio 

y  l A  j  pur  non  deeai  da  ciò   inferire  ,  che  vi  restino 

confuse  le  nature  di  queste  due  curve,  o  che  V  una  s' identichì 
coir  altra.  Poiché  nel  cerchio  le  coordinate  espresie  per  le  x^jr 
sono  rettangolari  ,  e  nell'  ellisse  sono  obblique. 

§•90.  Cor.  u.  La  tangente  dell'  angolo  34*  omsegaente 
*  §.  69.    dell'angolo   ottuso  ir —  a>l'  ,  si  è  dimostrata  uguale*  alla    fra- 

zione  r  5  che  dee  minorarsi  a  misura,  che  decresce  il 

seioiasse  minore  e  ,  rimanendone  il  maggiore  a  invariato  •  Duu-* 
que  :  V  angolo  de  semidiametri  conjugati  uguali^  tuttocchè 
sia  un  massimo  in  una  data  ellisse  y  non  è  perciò  £  una 
medesma  grandezza  in  due  ellissi  diversamente  eccentri" 
che  ^  ma  dee  crescere  a  misure^  delC  eccentricità  di  esse  • 
Lo  che  per  la  Ge^pmetria  conosqesi  da  per  se  stesso. 

§.  91.  ScoL.  Dalla  prima  parte  di  questo  teorema  può 
inferirsi  ,  che  le  diagonali  del  rettangolo  circoscrìtto  ad  un'  el- 
lisse debban  segnarvi  i  diametri  conjugati  uguali  .  Che  queste 
rette  dividan  la  curva  in  qiiattro  ardii  talmente  condizionati , 
che  que'  due  ,  i  quali  vi  sottendono  gli  angoU  acuti  delle  dia- 
gonali, debban  contenere  i  vertici  de'  diametri  maggiori  de'  loro 
conjugati  ;  e  che  i  vertìtd  di  questi  ne  restino  allogati  ne'  due . 
rimandali  archi .  E ,  se  non  disdica  il  voler  qui  raccorre  altre 
pro{HÌetà  di  queste  diag<mali ,  io  dirò  ,  che ,  compito  il  ret- 
.    "^  Jig,  3.    tangolo  AGDG  *  da' semiassi  conjugati  ,  la  diagonale  CG  possa 

condurne  a  descriver  T  ellisse  per  asseguazion  di  punti ,  e  T  al- 
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V 

tra  DA  ad  esibirci  ì  varj  sistemi  de'  diametri  conjugati .  H  pri* 
mo  di  questi  due  artifizj  fu  da  me  recato  nel  §.  as.  ;  e  l'al- 
tro n'  è  conseguente  al  teorema ,  che  quaggiù  propongo  . 

PROPOSIZIONE    X. 


TEOREMA. 


$•  Qi .   Se  dagli    estremi    F  ,  L*  de'  due   semi-     *  fig,  , . 
diametri  conjugati  CF,  GL  si   abbassino  le  perpen- 
dicolari FÉ  y  LH  ,  al  semiasse  maggiore  AG ,  ed  al 
minore  GD  rispettivamente  :  quelle  rette    dovranno 
dividere  qu?sti  semiassi  proporzionalmente. 

DiM.  Si  chiamino  x,  jrle  coordinate  CE,  EF  ,  ed  t;,  z 

le  altre  due  CH ,  HL  •  Sarà  la    tangente  dell'  angolo  FCE  al- 

*    la  cotangente  dell'  altro  LCK ,  o  alla  tangente  di  LCH  ,  come 

e*  ad  a*  ;  cioè  ne'  loro  simboli  sarà  *  ^^  (.    5, 

—   :    —  ::  c"  :  a"     ,     e  cniindi     a^s^r  =  c^xz  . 

Ed  elevando  a  quadrato  V  equazione  a\jr  =  c^xz^  ed  in  essa  poi 
riponendo  i  valori  delle/',  z%che  furon  proposti  ne'§§.  16, 
e  ^3  ,  sarà 


aVy  =c*j:V 


cioè 


a W  (  a*  —  or'  )  =  c'a'x'  (  e'  —  ^'  ) 

Finalmente  dividasi  quest'  ultima  equazione  per  a  V  ,  e  nel  quO' 

to  si  cancelli  il  termine -~^*  x\dìe  vi  si  osserva  iaamenduf^ 

5 
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i  membri  ;  doyrà  restarne  aV  =c'ar%  cioè  av  =cx,  e  quindi 

a  i  e  li  X  :  {f. 

§•  93.  Cor.  1.  Ad  un  qualunque  semidiametro CF  òA- 
V  ellisse 'ADB  potrà  assegnarsi  il  suo  conjugato  colla  luce  del 
presente  teorema  ,  e  senza  far  uso  de' metodi  precedenti  •  Qoè, 
ordinata  dal  punto  F  la  F£  all'asse  maggiore  della  detta  ellis- 
se ,  sì  meni  pel  suo  estremo  E  la  EH  parallela  alla  corda  del 
quadrante  ellittico  AFD  ;  e  poi  dal  punto  H ,  ove  tal  paralle- 
la ne  incontri  il  semiasse  minore  ,  si  alzi  a  questo  semiasse  , 
e  fuori  di  quel  quadrante  la  perpendicolare  HL  ,  che  incontri 
l'ellisse  in  L.  Sarà  il  semidiametro  GL  conjugato  dell'altro  GF. 

§.  94-  GoR.  II.  E  generalmente,  se  nd  triangolo  rettan* 
golo,  che  abbia  per  cateti  i  semiassi  conjugati ,  e  per  ipotenusa 
la  corda  di  un  quadrante  ellittico^  si  applichino  delle  parallele 
alla  detta  ipotenusa  ;  da  ciascuna  di  esse,  coli'  artifizio  d^  prece- 
dente corollario,  potrà  ottenersi  un  sistema  di  diametri  conjugati. 

.PROPOSIZIONE    XI, 

T   E   O   B    £   H    A.  . 

*/^.  10.  §«95.  Allorché  un  semidiametro  CF*  dell'el- 

lisse ANB  ne  incontri  una  tangente  NP  di  questa 
curva ,  ovunque  ella  ne  stia  j  sarà  sempre  di  una 
costante  grandezza  il  rettangolo  dell'  ascissa  corri^ 
spondente  all'  ordinata  per  lo  contatto ,  e  della  me- 
desima  ascissa  accresciuta  della  sottangente  (i)^cioè 
quanto  il  quadrato  del  detto  semidiametro. 

(i)  Per  la  definkione  della  sottangente  in  an  diametro   c[ualw*< 
fae  deff  eUiMe  potrìi  leggersi  V  ansotasione  del  5«  i3\ 
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Diu.  Se  dal  dato  punto  P  .,  che  stia  nel  semidiametro 
GF  prodotto  olire  l' ellisse ,  si  volesse  condurre  una  tangente 
a  qnesta  curva  ;  si  dovrebbe  per  tal  uopo  maneggiar  V  equazione  * 


r  =  y' 


y' 


7  X'  colla  stessa   guida   del   problema  iii.  ,  e 


con  avervi  dinotato  per  ai  il  semidiametro  CF  ,  e  per  y  il  suo 
conjugato  •  Per  la  qual  cosa,  dìiamando  b  la  distanza  del  punto 
P  dal  centro  dell'  ellisse  ,  cioè  la  GP ,  si  ponga  la  sottangente 
PM  =  u,rasdssa  GM  =  6  — i^,  ^e/i.NPM=  A,  e^enPNM 

T=zK.  Sarà  J5::ft::PM:MN::i;:MN,  e  quindi  MN=  ^ 

A 

t=i  t9  ,  ponendo  per  brevità  -^^  ;=  <  .  Ma   per  la  prop.  vii. 

rìnviensi  MN*  =  y* ^-XCN*  ;  dunque  si  avrà  ne'simbo- 

li  di  queste  grandezze  geometriche  la  sottoposta  equazione 

tv  =  r  —  Tl(fc_^)« 


che  maneggiata,  come  qudla  del  problema  ni.  ,  d  darà 


b' 


V  =  •« 


,  e  quindi    &  — -  (;  ss 


cioè 


PG  X  CM  =  CF* ,  e  PC  :  CP  ::  GF  :  GM . 

Inoltre  co' due  metodi  proposti  nel  probi,  ni.  poti*à  de- 
terminarsi la  ^  ;  la  quale  non  è  la  tangente  trigonometrica  del- 
r  angob  P ,  come  Pera  in  quel  caso  ;  ma  sì  bene  il  rapporto 
del  ^^.MPN  al  ^en.MNP  .  E  troncando  dalle  MN ,  MP  le 
parti  MR,  MT  proporzionali  alle  h^  K^  che  si  dicano/,  g, 
SI  unisca  la  RT.  Sarà  \  angolo  in  P  uguale  all'  altro  in  T  di 
già  determinato   geometricamente  •  Ma  per  ottenerne  il  valore 


$.  74. 
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numerico  del  seno  dell'angolo  P  si  chiami  m  il  seno,  ed  n  il 
la.  El.  Il.coseao  dell'  angolo  NMG    delle  coordinate  CM ,  MN  .  Sarà  * 
RT  =/+gr'+  371/g^.  E  dovendo  essere  RT  :  RM  ::  ^en.TMR  : 
jen.RTM  ,  si  troverà  co'  simboli  di  queste  grandezze 


sen*T  =  sen.V  = 


^A 


"^  $•  4o.  §•  96.  Con.  E  quindi  *,  se  colla  teorica  de'  diametri   del- 

l'ellisse  voglia  condurlesi  una  tangente ,  che  passi  pel  datopun* 
to  P,  dovrà  prendersi  nella  CP  la  CM  terza  proporzionale  dopo 
le  CP  ,  CF  ,  e  poi    distendervi   per    M  la  NK  parallela    alla 

*  S-  38.    tangente  di  tal  curva  in  F  *  ,    che  ne  incontri  il  perimetro  in 

N  ,  K .  Le  congiunte  PN ,  PK  saran  le  due  tangenti  condotte 
all'ellisse  dal  punto  F  . 

ESPOSIZIOIIE   DEL   METODO  EULERIANO    FEA   LA   MEDESIMA   RICERCA. 

*yf^.  10.  97.  Si  chiami  »  il  semidiametro  CF  *  ,  v  il  suo  coniu- 

gato 9  e  per  x  ,  y  esprimansi  le  ohbli  que  coordinate  CM , 
MN  di  cotesta  curva.  La  sua  equazione  relativamente  al  cen* 

*  5.  74.     tro  ,  ed  a  que' semidiametri  conjugati  *,  sarà^'  =  y* L    . 

Ciò    premesso  ,  si  sottragga  quest'  equazióne  dall'  altra  parifor- 

me  (7+8)'  =  7'  —  — -  (j:  — <»)%  ove  le  a?,  e  sieno  due 

grandezze  piccolissime  :  e  poi  nel  residuo  si  trascurino  que'  ter- 
mini, che  contengano  le  seconde  potenze  delle  e^  (je  .  Dovrà  restarvi 

6/  =  -p ,  e  quindi  _  =~  X   -  . 

Dico  esser  la  sottangente  MP  =  — ;-  x  ~  . 

#  x 


-r 
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DiM.  Si  tolga  dall'  ascissa  CM  la  parte  "Min  =2  4*,  e  com- 
|nto  il  paralldogramino  Mn/ON  y  si  prolunghi  la  On  iusiuo  alla 
curva  N».  Sarà  la  nO  =  «  ,  per  doverne  aver  luogo  quell'  e- 
quazion  parìfi^me  .  Sicdiè  supponendo  ,  che  1'  ordinata  mn 
•con  moto  a  se  parallelo  si  accosti  all'  altra  MN ,  ed  insin  che 
il  punto  n  cada  suU'  altro  N  ;  sarà  chiaro  ,  che  la  corda  Nn 
nello  stato  di  sua  evanescenza  debba  congruire  colla  NP ,  tan- 
gente della  curva  in  N  .  Ed  in  taj  caso  e^s^^o  il.  triangolet- 
to  evanescente  NOfi  simile  al  triangolo  PMN  fatto  dalla  tan- 
gente ,  dalla  sottangente  ,  e  dalla  semiordinata  'per  lo  contat- 
to, sarà  nO  :  NO  ::  NM  :  MP,  cioè  i  :  t»  ::  j  :  MP.  Ma 
la  prima  di  queste  due  ragioni  si  è  ritrovata  uguale  a  quella 
4IÌ  y'x  ad  oi^y  .  Dunque  sarà  jr^x  :  »y  \\  y  \  MS  ;  e  sarà 

4xV*       *' x^ 

quindi  la  sottangente  MP  =  — =^  =  *  *  S-  7  ì- 

§   X  X 

Altro  metodo  per  la  medesima  I^D\GINE• 


S.  I    « 


§.  98.  n  precedente  metodo  ,  tuttoché  sia  semplice  ,  e 
naturale ,  pur  non  piace  ad  alcuni  analisti ,  perchè  a  grandez- 
ze infinitesime  si  attiene  .  Io  dunque  ,  volendo  rimuover  que- 
ste dal  tessuto  di  quello  ,  s^uirò  le  tracce  ,  che  segnò  per  al- 
tro scopo  5  e  verso  la  fine  del  secolo  antipassato  un  nostro  in- 
signe geometra  il  sìg.  Monforte  (1)  • 

Sia  il  punto  N  della  data  ellisse  queOo ,  ove  si  addoman-    ^ 
di  condurle  una  tangente  .  L'  altro  punto  n  della  stessa  curva 
siagli  tf  accosto  nel  medesimo  quadrante  .  Le  coordinate  CM  -,  J 


(0  Vedi  Antonio  de  Monforlc  De  Prohlemaium  determinatione 
PH^  7^8,9,  eie.  * 


Gap.   r.         63  Thattato  Analitico  . 

MN  £  quel  ponto  dato  esprìmansi  per  6,  hy  per  Xyjrle  coor- 
dinate Cm  j  mn  deU'  altro  pùnto  n  preso  ad  arbitrio  .  Si  uni- 
sca la  retta  nN  ,  che  incontri  .in  Q  il  semidiametro  CF  ,  e 
per  N  si  tiri  la  NO  parallela  alla  MG.  Sarà  nO  =  nm  —  NM 
-=^—  h  ,  NO  =  GM  —  Cm  =  6  —  3c  .  Ed  esprimendo  per 
i  z  t  V  ignoto  rapporto  di  sen.lSnO  a  sen.hHO  ,  sarà  1  :  t 
::  b —  x:  y  — A  5  e  quindi  j — A  =  ^  (  6— or  ).  Or  l'e- 

*  S-  72.     quazione  della  data  ellisse  relativamente  a'  punti  n ,  N  *  ha  le 

seguenti  divise 

r'  =  V'—  ^^'     ,    ed    /t'  =  y-— -^è' .  ' 

Se  dunque  la  seconda  di  queste  due  equazioni  tolgasi  dalla 
prima»  si  avrà     •■    >  ^ 

E  dividendone  per  j  —  h  il  primo  membro  ,  e  per  <(6  —  x) 
il  secondo ,  (  lo  che  sempre  può  effettuarsi  esattamente  (1)  ,  e 
convien  £urlo  prima  della  seguente  sostituzione  ) ,  ne  verrà 

Finalmente  nel  primo  membro  di  quest'  ultima  equazione 
pongasi  h  pe^  ^  ,  e  nel  secondo  h  per  x .     Sarà 

T        h 

t—  — X-r C 

«'        h 

*  $•  95.    Onde  la  grandezza  t  resterà  determinata  ,  come  qui  sopra  *• 

DiM.    Essendo  uguali   per  l' equazione  A  ì   due  binom) 


(1)  La  differenza  di  due  qualunque  analitiche  potenze  è  sempre 
divisibile  per  quella  delle  loro  radici.  Lo  che  fu  noto  agli  analisti 
sin  à^^  tempi  di  Nicola  Tartaglia. 


oEXiU  SEZioia  conicHfi 


ea 


y 


^*>-  fc*  )  e   — 7(  &"  — •  a:'  )  ;  ed  altresì  uguali  i  loro  divi- 

sbri  j^  — A  ,  £  (&  —  Jc)  ^  dovranno   benanche  par^giarà  i 
quoti  j  che  in  siinilì  casi  deggionsi  esattamente  ottenere  ,  cioè 

jr  ^  ^ ,  -^  X  ■  •  Ma  quando  la  QN  £yien  tangente 

della  curva  in  Q  ,  dee  essere  *  NM  =  nm ,  e  GM  ss  Gm  • 
Dunque  ponendo  /k  per  j^  ^  e  6  per  or   nell'  equazione  B  ,  si 
avrà ,  &tte  le  riduzioni ,  il  yalore  della  ^  di  già  esibito  nell'e-* 
qiuudone  G  • 

§•  gg.  ScoL.  Tanto  quel  metodo  Euleriano  ,  che  ques^  al^ 
tro  y  che  vi  ho  sostituito ,  si  possono  universalizzare  per  qua* 
lunque  curva  algebrica ,  e  per  un  sistema  di  coordinate  obbli- 
que ,  che  ne  piaccia  •  Ed  amendue  i  detti  metodi  v^gonsi  pio- 
cedere  per  un  sentiero  retto  ,  e  luminoso  ,  evitandosi  quegU 
analitici  andirivieni ,  che  si  sogliono  par  altre  yie  incontrare  ^ 


€ip.  1. 


S.   3u 
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CAPITOLO    II. 

Delle  takoenti  ,  e  pelle  secajbiti  dell'ellisse. 

^  100.  Que' geometri ,  che  sì  sono'  iinpeguati  a  svolger 
le  proprietà  de'  conici  coli'  analisi  moderna ,  vi  sogliono  trascu- 
rare la  teorica  delle  tangenti ,  e  delle  secanti  di  queste  linee 
rette  di  secondo  ordine  ,  o  lievi  cose  sol  vi  sospingono  .  Ma 
r  analisi  Cartesiana  è  potente  a  svilupparla  compiutamente  ,  e 
con  chiarezza  ,  come  il  farò  vedere  in  questo  Capo  ^  E  poi 
tiOVL  SO  ,  s'  ella  per  la  Geometria  analitica  a  due  cooi-dinate  pos- 
sa riusciine  a  lodevol  fine . 

PROPOSIZIONE    Xll. 

PROBLEMA. 

* /?g.  i3.  §.101.  Data  di  posizione  la  retta  PE*,    che 

incontri  la  data  ellisse  ANE  ,  e  dato  in  essa  retta 
il  punto  P  \  valutarne  il  rettangolo  delle  sue  parti , 
che  restano  tra  la  curva  ,  el  detto  punto,  cioè  il 
rettangolo  NPE  . 

SoLuz.  Dal  dato  punto  P  si  meni  la PG  parallela  all'asse 
AB  della  data  curva .  E  dallo  stesso  punto  P ,  e  dall'  altro 
punto  N ,  eh'  è  una  delle  due  intersezioni  della  retta  PE ,  e 
dell'ellisse  ANE  ,  si  abbassino  le  perpendicolari  PR  ,  NM  al 
detto  asse  .  Inolti^e  si  chiamino  6  ,  A  le  coordinate  CR  ^  RP 
del    dato    punto  P;  e  per  le  a  ,  e  si  esprimano    il  semiasse- 
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maggiore ,  e  1  minore ,  come  qui  sopra  si  è  praticato*  ;  e  pò-      "^  $.  t3. 
sta  la  PN  =  j:,  si  &ccia  ^e/i.NPG  =//i  ,  e  oo^.NPG  =  n. 
Sarà  PN  :  PG  ::  rag.  :  coj.NPG  ,  ciqè  x  :  PG  ::  i  :  w, 
e  quindi  PG  =:  nx  .  E  così  piie  sarà  NG  ^=z  ma: .  Onde    le 
coordinate    CM ,    MN  del   punto    N   saranno   ri^ttivamente 

e' 
b  —  Tior  ,  A  +  mx  .  Ed  essendo  NIVI'  =  e'  -^  — t^GM",  per 

la  natura  della   data  ellisse,  si  avi*à  ne' simboli  di  queste  geo- 
metriche gi*andezze  la  sottoposta  equazione 


m^jc^  +  amhx^  h^  :s:  e*  —  -~  (i'  -->  2Ìinx  +  n^jc^  ) 

che  ordinata  rispetto  ad  x  diviene 

QTììhà'  —  2nbc^  cCK  +  Vc^  —  a'c' 

Ma  i  due  valori  della  radice  x  di  quest'  ultima  equazione  sono 
designati  dalle  due  rette  PN  ,  PE  ;  é  F  ultimo  termine  di  essa 
n'  esprime  il  prodotto  loro .  Dunque  saia  il  rettangolo 


^^^  -        m'a»  +  n'c'  ^- 

K  questa  cosa  dpveasi  principalinente  qui  rinvenire  /  Che  sé 
dallo  sitesso  punto  P  si  tiri  un'altra  segante  P/ie,  la  quale  fac- 
cia colla  PG  r  angolo  nPG  ,  di  cui  il  seno  sia  ;? ,  e  q  il  co- 
seno ,  si  dimostrerà  co' medesimi  principj  quassù  adoperati  es- 
s»TC  r  altro  rettangolo 

p  a    +  ^  e 
§.103.  Cor.  Quindi,  condotti  nella  data  ellisse  1  semidiametri 
CF,  C/  rispettivamente  paralleli  alle  Corde  NE,  jte^  si  dividano 

Jc  due  frazioni  C  •  D  per  lo  stesso  fratto     — ^ — ; 
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colla  quale   operaxìone  non   yìcnsì  a  turbare  il  rapporto  loro  ; 
dovrà  risultarne 


ne  a  e 


ma  4-  ne       p'a   +  q  e'  •  ^ 

§.  io3.  ScoL.  Nella  prop.  a.  del  Capo  I.  furon  date 
di  sito  una  retta  ,  ed  un'  ellisse  ,  e  vi  si  rinvennero  analitica- 
mente i  loro  incontri .  In  quest'altra  n'è  data  di  posizione  un' el- 
lisse ,  ed  una  retta  ,  che  però  conducesi  per  un  dato  punto  , 
e  si  domanda  di  valutare  il  rettangolo  delle  intercette  fra  la 
curva  e  '1  punto  •  Or  se  con  questo  parallelo  ho  voluto  a'  gio- 
vani mostrare  la  con*ispondeuza  delle  pro]X)ste  indagini  ;  essi  di 
propria  avvertenza  hail  dovuto  intendere  l' unità  ,  e  V  agevo- 
lezza del  metodo  ,  onde  le  ho  eseguite  •  Imperocché  In  sola* 
ziofie  di  qiiesto  problema  vedesi  guidata  per  una  proprietà 
delC  equazioni  di  seeondo  grado ,  e  per  un  altra  quelle  de' pro- 
blemi precedenti.  Ma  una  serie  di  utilissime  conseguenze,  di 
cui  le  principali  ho  qui  raccolte  in  forma  di  teoremi ,  vedran 
fluire  da  questi  risultamenti ,  che  pareano  inutili  ^  q  almeno  di 
jK)ca  imjìortanza  . 

§.  104.  Teok.  1.  Se  due  corde  di  un^  ellisse  s^  interse- 
duna  entro  la  curva  ;  /  rettangoli  de  loro  segmenti  saran 
proporzionali  a!  quadrali  de  diametri  ad  esse  paralleli .  E  , 
se  questi  diametri  ne  stieno  inclinati  air  asse  ugualmente , 
§.  55.  nel  qual  caso  si  debbon  essi  eguagliare  ^  \  que' due  rettdn- 
gr^li  saranno  uguali. 

%.  io5.  Teor.  11.  Se  da  un  punto  ^  ch^  è  fuori  di 
un'ellisse^  le  si  conducan  due  seganti  \  i  rettàngoli  delle 
intere  seganti  nelle  loro  parti  esterne  saranno  come  i  qua- 
drati de  diametrf  ad  esse  paralleli .   Onde ,   se  i  detti  dia^ 
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metri  sieno  ugualmente  inclimiti  alV  asse ,  que^  due  rcttan^ 
goli  dovran  pareggiarsi . 

§.  lod.  Teor.  111.  E  conducendo  da  quel  punto  una 
segante  ,  ed  una  tangente  alla  sottoposta  ellisse  ,  sarà  il 
rettangolo  deW  intera  segante  nella  parte  che  n'è  fuoriy  al 
qiuuirato  della  tangente^  come  il  qmuirato  del  diametro  par 
rallelo  alla  segante  a  quello  di  un  altro  diametro  parallelo 
alla  tangente  .  E  ^  se  questi  diametri  hiclimtnsi  alV  asse  u- 
gualmente  j  quel  rettangolo  ne  sarà  uguale  al  quadrato  . 

§.    107.    Teor.    iv.  Le  due  tangenti  ,  che  comlucon- 
si  da  un  punto  ad   uri  ellisse*  ,  non  sono  sempre  uguali^     *  5.  42. 
tome  lo  è  nel  ctrchio  ,  ma  ìiella  ragion    de^ diametri  pa- 
ralleli ad  esse  .   Onde  ,  se  quel  punto  stia  per  dritto   con 
uno  de  due  assi ,  le  suddette  tangenti  saranno    uguali  . 

§.  1Ò8.  Teor.  v.  JUorchè  una  corda  deW  ellisse  ne 
intersechi  due  altre  ^  che  sieno  parallele  ;  i  rettangoli  de'seg- 
menti  di  qiwste  saranno  proporziorutli  a  corrispondenti  ret- 
tangoli de  sjgmtnti  di  quella  • 

§.109.  Teor.  vi.  E  ,  se  neW  ellisse  due  corde  paralle- 
le incontrino  una  di  lei  tangente  ;  i  rettangoli  delle  inte- 
re seganti  nelle  loro  parti  esterne  saranno  come  i  quadra- 
ti delle  parti  della  tangente  j  che  restano  traile  rispettive 
seganti ,  e  7  contatto  . 

§.  1  lu.  Cor.  Dunque  un  cercliio  può  segare  uu'  ellisse  in 
quatti*o  punti  •  Eli  può  segarla  in  due  punti ,  ed  insiem  toccar- 
la in  un  altro  .  £  può  benanche  toccarla  in  due  punti  •  Le 
quali  cose  discendono  dalle  seconde  parti  de' primi  quattro  tco-  - 
.  remi  •  Ma  non  per  tanto  gioverà  conoscerle  adeguatamente ,  e 
colla  luce  dell'  analisi  del  problema  ,  che  passo  a  risolvere  • 
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.PROPOSIZIONE  xni. 


1 

■  > 


PROBLEMA. 


^g.  i{.  §•    III-  Data  di  posizione  l'ellisse  ADB*  (i), 

el  cerchio  ^e\  raggiò  r  :  si  ^  uol  determinare  ,  se  que- 
ste  due  curve  abbiansi  ad  incontrare:  ed  incontrali- 
dosi  qu£^U  sieno  i  punti  del  loro  incontro  . 

SoLuz.  Le  rette  AC  ,  CD  dinotino  il  semiasse  maggiore  , 
e  'I  minore  della  data  ellisse  ,  che  qui  anche  dicansi  a^  e  :  dal 
punto  G  centro  del  dato  cerchio  si  abbassino  sulle  AC  ,  CD  le 
perJ)endicolari  OR ,  GÈ  ;  ed  esprimaiisi  per  &  ,  A  le  coordi- 
nate CR  ,  RG  del  detto  celitro .  Inoltre  dal  punto  M  ,  che  sup- 
pongasi  essere  nijo  degP incontri  (l<?lle  date  curve,  si  ordini 
air  asse  AB  della  prima  di  queste  due  curve  la  MN  ;  e  le  coor- 
dinate CN  ,  NM  ,  che  gli  appartengono  ,  si  chiamino  x\  j. 
Sarà  la  GÒ=CN— CRiziar  —6  ,  elaMÒ=rMN— NO 
=:j' —  hi  cioè  a  dire  le  coordinate  del  cerchio  saranno  x— -6, 
j  —  /i ,  e  r  equazione  di  questa  curva  dovrà  essere 

ii—hy  +  (ix—by=r^ .  .  ; ,  .  A 

Laddove  quella  dell'  ellisse  ,  come  dal  problema  i.  si  racco- 
glie ,  n'  è 

e' 
r'  =  e' r^' B 

Ciò  premesso  ,  si  dimini  la^  dalle  due  equazioni  A ,  B  ; 
e  l' emergente  equazione ,  che  dee  esser  biquadratica  9  »   dino- 
•        ti  per  K  •  Dico  esser  le  radici  reali  ^  ed  ineguali  deU*  equa- 
zione K  I  scolori  delle  ascisse  della   data   ellisse    ADB  ,  le 


(1)  Di  quesf  ellisse  s^ntendono  anche  dati  i  semiassi  conjugati  ^ 
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quali  corrispondono  alle  ordinate  pe  punti  d^  intersezione  . 

DiM.  Nel  punto  M  ,  eh'  è  uno  dcgl'  incontri  delle  date 
curve  ,  debbonsi  eguagliare  Ic^  ,  che  corrispondono  alla  stessa  x.  * 
Dunque  le  due  locali  A,  B  }K)tranno  considerarsi,  come  due  al* 
gebriche  equazioni ,  che  abbiano  \e  x  ^  y  per  ignote  ,  e  che 
sien  potenti  a  determinai'vele.  E  perciò  eliminando  la  ^  dalle  an- 
zidette equazioni  dovrà  emergerne  la  K  di  quarto  grado  ,  che 
vi  tien  la  x  per  ignota  .  E  tal  si  rinverrebbe ,  se  il  calcolo  si 
dirigesse  a  qualche  alti*o  incontro  delle  date  curve  (1)  '•  poi- 
ché quivi  debbono  benanche  militare  le  medesime  locali  A,  B. 
Dunque  le  radici  reali ,  ed  ineguah  dell'  equazione  K  dovran- 
no esibirci  queUe  ascisse  della  data  ellisse  ADB  ,  le  cui  corri- 
spondenti ordinate  passano  per  le  intersezioni  di  essa  curva.,  e 
del  cerchio . 

Intanto  sottraggasi  1'  equazione  A  dall'  alti  a  B  ,  e  nel  re- 
siduo pongasi  in  luogo  della  x  la  grandezza  oi  ,  che  sia  una 
delle  radici  reali  dell'  equazione  K  ;  dovrà  risultai^ne  (a)  la 

J  —  -r  (e'  +  A'  —  r'  +  6"  +    —r—  »'  —  si*) 
che  ben  si  vede  esser  reale  ,  ed  a  qual  ramo  della  data  ellisse 


(1)  Vedi  la  not    al  J.   18- 

(2)  Il  sommo  Newton  fu  di  parere  ,  clie  per  risolvere  elegante- 
mente un  problema  solido  convenga  combinar  col  cerchio  un'ellisse, 
come  quella  ,  che  fra  le  curve  copiche  è  la  pili  facile  ad  esser  de- 
scriua  organicamente  .  E  che  in  tal  congiuntura,  ad  esempio  delF  im- 
mortale Archimede,  debbasi  preferire  una  ^comoda  operazione  alle  a- 
gevoli  geometriche,  o  analitiche  speculazioni.  Onde  ho  voluto  anche 
per  tal  ragione  intrattenermi  alquanto  sulla  combiuazion  di  queste 
due  curve . 


/ 
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ella  ne  debba  apparteuere  .  Ne  quindi  può  temerai  ciò  ,  che 
sovente  in  simili  casi  avvenir  suole ,  che  alle  radici  i^ali  dell'  an- 
zidetta equazione  vi  corrispondano  ordinate  immaginai'ie  ,  ed 
immaginarie  intersezioni  delle  curve . 

§.  11  a.  Cor.  I.  Se  le  due intei*sezioni  L,  M  del  cerchio, 
e  dell'  ellisse  si  ti*ovino  hitervallate  fra  loro  per  una  distanza 
infinitesima  ;  la  retta  LM  , .  che  conducesi  per  esse  ,  dovrà  es- 
ser tangente  all'  una  curva  ,  ed  all'  altra  :  e  queste  due  cur\c 
si  dovranno  puranche  toccai^e  in  tal  luogo.  Ed  oltre  a  ciò  le  a- 
scisse  X  corrispondenti  a  que'due  pmiti  si  |)otranuo  prendere 
per  uguali . 

§.  II 3.  Cor.  n.  Dunque  nel  caso  ^  che  sìeno  uguali 
due  delle  radici  reali  deW  equazione  K  ,  le  mentasi  aie  cur-  , 
ve  dovran  toccarsi.  Ne  l'egualità  di  queste  due  radici  poUà 
£tscriversi  ad  un  punto  dóppio  ,  eli'  è  1'  incontro  di  due  diver- 
^  ramificazioni  di  una  stessa  curva  ;  poiché  ninna  delle  due 
date  curve  ha  un  tal  genere  di  rami  . 

§•   11 4*  Cor.  III.  Un  circolo ,  che  tocchi  un' ellisse^  può 
segarla  in  due  altri  punti  •  Quindi    è  ,  die  se    una  di    queste 
due  intersezioni  si  accosti  al  contatto  ,  tal   che  vi  s' immerga  ; 
dovrà  quivi  prodursi  un'  altro  genere  cE  contatto  ,  die  da'  geo- 
melii  suol  dirsi  osculatone  (i)  . 

§.   11 5.  Cor.  iv..  E  perdo,   se  tre  delle    radici    reali 


(1)  L' accuratissimo  «Giacomo  Bernoulli  cosi  acconciamente  defi- 
nisce r  osculazione  :  Si  concursui  ducurum  intersectionum^  sive  conta' 
etili  tertia  interscctio  accessent ,  e^  sic  ,  quod  osculimi  dicitur  ,  effe- 
ccrit,  Pag.  685.  ,  e  702.  E  Schooten  Gomm.  in  Gartes.  pag.  339. 
Del  che  in  appresso. 
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€feir  equazione  K  sieno  uguali;  quel  circolo  sarà  osculato^ 
re  deir  ellisse  . 

§.  116.  Cor.  V.  Se  tutte  e  quattro  le  radici  dell'equa- 
zione K  sieno  immaginarie  ,  quel  cerchio  non  potrà  incontrar 
J'  ellisse  in  alcun  punto  . 

§.  IÌ7.  Cor.  vi.  Un  r ercliio  ,  che  seghi  un'ellisse  in 
quattro  punti  *  ,  non  pub  altrove  incontrarla  .  E  ,  se  P  una  dì  *  5.  1 00. 
queste  due  curve  tocclii  1'  alti*a  in  due  parti  del  suo  perìmetro, 
in  niun'  altra  parte  potrà  incontrarla  .  E  lo  stesso  dee  dirsi 
nel  caso  ,  che  quel  cerchio  seghi  1'  ellisse  in  due  punti  ,  e  la 
tocchi  in  un  altro  .  1 

§.   118.  ScoL.  La  ricerca  ddle  intersezioni  di  due  curve 
algebriche  ,    che  per  le  vie  analitiche  <M*mai  si  dirìge  ,    vedesi 
esposta  a  molt'  intoppi ,  che  ne  divietano  il  progredire  .  Ed  in 
(MÙrna ,  se  il  prodotto  de'  gradi   deli'  equazioni    caratteristiche 
delle  date    curve  sia  maggiore  di  4*  9  t^ou    vi  sarà  mezzo    da 
prender  le  radici  dell'  emergente    equazione  :  e  ciò   per  difetto 
della  nostr'  Algebra  .  Ne  si  potran  quindi  valutar  le  ascisse  ,  che 
alle  ordinate  pe'  punti  d' intersezione  corrispondono  .  Ma  pur  si 
sappian  coteste  radici  ,  e  sieno  reaU  •  Il  numero  dì  queste  sarà 
quanto  quello  delle  intersezioni  delle  curve  ?  L'Ermanno ,  l'Eu- 
lero ,  il  Cramer  (1)  ,  ed  altri  profondi  geometri  dopo  dì  aver 
dileguati  i  dubbj  del  RoUe  ,  si  avvisaron  saggiamente  ,  che  il 
primo  di  que'  due  numeri  poteva  esser  maggiore  dell'  altro  .  E 
poi  ,  ancordiè  vadan  bene  tutte  queste  cose  ;  pui*  nondimeno , 


(1)  Si  legga  su  tal  proposito  la  Dissertazione  di  Ciac.  Ermanno 
Voi.  III.  Misceli.  Berolin.-  Cramer  nel  cap.  lY.  Jntrod,  uVjénal.  des 
lignts  courbes  ^  Eulero  vcrf.  II.  cap.  XIX.  Introd,  in  Analys,  Infin. 


\.. 
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se  ciascuna  delle  date  curve  sia  fornita  di  più  rami ,  sarà  dura 
cosa  5  e  malagevole  T  esplorarvi  in  quale  di  essi  debba    cadere 
r  ordinata  per  ognuna  delle  intersezioni .  Ma  per  buona  fortuna 
niuno  de' detti  ostacoli  incontrasi  nel  problema  quassù  risoluto  : 
onde  senza  tema  di  errori  procedesi  alle  conseguenze  (  i  )  .  E  su 
tal  proposito  gioverà  anche  l'avvertire  ,  che  il  problema  inver- 
so delle  intersezioni  ,  il  quale  dicesi  Costruzione   geometrica 
deir  equazioni ,  non  riceva  dall'  imperfezione  dell'  Algebra  de- 
trimento  .  Che    anzi  la  Geometria  i  cancelli    dell'  Algebra  ri- 
muovendo ,  le  porge  le  radici  reali  di  .una  qualunque  algebrica 
equazione  ,  ancorché  questa  sia  al  quarto  grado  supcriore  •  Poi- 
ché in  tal  problema  proponesì  un'  equazione  determinata  di  un 
qualunque  grado  ,  e  coli'  intersezione  di  due  curve  algebriche , 
che  vi  sicno  convenevolmente  dedotte ,  prescelte  ,  e  combina- 
te ,  si  assegnan  quelle  ascisse  ,  che  con  geometriche    divise  le 
radici  reali  della  proposta  equazione  rappresentano. 

(i)  Il  processo  di  quesle  operazioni  quanto  utile ,  altrettanto  glo- 
rioso al  nome  della  Geometria,  merita  di  esser  indicato.  Sia  X  =  o 
un'  equazione  algebrica  di  un  qualunque  grado  ,  ed  ella  si  risolya  in 
due    equazioni    indeterminate,    eh'  io    dinoto    per  y*  (a:,  y)=  o, 
ed  F(a7,j')r=o;  cioè  queste  sien  tali,  che  quella,  ch'emerge  dalleli-^ 
minarvi    la  nuova    rariabiley  sia    la  slessa  X  =3  o  .  Ove  per  riuscir 
senza  intoppi  ,  esigesi  ,  che  in  una  di  queste  due  equazioni  la  y   sia 
una  funzione  razionale  della  a?;  o  che  tale  si  possa  dal   maneggio  di 
osse  rinvenire  .   Ciò  premesso  ,  si  combinino  le    due  curve  ,   che  han 
per  equazioni  /{x^y)  =:  o,  e  F  (a:,  y  )  =3  o 5  cioè  quelle  curve  si  dis- 
pongano in  modo  ,  che  abbiano  una  medesima  linea  delle  a: ,  e  qui- 
vi un  medesimo  principio  di  esse ,  e  che  le  ordinate  positive  dell'  una 
restino  sulle  positive  dell'  altra  adattate  .  Le  ascisse ,  che  corrisponde- 
ranno alle  ordinate  per  le  intersezioni,  saranno  le  radici  reali  dell' e- 
quaziouQ  X  :=:  o  . 
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§.  119.  Dee  XIV.  Tre  grandezze  diconsi  nrmofucamen'' 
te  proporzionaK  ,  se  la  massima  £  esse  stia  alla  minima  , 
come  V  eccesso  della  massima  sulla  media  all'  eccesso  di  •  questa 
sulla  minima  . 

Son  dunque  i  tre  numeri  6  ,  4  >  ^  armonicamente  propor- 
zionali per  esser  condizionati    nel    proposto  modo  :  poiché  sta 
6  :  3  ::  6  —  4  *  4  "^  3*  ^^  anche  sarebbero  tali  questi  tre 
altri  numeri  6,  3  ,  a,  ancorché  essi  non  si   scorgano  analo- 
ghi a'  primi  • 

$.  i:2o.  Dee.  xv.  Una  retta  dicesi  divisa  armonica' 
mente  in  due  punti  ,  quando  l' intera  retta  stia  ad  un  de'  suoi 
segmenti  estremi)  come  l'altro  segmento /estremo  al  medio  . 
Questa  proporzione  fu  cliiamata  analogia  conterminale  dal 
nostro  valentissiroo  geometra  Giannalfonso  Sorelli  (i). 

Quando  la  retta  AB  *  si  riti-ovi  divisa  ne'  due  punti  C  ,  *  Jif.  i%^ 
G  nel  prescritto  modo  ,  cioè  che  stia  AB  r  BG  :  :  AC  :  CG , 
due  aj-mouicUe  analogie  si  dovranno  *in  essa  contenere  ;  e  for- 
Ht  })er  tal  ragione  Pappo  Alessandrino  disse  armonica  cotesta  di- 
visione. Imperocché  essendo  AC=  AB  —  BG  ,  CG==  BC — BG, 
sarà  AB  :  BG  ::  A!3  — BC  :  BC  — BG  ;  e  quindi  per  la 


(i)  Questo  valeDtuomo  ti(lus«e  in  un  ammirabile  compendio  i  Co- 
uict  di  Apollonio^  dandolo  in  luce  in  Roma  neU^anno  1679  \  e  si  valse 
di  c[ue»la  divisione  conlerminale  per  ordirvi  eleganti  dimostrasioni . 
Jl  de  la  Hire  in  una  consimile  opera  stampata  in  Parigi  nelP  a  mo 
.  168S  vi  adottò  per  principio  la  divisione  armonica,  cLe  anche  piac- 
<|ue  air  ingegnoso  Sig.  Pascal ,  al  Desargnes  ,  ed  ad  ahri  geooaetri 
accurati  (  F'eggasi  Kr<iffì  Geometr.  Suol.  $•  5^  )  *  E  si  riscontrino  le 
prop.9,  10,  11  del  Lib.  III.  Coli.  Mut.  di  Pappa,  perchè  queir  ac- 
concia nomenclatura  non  it  attriboisca  d  Blondel  ^  o  a  qualche  altro 

de'  citati  Geometri  "^^  *  5*  l^o- 

XO 
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precedente  definizione  debbon  esser  le  tre  rette  AB ,  BC  ,  BG 
armonicamente  proporzionali  •  Ed  in  simil  guisa  si  condudereb* 
be  y  die  sien  tali  le  ti'e  rette  AB  ,  AG  ,  AC  .  Per  la  qual 
cosa  ,  se  mai  sia  AB  =  6 ,  BC  =  4?  «  BG  =  3  ,  e  con  ciò 
AG  =  3  ,  AC  =  3,6  CG  =  i  ;  sarà  per  quella  divisione  ar- 
monica 6  :  3  ::  2  :  i  ;^,e  saran  poi  armonicamente  propor- 
zionali i  tre  numeri  6  ^  4  y  ^  7  ^^  anche  gli  altri  6,3,2. 

LEMMA. 

*Ai2-  5.    121.  Se  i  due  lati  AB",  AP*  del  triango- 

lo ABP  3Ìeno  divisi  armonicamente  ne' punti  C,  G, 
e  negli  altri  Q,  Rj  le  rette  CQ,  GR,  che  vi  con- 
giuijgono  le  sezioni  superiori  ,  e  le  inferiori  rispet- 
tivamente ,  dovran  convergere  ad  uno  stesso  punto 
della  base  prolungata  j  se  pur  non  le  sieno  parallele. 

Dm.  Si  ponga  AB  =  Uy  BG  =  6,  AP  =  »,  PR  =  /5  ;  e 
quindi  AG  =  a  —  6  ,  AR  =  «  —  /3  .  Sarà,  per  la  divisione 
armonica  della  retta  AB  ne'  punti  C,  G,  AB  :  BG  ;:  AC  :  CG, 
e  componendo  AB  +  BG  :  BG  :  :  AG  :  CG  ,  cioè  ne*  loro 
simboli  sarà  a  +  6  :  è  II  a  —  b  :  CG.  Onde  dovrà  essere 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  dover  risultare 


QR 


E  si  vedrà  poi  dalle  recate  espressioni  delle  CG,  GB,  che  stia 
CG  :  GB  ::  a  ■—  6  :  a  +  ^-  ^'^  conducaà  per  R  la  retta  TRS 
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parallela  al  lato  AB  del  proposto  triangolo .  Sarà    il   triangolo 
AQC  simile  all'  altro  RQS  ,  e  quindi  AQ  :  AC  ::  QR  :  RS  ,     > 

onde  sarà  RS  =  — ^  ( V  Ma  per  la  simililudine  degli 

■ 
altri  dae  triangoli  ABP  ,  RTP  sta  AP  :  AB  ::  RP  :  RT  ,  cioè 

«  :  a  ::  /J  :  RT  ,  che    sarà  uguale  ad    -^    .  E  sarà  quin- 

di  RS  :  RT  ::  a  *—  6  :  a  +  6 ,  Io  che  nelle  loro  espressio* 
ni  si  ravvisa  •  Dunque    starà   CG  :  GB    ::  SR  :  RT  ;  e   le 
due  CQ  ,  GR  dovran  concorrere  ad  un  medesimo  punto  della 
base  BP  prolungata  verso  H  . 

Che  se  mai  si  ritrovi  esser  BA  :  AC  ::  PA  :  AQ ,  dovrà 
esser  anche  BG  :  GC  ::  PR  :  RQ  *;  e  quindi  sarà  tanto  la    *  5.  no. 
retta   CQ,  die  l'altra  GR  paraDela  alla  base  BP  del  proposto 
triangolo  • 

P&OPOSIZIONE    XIV. 

TEOREMA. 

§.   122.  Se  dal  punto  A  *  cadano  nella  sotto-    '-^f*  *^* 
posta  ellisse  NBG  le  due  tangenti  AB  ,   AG  ,   ed 
una  qualunque  segante  AE  ^   questa  segante  dovrà 
esser  divisa  armonicamente  dalla  curva  NBG ,  e  dalla 
retta  BC  fra'  contatti . 

DiM.  Sì  tiri  la  retta  AK  ,  per  lo  punto  A ,  e  per  lo  cen- 
tro dell'ellisse  NBG.  Ed   a  questo  diametro  si  conducano  pei* 


N 


Gap.   3. 


76 


TBATTàTo  Analitico 


le  sezioni  D  ,  E  le  semiordinate  DP ,  EK  ,  che  incontrino  ia 
H  ,  F  la  tangente  ACF .  Ed  oltre  a  ciò  si  ponga  DP  =^  , 
EK  =  F,  HP  =  i^ ,  FK  =:  y.  Sarà  per  la  natura  del  trian- 
golo  KAF  ,  dal  cui  vertice  A  si  è  condotta  in  sulla  base  la  ret- 
ta AE  ,  F'  —  Y'  :  ì;'  —  j^  ::  AF'  :  AH'  .  Ma  per  la  na- 
»  J,  log.  tura  *  della  tangente  AC  dell'  ellisse  NBG  sta  poi  V*  —  F'  ! 
^'—7'::  CF'  :  CH\  Dunque  staFà  AF^  :  Aff  ::CF*:  CH%  ed 
AF  :  AH  ::  CP  :  CH  ,  cioè  AE  :  AD  ::  EO  :  OD  . 

*  5.   gS.  §.123-  Cor.  i.    Sia  come  qui   sopra*  il  scmidiaHietro 
*/7j.  i5.    CA*=  »,  l'ascissa  dal  centro,  che  corrisponde  all' ordinata  per  lo 

contatto,  cioè  CN=:ar,  e  quindi  NA  =  CA — CN  =  * — x^ 

*  $.  95.    edNG=CG+CN=*  +  ^.  Sarà  *  CP  =  ^ ,  e  perciò 

X 

GP=CG+CP=-1(»  +x) 

X  ^  ^ 

e  PA  =  CP  — CA=  JL  (  fli— x). 

X  ^  ^ 

E  conoscendosi  per  intuizione  essere 
X    ^      '       'oc 


X 


(»  +  ar):— (*  — -r)  :;  9.  ^  x  :  ix- 

saran  proporzionali  le  grandezze  da  questi    simboli    rappresen- 
tate ,  cioè  a  dire  starà  GP  :  PA  ::  CN  :  NA  .  E  jìerciò 

§.  124*  Cor.  II •  Un  diametro  deW  ellisse  ,  che  in- 
contri  una  qualunque  tangente  di  essa  curva  ^  dee  restar 
dis^iso  armonicamente  dal  perimetro^  e  daifordinata  per  lo 
contatto.  E  questa  verità  discende  immediatamente  dalla  natu- 
ra di  tal  curva ,  e  senza  ricorrere  all'  intermedia  teorica  delle 
tangenti,  e  delle  secanti,  come  si  è  praticato  in  questo  teorema. 


f 
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PROPOSIZIONE    XV. 

T  E  O  11  E  M   A  • 

§.  laS.  Se  dal  punto  A*  esistente  fuori  l'ellis-  */g.  i6. 
se  ^BG  cadano  su  questa  curva  le  due  tangenti 
AB ,  AC  ,  e  le  due  seganti  AG  ,  AE  :  le  rette 
LD  ,  GÈ ,  che  passano  per  le  sezioni  superiori ,  e 
per  le  inferiori  rispettivamente  ,  dovranno  convergere 
ad  uno  stesso  punto  deUa  retta  BC  fra' contatti  5  se 
pur  non  sien  quelle  parallele  a  questa  • 

DiM.  Al  presente  teorema  può  adattarsi  la  medèsiina  di- 
mostrazione del  lemma  precedente . 

§.    136.  Cor.   1.  Se  la  segante  AG  si   volga    con  moto 
angolare  intorno  al  punto  A  ,  e  verso  1'  altra  segante  A£  ;  le 
rette,  che  uniscono  i  punti  mobili  L,  G  cogl' immobili  D,  E, 
dovran  sempre   unirsi   fra  loro  in  un   punto   della   retta   BG 
fra'  contatti .  E  nell'  atto  ,  die  la  AG  passa  a  combaciare  fX)l- 
r  altra  AE  ;  le  corde  de'  due  archetti  D^ ,  £e  ^  e  le  tangen- 
ti deUa  curva  in  D,  E,  dovranno  benanche  raccorsi  in  un  pun- 
to della  BG  . 

§.  1^7.  CoB.  n.  Dunque:  Se  dai  punto k  cadano  sul- 
la sottoposta  ellisse  NBG  le  due  tangenti  AB  ,  AG  ,  ed 
una  sola  secante  AE  ,  e  né  puhti  D,  E,  osfe  questa  ne  in- 
contri la  curva ,  ie  si  conducano  le  tangenti  DR  ,  ER  ;  an- 
che queste  tangenti  dovranno  unirsi  in  uno  stesso  punto 
della  retta  l&C  fra"  contatti . 

y   laS.'ScoL.  Nel  congegnare  un'analitica  dimostrazione 
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al  presente  teorema  più  ore  io  spesi   indamo  od    voler   quella 
dalTequazion  dell'ellisse,  ed  in  £icil  modo  dmyare  .    Ma  poi- 
ché mi  avvidi ,  che  cotesta  ricerca  potevasi  istituire  in  un  tri- 
angolo ,  i  cui  lati  fosser  divisi  armonicamente^  e  pe' punti  delle 
divisioni  vi  passassero  due  rette  ;  io  mi  rivolsi  <li  buon  grado 
ad  esplorare ,  se  queste  rette  dovesser  convellere  ad  uno  stesso 
punto  della  base.  Ed  avendo  ciò  analiticamente,  ed  in  agevol 
maniera  dimostrato  ,  ne  £3rmai  il  lemma  precedente ,  che  rac- 
chiude una  rigida  ,    e  soddis&ceute   dimostrazione   al  teorema 
quassù  proposto. 

PROPOSIZIONE    XVI. 


TEOREMA. 


jg^  i5,  §.  129.  Nell'ellisse  AMG*  il  rettangolo  delle  due 

tangenti  verticali  AO,  GT,  comunque  tagliate  da  una 
tangente  laterale  OT  ,  è  sempre  uguale  al  quadrato 
dèi  semidiametro  CQ  parallelo  a  quelle  due  tangen- 
ti .  Ed  un    tal   rettangolo  n'  è   poi  un  massimo  • 

DiM.  Si  ponga  il  semidiametro  CA  =  »,  cioè  quello  ,  che 

« 

passa  per  lo  contatto  di  una  delle  due  tangenti  verticali ,  e  1 
suo  conjugato  CQ  =  r.  Ed  oltre  a  ciò  si  chiamino  ^  ,  ^  le 
cooi'dinate  CN,  NM,  che  corrispondono  al  punto  M  del  contatto 
della  tangente  laterale  MO  ,  che  incontri  la  CA  in  P.  Dovrà 


a'      ,  ,        a*  —  x' 


*   «.   q5.      esser  "*  la  retta  PC  =  —  ,  la  sottangente  PN  = 

•^      V  X  X 
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e  quindi  PG=PC  +  CG=  —  (»+Jc),  e  PA  =  PC  — 
CA  =  — .  (*—  jc)  ,  come  nel  §.  122.  Ma  i  triangoli  PAO  , 

X 

PGT  sono  simili  al  triangolo  PNM  •  Dunque  sarà  PN  :  NM 
::  PA  :  AO ,  ed  anche  PN  :  NM  :;  PG  :  GT  ;  cioè  ne'  sim- 
boli di  queste  grandezze  dovrà  essere 


»• 


X' 


X 


'jr 


X' 


X 

9> 


)  :  AO  =  -^f 


:  («  —  a:, 

:   (•  +  ar)  :  GT  =        *^      . 


X  ^^  X     ^  '  »  —    X 

£  sarà  finalmente  iT  rettangolo 

AO  X  GT  =    ,  f^^  ,,  =  r% 

ponendovi  il  valore  della  y^  esibito  nella  prop.  vn. 

Paat.  II.  Inoltre  dal  punto  t  della  TS  vicinissimo  all'al- 
tro T  conducasi  a  quel  punto  M  del  contatto  la  retta  ^M  ,  die 
incontri  in  o  la  tangente  verticale  AO  :  saranno  simili  i  due 
triangolctti  TM/  ,  OMo  .  Onde  sarà  Ti  :  Oo  ::  TM  :  MO 
.::  GN  :  NA  .  Ma  per2  la  divisione  armonica  *  deDa  retta  "^  $•.  n^ 
PG  ne*  punti  A  ,  N  ,  sta  GN  :  NA  ::  GP  :  PA  ::  GT  : 
AO.  Dunque  sarà  Ti  :  Oo  ;:  GT  :  AO  .  Ed  essendo  il  de- 
cremento della  GT  all'  incremento  deUa  AO  ,  come  la  GT 
alla  AO,  il  rettangolo  di  GT  in  AO  sarà  un  massimo,  o  pu- 
re un  minimo   (  1  )  .    Ma  qui    non  può  militare    il   minimo , 


(1)  Suppongansi  variabili  i  due    lati  AB  ,   BC*  del    rettangolo     ^  fig.  ig. 
ABCD ,  e  1  primo  di  essi    crescerne    della  particella  B& ,  e    V  altro 
decrescerne  della  Ce .  Sarà  chiaro ,  eh'  essendo  AB  :  B&  :  :  BC  :  Ce 
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potendo  svanire  il  rettangolo  di  GT  in  AO  ,  quando  la  TM 
facciasi  passare  per  lo  punto  A  ,  o  per  F  altro  G  .  Dunqu'  ei 
dovrà  e^re^un  massimo. 

§.  1 3o.  Cor.  i.  Si  tiri  il  semidiametro  CF  parallelo  alla  tan- 
gente laterale  MP,  il  quale  à  chiami  /35  e  l'altro  CQ  la  incontri 
»  S.  106.    in  B  .  Sarà  CA*  :  CF*  ::  GP  X  PA  •.  PM'  *  ;  e  quindi  CA  ; 
CF  ::  V  (GP  X  PA)  :  PM  .    E  questa  retta  PM  ne'sim- 

boli  di  quelle   dovrà  risultarne  uguale  a—    V(*'  —  "^)' 
Ma  PN  I  NG  ::  PM  :  MB ,  cioè 

'-^—  :  ^  ::  ^V(*'-^*)  :  MB  =  ^(^J_^.^ 

Dunque  dovrà  essere  il  rettangolo  di  PM  in  MB  uguale  a  j9\ 
§.  i3i.  Cor.  n.  E  perciò  il  rettangolo  delle  parti  di 
una  tangente  delV  ellisse  y  le  quali  restano  traU  contatto 
e  gF  incontri  di  due  qualunque  semidiametri  conjugati  ,  sarà 
di  una  costante  grandezza  ,  cioè  uguale  al  quadrato  del 
semidiametro  parallelo  ad  essa  tangente . 

§.  i3j.  Cor.  ni.  Ed  a  questo  quadrato  sarà  anche 
uguale  il  rettangolo  delle  parti  della  tangente  laterale  y 
die  restano  tra  7  contatto ,  e  ^le  qualunque  tangenti  ver* 
ticali .  Poiché  si  sa  dalla  prop.  xii.  §.   107.  essere 


debbano  essere  uguali  ì  rettangoletti  BbHc  ,  e  QcCD .  Onde  ìd 
tal  caso  non  ayrk  alcun  incremento  quel  rettangolo  ABCD  .  Ma 
quando  una  grandezza  non  ha  più  incremento ,  dee  esser  giunta  nei 
massimo  suo  grado .  Dunque  Q  detto  rettangolo  sarà  un  massimo .  In- 
tanto io  qui  appresso  dimostro  il  medesimo  assonto  con  un  metodo 
analitico  |  che  non  dipende  da  grandezze  infinitesime  ^  ed  è  ben  dw 
verso  da  quello  del  sagace  Hudden. 


V 
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Dunque  ,    multiplicando    la 


A  O   _    2L.  ^'^  '^ 

MO   -    /3     '   ®    TM  ~   7 

prìtna  frazione  per  la  terza  ,  e  poi  la  seconda  per  la  (piarla, 

^    AOxGT  'y*     «    .        ^  ,  ^  X 

$1   avrà   zrrr — =zt'  =  .  Ma  in  questo  teorema  si  e  dimo- 

MOxTM  /3"  ^ 

strato  AOxGT  ^  V  ;  dunque  sarà  MOxTM  =  /3* . 

§.   1^3.  ScOL.   La  yerltà  ,  che  ho    dia\ostrata  neUa  par- 
ie II.  di  questo  teorema  ,  fu  ignota  a'  Geometri    antichi  ,  e  si 
è  conosciuta  non   ha  guari  dall'acutissimo  Sig.    Lagrange   col 
suo  metodo  del|e  variazioni ,  o  con  quello  ,  onde   suol    rinve- 
nirsi una  curva ,  che  sia  adoma  m  una  data  proprietà  di  mas- 
simo ,  o  di  minimo  in  ciascun  punto  •  Il    dottissimo    sig.  La- 
croix    dirigesi    allo    stess'  oggetto  col   metodo    de'  massimi ,    e 
de' minimi  delle  funzioni  differenziali  (i)  .  Ed  io  mi   lusingo  , 
che  non  debba  dispiacere  a'  geometri    l'averla  io    rilevata  con 
pochi  giri  di  analisi  geometrica,  ed  in  un   modo  più    generale 
di  quello  de'  due  lodati  analisti .  Poiché  essi  si  sono  Hmitati  al 
solo  caso  ,  che  le  parallele  AO  ,  GT  sienò    perpendicolari  alla 
retta  GA  ,  che   cpngiunge  i  due  punti  dati    A  ,   G  :  e  que- 
sta retta  può    essere  comunque   obbliqua  a  quelle   due  •    Ma 
non  per  tanto  quel  primo  caso  può  anche  risolversi  coU'  Anali- 
si de'  finiti  in  &cil  modo,  come  il  fi)  qui  appresso ,  proponendo 
ne'  seguenti  termini  il 

PROBLEMA* 

$.  i34-    Dato  il  punto  ì&y  cK  è  in  mezzo  aite   due 


(i)    Tcggaai  il  5.    168.  delle  Fona.  Anafyt.  del  Srg.   Lagran- 

gt:  C't  $.  842.  del  Calcul  Jntegr.  del  Sig.  Lacroix% 
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rette  AV  ,  GT  perpendicoldri  alla  '  stessa  retta  AG  ,  de- 
terminarvi il  sito  della  trasversale  OT  ;  sicché  il  rettango- 
lo delle  due  intercette  AO  ,  GT  sia  un  massimo  • 

SoLUZ.  La  tangente  trigonometrica  dell' angolo  VMO,  ch'ò 
lina  grandezza  ignota  ,  si  chiami  t  ,  e  per  è,  h  esprimansi  l(i 
coordinale  AN,  NM  del  dato  punto  M,  che  si  rapporti  alla  di- 
rettrice AG  •  E  ponendo  uguale  ad  a  la  GA  metà  di  AG  , 
sarà  NG  =  aa  —  é,  che  per  brevità  esprimasi  per  / •  E  dovrà 
essere  V0  =  6<  (i)  ,  TS  =yi,^^AO  =  A  — é^GT  =À+yi, 
e1  rettangolo  di  AO  m  GT ^fe ^fht—bht^fbt'  .  Gò 
premesso  ,  si  cliiami  (f  il  valore  di  questo  rettangolo  ;  e  T  e- 
quazione  ,  che  nasce  pareggiando  q*  col  'precedente  quadrino^ 
mio  5.  si  ordini  rispetto   a  t ,  avrassi  quest'  altra  equazione 


V  + 

che  risoluta  ci  ofire 
h     , , 


¥ 


¥ 


Ma  cotesto    rancale  diviene    immaginario  ,  quando  q"  è  mag- 


/) 


giore  di  1C  +' 


,{bh—fhy 


W 


y  come  F  è  chiaro  di  per  ^  stes- 


so •  Dunque  quest'  ultima  espressione  -sarà  il  valore  della  q*  nel 
suo  massimo  grado  .  E  svanendo  in  tal  supposizione  il  secondo 
membro  dell'  equazione  B  ,  dovrà  restarne  il  primo  uguale  a 
zero  \  e  quindi  iarà  l' ignota 

^fjjT  \j  ^      h        ^a — 0 


tz=: 


(i)  Vedi  la  prima  delle  note  ^  $,  ^4* 
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Cioè 

—  :  6::aa  — 6:a  — 6;  ovvero  (i)PN;  NA  ::  NG  :  NG  . 
t 

Càò  'posto  ,  si  polui^hi  la   NM   in  D  ,  sicché    ND  sia 
media  proporzionale  tra  le  due  AN ,  NG  ;  e  la  GQ    parallela 
alla  NM  sia  quarta  proporzionale  in  ordine  alle  tre  rette  DN, 
MN ,  AG*  .  E  poi  co'  semiassi   conjugati  GA  ,  GQ^  intendasi    *  5,  aa. 
descrìtta  l' ellisse  ^AQG  *  ,  cui  si  tirì  nel  punto  M  la  tangen*    *  5.     1 . 
te  TMP  *  .  Sarà  da  quel  ,  che  ho  'conchiuso  ifel  $.  97  ^  /'a    '^  5.  38. 
soUangerUe  alt  ascissa  dal  vertice  vicino ,  come  quella  dal 
vertice    rimoto    alF  ascissa  dal    centro  ;  cioè  PN  :  N  A  :  : 
NG  :  NG.  E  quindi    cotesta  tangente  laterale   dovrà  troncare 
dalle  verticali  le   partì  AO  ,  GT  ,  che  vi  contengono  il  massi- 
mo rettangolo.  E  potendosi  ciò  dimostrare  per  qualunque  altro 
punto  dell'  ellisse  AMG  ;   questa  curva  sarà  fornita  della  pro- 
prietà  di  un   massimo   in  ciascun  de'  suoi  punti  • 

$•  i35.  GoR.  Supponendo  esser  la  inetta  AG  obbliqua  alle 
due  parallele  AO,  GT  ,  in  una  consimil  maniera  si  potrà  con- 
chiuder  lo  stesso  assunto  •  Ma  qui  la  t  dovrà  dinotare  il  rap- 
porto del  setio  dell'  angolo  OPA  al  seno  dell'  altro  AOP ,  come 
fu  praticato  nella  prop.  xi. 

§.  i36.  ScoL.  Il  voler  conseguire  con  un  metodo  subli- 
me ciò  ,  che  può  aversi  con  un  artifizio  elementare  ,  non  si 
è  mai  riputato  lodevole  impegno  •  E  perciò  io.  sou  d'  avviso  , 
che  il  mezzo  conveniente  per  l'indicata  ricerca  sia  l' impiegar- 
vi U  metodo  volgare  de' massimi,  e  de' minimi  ,  cui  potrà  a- 
dattarsi  Y  altro  ,  che  dicesi  metodo   inverso  delle   tangenti , 


(1)  Ibid. 
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cioè  quello  ,  onde  da  una  data  proprietà  di  una  curva  vi  si 
rimonta  alla  natura  .  £  tanto  nell'  un  metodo  ,  che  nell'  ahro 
potrà  procedersi  colla  Geometrìa  ,  o  coli'  Analisi  de'  finiti ,  o  de- 
gl'  infiniti ,  come  piacerà  alT  analista  (i). 

§.   137.  Dep.  XVI.  Due  ellissi  si  dicono  simili  fra  loro  > 
se  abbiano  gli  assi  maggiori  proporzionali  a'  minori  . 

PROPOSIZIONE   xvn. 

TEOREMA. 


¥ 


fig'  ^1'  §.   i38.  Data  di  posizione  l'ellisse  AOB  *  e1 

punto  P^  ritrovar  la  linea,  che  passa  pe' punti  medj 
delle  corde  ,  che  conducansi  per  esso   punto  . 

SoLiJZ,  Per  lo  punto  P  distendasi  ,  ove  ne  piaccia  ,  la 
corda  Nn  ,  il  cui  punto  medio  sia  F  .  E  dagli  estremi  N,  n 
di  essa  corda  ,  e  dal  punto  medio  F  si  abbassino  le  perpen- 
dicolari ND  ,  7w/ ,  FÉ  air  asse  maggiore  AB  ,  e  poi  sul  mi- 
nore si  tiri  dal  dato  punto  P  la  perpendicolare  PH  .  In  oItr« 
si  pongaPH  =  6  ^CHzn/i,  PM  =  ì;  ,  PG  =  jc,  e^GF  =:j. 

(1)  Nell'equazione  C  si  ponganole  variabili  a:,  y  in  luogo  del«- 
le  due  ^ ,  A ,  e  per  la  /  il  rapporto  del  differenziale  della  y  a  quel- 

dy 
"^N.i.  $.^^.ìo,dMsL  X*  j  cioè  ^    .  In  tal    modo  T  anzidetta  equazione  si    cw 

gerk  nella  se gueote  ,   eh'  è  una  delle  differenziali  separate, 

y  Vaao?  — xirV 

Ed  ella   integrata  co' principj   del  calcolo  sommatorie  ci  somministra 
r  equazione  Cy^z=.iax  —  a?a  ,    eh'  è  all'  ellisse  •   Ove  dovrà  esser  I4 


a 


constante  C  =  — 7  ,  ponendo  CQ  s=  e 
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Sarà  PG  :  GF  :;  PM  :  MN,  pe'trìangoli  àmiU  PGF,  PMN  , 
cioè    neloro  siroboli  a:  :  r  ::  v  •  MN  = 


X 


la  DN=DM  — MN  =  A  — -^  ,  e  la   CD  =  PH  +  PM 

=  6  +y  .  Ma  per  la  natura  dell' ellisse  ANB"  dee  esser  DN*    *  5.  16. 

=z  «* ^  X  CD' .  Dunque  cogT  indicati  valori  ddle  DN, 

e  DC  dovrà  jM*odur8Ì  la  seguente  equazione 

La  quale  ordinata  rispetto  ad  ^  taisformasi  in  quest'  altra 

ha^  xr  —  he"  x^  ^ 

^  —  2i^  — r^^-j — T-^r-  ^  ^^^ B 

Or  si  sa  per  le  algf*hriche  teorìe ,  che  la  metà  del  coeffidenle 

del  secondo  termine  dell'equazione  B,  [H-eso  coii  segno  contrario^ 

debba  eguagliarvi  la  semìsomma  delle  radici  PM ,  Pm  ,  che  (i) 

qui  è  la  PG  .  Dunque  ne'  loro  simboli  sarà 

Aa*  jcr  —  be'  x"  .  x   ,    ,  » 

T^V-; — 7— —  ^x^  cioè  ha  jr  —  bc^  x=,  a^y  +  e*  a:\ 

Quest'  ultima  equaslon  può  avere  la  seguente  forma , 

{ J  )    = 7-; r  (  ^  +  """  *)"    -  •  C 


(1)  Le  rette  PM  ,  Pm  dirìgonsi  a  parti  opposte  3  onde,  se 
Tana  di  esse  è  positiva,  T  altra  dee  esser  negativa;  e  la  loro  som- 
ma per  questa  contrarietà  di  segni  dovrk  equivalere  alla  dupla  PG^ 
•e  la  PG  esser  la  semisomma  di  quelle  rette .  Che  se  il  punto  P 
fosse  fuori  la  curva  ,  eoteste  rette  avrebber  lo  stesso  segno ,  è  con- 
verrebbe  effettivamente  sommarle  ,  come  si  è  praticato  nella  prop.  vi. 
io  fine . 


/ 
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Sicché  paragonandola  all'  equazione  A  del  problema  i.  ,  sì 
vedrà  immantinente ,  die  quella  al  par  di  questa  debbasi  ap- 
partenere ad  un'  ellisse   ,  dì  cui  le  cocHxlinate  rettangolari  son. 

espresse  da'binomj  x  +  —b  ,  —  h — j  ,  ed  i  quadrati  del 

semiasse  minore  ,  e  del  maggiore  vi  son  indicati  dalle   frazioni 

.      /  ,    '      >  ^  .  ,        ',  che   osservana    proporzionali 

alle  c%  a'  .  Dunque  : 

^.   ì3g.  Teor.  Neir  ellisse  In  linea  ,  die  dee  passare 

pé' punti  medj  delle  corde  convergenti  ad  un   dato  punto  , 

*$.  137.    tè  uti  altra  ellisse  simile  atta  prima'^  ^  e  similmente  posta  * 

%.   i4o«  ScoL.  Il  sig.  Tommaso  PeiTelli  espertissimo  ne' me- 
todi geometrici ,  ed  analitici  ,  come  il  rileviamo  da    certi  suoi 
Opuscoli  ,  e  dagli  enoomj  fiittigU  dall'  ab.  Grandi ,  dal  Fabro^ 
1%  e  da  altri,  sciolse  geometricamente,  e  con  greca  nitidezza  un 
tal  problema .  Era  dunque  necessario ,  eh'  io  vi  applicassi   l' a- 
natisi  algebrica ,  non  solo  per  attenermi  al  sistem£^  didascalico , 
che  ho  prescelto  sin  dal  principio  ;  ma  perchè  dovrò  valermi  del 
risultamento  analitico  di  questo  problema  per  risolverne  un  al- 
tro più  preclaro ,  e  che  sembra  agli  analitici  metodi  restio.  Iu- 
ta nto  la  soluzione  del  presente  problema  vedesi  guidata  per  una 
propr  ietà  delle   quadratiche    equazioni  ,  qual  n'  è  quella   della 
prop.  VI.  £  la  soluzione  del  seguente  problema   non  è  ,  che 
un  magistero  di  eliminazione  • 


V 
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PROPOSIZIONE    XVIII. 

TEOREMA.. 

§.   i4i.  Data  di  iwsizione  Fellisse  ANB*,  el   ""Ag-  ^8. 
punto  P,  vuol  detennìnafsi  la  linea,  ove  né  allogato  il 
concorso  R  delle  due  tangenti  condotte  per  gli  estremi 
dì  ciascuna  corda  Nn,  che  passi  per  quel  punto  dato . 

Sol.  Si  tiri  la  retta  CR'  dal    centro  G  della  data    ellisse 
al  punto  R ,  ove  concorrono  le  tangenti  condottile  per    gli  e- . 
stremi  N  ,  n  della  corda    NA  ,  eli'  e  una  di  quelle  ,  che  pas- 
sano   pel   dato    punto    P  •  Sarà  cliiaro  ,  eh'  ella  debba  incon* 
trar  la  corda  Naì  nel  punto  medio  F  *  .  Dal  punto  T  ,  ove  la    »  j.   96- 
inedesima  retta  ,  sega  la  curva  ,  e  dagli    altri  punti  R  ,  F    si 
tirino  suir  asse   AB  della  detta    curva  le    perpendicolari  TQ  , 
RS  ,  FÉ  .  Dovranno  essere  continuamente  proporzionali  le  tre 
rette  CS,  CQ,  C3E,,al.pr  ddkJojoflMloghe  CR  ,  CT  ,  CF  *•.  *   $,  95. 
E  perciò  ponendo. ,  come  qui  sopra  ,  PH  =  i  ,  e  CH  =  ^  , 
si  chiamina  i'  ,  2  le  ctk)rdi|iate  GS  )  SR    dejl  punto  R  .    Ed 

oltre  a  ciò  si  i)pnga   la  Q(^=t ,  e  *  quindi  la   GÈ  ;=  —  .       *  S-  95. 

E  poiché  ,  per  la  similitudine  de'  triangoli  CSR,  CEF,  sta  GS  : 

SR  ;:CE:«F,  cioè  t^  :  a  ::  —  :  EP ,  sarà  ^  il   valore 

della  EF.  E  così  anche,  per  ksimiglianza  de'triangoli  GSR,  CQT 
è€S:SR  ;:CQ:QT^  doè  a  <&e  f^  :  a  ::t  :  QT  '.  Onde 

te 
s»f4  QT  aK  -.m.    .  E  .si  dovrà  -ppi  concludere  ,  che  le  coo!*di- 
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nate  della  poposta  ellisse    AOB  ,  e  dell'  altra  ,  di'  è   la  locale 
t  lio.    de' punti  F*,  abbiano  i  seguenti  valori;  aoè 


PG=     il 


QT  = 


GF  =A 


tz 


zt' 


Ciò  premesso  ,  si  ponga  /  per  or ,  e  -^^  per  j-  nefl'  equazione 
*  5.    16.    j'  =  e' r  che  appartiensi  *  alla  prima    di    queste   due 


a 


t*z^ 
ellissi.  Sarà  — r  =  e* 


e  = 


c'è 
—e  quindi 


a 


a*cV* 


•  •  •  • 


Similmente  neD'  equazion  a*jr^  -|-  e*  or*  =  hay  —  ic'  JC  ,  eh'  è 
alla  seconda  ellisse  ,  si  pongano  per  le  a: ,  /  i  valori  delle 
coordinate  PG  ,  GF  di  già  recati .  E  fattevi  le  riduzioni  de'  ter* 


9*S^> 


mini  si  trov^à 


a'z't 


?*t 


et 


ha' 


+  —  = +  6c*  .  E  con  ciò 

V  V 


__  ha'z  +  be'  t>  . 


B  . 


Siccliè  pareggiando  i  vabri  della  medesima  t*  eabiti  nell'  equa- 
zi<Kii  A  ,  B  ,  si  otterrà 

a'c'=ha*z+bc'9,ez^^(^'-,). 

Dunque 

$•  i42«  Teor.  La  richiesta  locale  è  una  retta  indi' 

he 
naia  alt  asse  della  Jigura  pef  un  angolo.^  di  cui  riè  — -^ 
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la  tangente  trigonometrica  ,  ed  ^  la  distanza  del  centro 

deW  ellisse  dal  punto ,  osf*eUa  incontra  V  asse  . 

$.  143.  GoR.i.  La  retta  RV  sia  l'anzidetta  locale,  e  Tangolo, 
end'  ella  s'  ìqcIìdì  all'  asse  ,  si  dinoti  per  9  •  Giungasi  la  retta 
CP ,  e  si  duami  0  l'angolo  d' inclinazione  della  CP  al  medesi- 

mo  asse  ;  sarà  ^  =  tang.d.  Ed  avendo  proposto  in  questo  teo^ 

rema  esser  tans.f  =  -r— r  ?  sarà  tang.f  = x — r  • 

^  ^        ha"    ^  ^  tang.  6       a^ 

Onde  *  la  retta  RV  dovrà  esser  parallela  al  semidiametro  conju-    *  5.  77. 

gato  di  quello  ,  che  passa  pel  dato  punto  P. 

§•  i44-  CoR.n.  Sicché  y  se  ledasi  CL  a  CA  ,  come  CA 
CV ,  e  per  V  poi  si  distenda  la  retta  VR  pai-allela  al  semidia- 
metro  coniugato  di  quello  ,  che  passa  per  lo  punto  P  ;  la  retta 
VR  sarà  la  locale  addimandata  •  Imperocché  il  punto  V  è  il 
concorso  *  ddle  tangenti  menate  all'ellisse  per  gli  estremi  del-  ^  $.  36. 
V  ordinata  all'  asse ,  la  qual  si  conduce  per  quel  punto  dato  . 
Dunque  sapendosi  un  punto  di  questa  retta ,  e  la .  sua  inclina*- 
zione  al  detto  asse ,  ella  si  potrà  determinare  in  si  &cil  modo  • 

$.  145.  ScoL.  1.  Quest' anunìrabile  proprietà  dell'ellisse, 
che  poi  vedrassi  appartaiere  a  tutte  e  quattro  le  linee  di  secon** 
d' cadine ,  vien  dimostrata  ne'  Corsi  sintetici  con  brevi  lumino-* 
sìssime  ragioni  .  Il  sig.  Monge  la  deriva  da  principi  sublimi, 
e  per  la  teorica  de'piam  tangenti  le  superficie  di  rivoluzione(i). 
E  mi  parca  conveniente  rilevarla  coU'analisi  Cartesiana,  e  con  so- 
lamente considerarvi  l' equazioni  alla  data  ellisse ,  ed  aUa  locale 


(1)  Geometra  Descript.  J-  Sg. 

i3 
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de'punti  medj  delle  sue  corde,  che  passano  per  un  punto  dato» 
$.  146.  ScoL.  11.  Io  mi  lusingo,  che  non  sia  un  disador- 
no finimento  di  questo  Capo  V  indicare  a'  giovani ,  come  col- 
r  analisi  Cartesiana  si  possa  risolvere  il  problema  di  :  Condurre 
una  tangente  comune  alle  due  ellissi  MAP  ,  FRQ  date  di 
sito  )  di  specie  ,  e  di  grandezza  (i) .  Sia  dunque  la  MF  una 
*  Jig,  20,  comune  tangente*  alle  due  curve  date.  La  retta  CG,  che  uni- 
S(g  i  loro  centri ,  la  incontii  in  B .  Le  MN ,  FÉ  sieno  le  se- 
miordin£|te  a' semidiametri  CA,  GR;  e  quelle  passino  pe' punti 
M  ,  F  di  contatto  :  e  poi  la  FD  sia  parallela  alla  MN.  Sarà 
dato  di  specie  il  triangolo  FDE  ;  onde  i  suoi  lati  FÉ  ,  FD  , 
DE  jx)tran  supi)orsi  proporzionali  alle  tre  grandezze  date  m  , 
n,  r .  luoltie  si  chiamiiio  »,  h  i  sanidianietri  dati  CA,  GR  ; 
e  y  5  g:  i  loro  conjugati  :  e  posta  la  CG  =  6  ,  si  dicano  x  , 
^  le  sue  parti  CB  ,  GB  ;  e  con  ciò  la  v^  =  6  —  jc .  Sai-à  (2) 

CN=  — ,NB=^^^,    ed  MN  =  — V(a:'— O- 

JC  X  X  ^  ^ 

Onde  dovrà    essere  MN  :  NB  :  :  7  :  V  (  -^V —  *'  )  >  liberando 
da' fattoli  comuni  r  espressioni  delle  MN,  NB.  Similmente  sarà 

BE  =  ^^-=1^,  FE  =  lV(^"  — '*0 

FD  =  -^V(^'  — 'iO.    DE=  ^V(^"— ^'), 


(1)  Uii' eìlisse    dioesi  data  di  specie  ^  quando    sia  dato  il  rap* 

*  5.    137.     porto  de'  suoi  assi  *.- 

(a)  Vedi  5.  95.   per  la  prima  ^e  seconda  espressione;  e  la  terza 

*  5.    73.     poi  si    ricavi  dal   porvi  NM'  =  —  {  flc'-r-  CN*  )  *. 
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e         DB  =  DE— DE=   ÌIIH^   =-^V(^*  — A). 

E  si  conchiuderà  ,  come  nd  $.  prec.  ,  essere 

FD:DB::  ^  :  V(v'  — A')—  ^  . 

Ma  pe' triangoli  simiti  NBM  ,  FBD  sta  MN  :  NB  ::FD  : 
DB  .  Dunque  ne'  simboti  di  queste  ragioni  ^  ove  siasi  posta 
6  —  jr  per  v  ,  si  avrà 

m  ^        m 

Sicché  ^  riducendo  siSatt*  analogia  in  equazione ,  e  liberando  que- 
sta da'  radicali ,  si  otterrà  un'  equazione  biquadratica ,  le  cui  ra« 
dici  reali  saranno  i  valori  numerici  delle  CB  j  CB^ ,  etc.  sod- 
dis&centi  al  quesito  «  Del  che  altrove . 


/ 
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CAPITOLO  III. 

De'  Fuoch!  dell'  Ellisse  . 

§.  i47-  I  primi  punti  ad  esser  distinti,  e  definiti  in  quel* 
la  genesi  dell'  ellisse  ,  eh'  io  recai  nel  §•  !•  ,  non  son  che  i 
fuoclii  di  essa ,  de'  quali  qui  debbo  ragionare  a  disteso  .•  Ed 
in  primo  luogo  :  V  ordinata  alT  asse  ,  la  quale  gli  si  con- 
duca per^  ciascun  de*  due  fuochi ,  è  quanto  il  paranietro 
ff  -8.  .principale  *  '  Poiché  ponendo  e  per  x  neir  equazione  all' ellis- 
§.  16.     se  *,  e  liei  ri^ltamento  e*  per  a*  — e*  ,  ottiensi 

c^  .,  i 

§•79'  j'  =;=  — ^    ,  e  con  ciò  jr  =  —  p  ,  e  3/=p  *  . 

a  ^ 

§.148.  Inoltre  ;  Ogni  retta ^  che  da  un  fuoco  dell'  ellis- 
se si  tiri  ad  un  punto  di  questa  curva  ,  esprimesi  razionai-- 
mente  per  la  sua  ascissa  :  e  propriamente  V  è  uguale   al 

ex  j 

seguente  binomio  lineare  a  ±  — •  ,  ove  il  segno  +  dee  i'a- 

lere  ,   /  ella  sia  maggiore  del  semiasse  ,  e  '/  —  se  ne  sia 
minore  . 

La  dimostrazione  di  questa  verità  può  anche  attignersi  dal 

e* 

probi.  I.  ,   sostituendo    e' -;  a:'  in  luogo  della  jr^  nell'  e- 

a 

spressione  y  (^'  -f  (  e  ±  JC  )'  )  ,  che  disegna  la  detta  incli- 
nata .  Poiché  in  tal  modo  il  quadrinomio  y  che  sotto  di  que- 
sto segno  si  contiene  ,  diventa  un  quadrato  perfetto  ^  avente 
quel  binomio  per  radice  .  Ed  in  questo  aspetto .  il  sommo  £u-^ 
lero ,  ed  altri  analisti  han  saggiamente  ravvisato  i  fuochi  delle 
curve  coniche  • 
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%.  149.  Sicché  volendo  esibire  in  un  geometrico  prospet* 
to  coteste  analitiche  nozioni ,  si  fermi  il  quadrato  ACBD  *  sul 
semiasse  maggiore  AC  dell'  ellisse  ALK  .  £  presa  nel  lato  AD^ 
o  nel  'suo  prolungamento  la  retta  AH  ,  o  V  altra  Ah  uguale 
all'  eccentricità  AF  ;  si  congiungano  le  due  CK  ,  Ch .  Queste 


ex 


due  rette  saranno  le  locali  del  binomio  a  ±  . —  .  Cioè  a  dire 


a 


all'  ascissa    BQ   corrisponde   dal  fuoco  vicino  F    un'  inclinata 
quanto  la  QN  ,  e  dal  rìmoto  / 1' altra  uguale  alla  Qn  . 

Imperocché,  posta  la  BQ  =  CM  =  x,  sarà  la  MN  =  Mn  = 


ex 


a 


,  essenao  CÀ  :  AH  ::  GM  :  ]\fN  ,  e  quindi  dovrà  essere 


QN  =  QM  — MN=a 


~,eQrt  =  QM  +  Mn=a+  — 
a  •  a 


Ckw.  3. 


fS'  ^1 


$.   i5o.  Dunque  :  Le  rette  ^  che  si  conducono  dai  due 
fuochi  di  wi  ellisse  ad  un  medesimo  punto  di  questa  cur- 
va ,  sono  prese  insieme  uguali  alt  asse  maggiore  di  essa. 
La  qual  cosa  è  anche  conseguente  alla  genesi  dell'  ellisse  *.  *  $•  ^  * 

$.  i5i.  Def.  xvn.  Se  per  Fun  de' due  fuochi  dell' ellisse 
si  tiri  l' ordinata  all'  asse  ,  e  pe'  suoi  estremi  le  tangenti  alla 
curva  ;  il  concorso  di  queste  due  rette  suol  dirsi  punto  di  su- 
hlimità  .  E  la  parallela  menata  per  questo  punto  a  queU'  or- 
di^ata  si  chiama  linea  di  sublimità.  / 

$.  i5j.  Cor»  i.In  ogni  ellisse  debbon  esservi  duepun- 
ti  di  sublimità ,  ed  altrettante  linee  di  sublimità  ,  che  vi  sono 
al  disopra  de'  vertici  principali  della  curva  • 

^  $.  i53.  Cor.    ii.  Da  quel,  che  si  è  detto  nel  Capo'I. 
i\  raccoglie,,  che  il  semiasse  CA*  debba  passare  per  lo  concor-  '^  fig.  22. 
So  delle  tangenti  KL  ,  DL  menate  all'  ellisse  per  gU  estremi  del* 
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la  DK  ordinata  ali*  asse ,  e  per  lo  fuoc&  F,  e  che  debba  esser  FC  : 

CA  ::  CA  :  CL.  Onde  ne'  simboli  delle  CF  ,  CA  sarà  CL  =  — 

e 

ed  LF  =  CL—  CF  =  ^llI^  =  —  . 

e  e 

§.  i54-  Cor.  ih.  Dunque  dascuno  de' due  punti  di  su- 
blinodtà  dell'ellisse  dee  stare  nell'asse  prolungato  di  tal  curva ^ 
distandone  dal  fuoco  vicino  per  una  retta  ,  eh'  è  terza  proporr 
zionale  in  ordine  all'  eccentricità ,  ed  al  semiasse  minore  • 

PROPOSIZIONE    XIX. 


TEOREMA. 


§.  i55.  Le  rette ,  che  d'amendue  i  fuochi  del- 
r  ellisse  si  tirano  ad  uno  stesso  punto  di  una  tal  cur- 
va ,,  debbono  essere  ugualmente  inclinate  alla  tangen- 

»  '       - 

te  condottale  per  quel  punto .  O  vi  debbon  costitui- 
re angoli  uguali  colla  normale* 

*  fig.  23.        DiM.  AI  punto  N*. degl'ellisse  ÀMB  intendansi  condotte  la  tan<i 

gente  Gg^  e  la  normale  MR,  ed  allo  stesso  punto  M  i  due  rami 
FMjfM. .  Dico cisser  trase  uguali  gli  angoli FMG ,/Mg ,  e  quin-- 
di  anche  i  loro  cofnplementi,  ^M^  '  J^^  •  Imperocché  ponendo 

e'  a:' 

*  $.  44.    1'  ascissa  CN  =0: ,  e  con  dò  ^  la  sunnormale  RN  =± 


a 


sarà  la  rimanente  CR  ts  a?— =  x  ( ^  js^  -£-Ì. 

Se   dunque  quest'  ultimo   fratto  tolgasi  dalla  CF  =  e  ,  ed  e£ 
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Cap.  3. 


ptìX  à  aggiunga  alla  Cy=e,  avrassi 


ed 


e'  X  e    /  ex  \ 

a'  «    V  a  J 


Ed  essendo ,  come  inluitìvamente  ciò  si  comprende  , 

ex  e:t        e    t  ^^\       ^    f        .   ^'^\ 

a  a^        ^^.         ^-^       ^^  ^-^ 

saranno  benanche  {yroporzionalì  le  rette  rispettivamente  espresse 
da  questi  binomj .  Cioè  a  dire  starà  FM  ;  /M  :  :  FR  :  /R  ;  on- 
de saranno    tra  se  ugnali   gH  angoli  FMR,  yMR*,  e  con  ciò*  3.  El.v.i. 
l>euauche  i^uali  i  loro  complemeuti  FMG ,  /^Ig . 

« 
PROPOSIZIONE    XX. 


»  • 


T   E   O   R  ]S   M   A 


5.  i56.  Le  rette,  che  d*amendue  i  fuochi  del- 
l'ellisse condaconsi  ad  un  medesimo  punto  della  cur-^ 
va ,  contengono  un  rettangolo  aguale  al  quadrato  del 
semidiametro  conjugato  di  quello ,  clie  passa  pel  det- 
to punto .  E  ,1  rettangolo  de'  proposti  rami  starà  al 
quadrato  della  normale  in  tlhiplicata  ragione  dell'ai»- 
se  maggiore  al  minore  • 

DiM.  Premesse  le  medesime  indicazioni  del  prec.  teorema , 
si  chiami  »  il  semidiametro  CM,  e  r  il  suo  conjugato  CQ  • 
Sarà  per  la  part.  1 .  prop.  viii.  »*  +  r*  =  a*  +  e"  .  Sicché 
togliendo  jt*  dal  primo  membro ,  e  dal  secondo  ji  suo   valore 
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ex" 


e'  +  — 7-,  qual  fu  recato  nel  cor.  i.  prop.  i.,  dovrà  rimanervi 


r'  =  ^' 


.cioè  CQ*=FMx/M. 

Part.  II.  Inoltre  nel'  cot.  i.  frop.  v.  si  è  dimostrato  il 

quadrato  della  normale  MR  uguale  a  —^  \«'  r"  "~r  )  >  y^^" 

dove  a' ;-  esprime  il  rettangolo  di   FM  in  f^'i  , .  come 

dianzi  si  &  concliiuso  .  Ma  questo  binomio  sta  al  precedente  , 
còme  a^  \  e*  .  Dunque  sarà 
i  FM  x/M:MR'::a'  :  e  . 

§.   157.  Cor.  La  semiordinata  NM  dell'  ellisse    AMB  si 
distenda  fuori  la   curva  in    T ,  sinché  T  intera  NT  eguagli  la 
y  S-  i56.     normale  RM  ;  e  la  detta  NT  si  chiami  z  .  Sarà  * 

e* 
a* 
Onde  il  punto  T  dovrà  appartenere  ad  un'  altra  ellisse  ,  che  ha 
il  medesimo  asse  minore  della  proposta ,  e  per  semiasse  mag« 
giore  la  terza  proporzionale  in  ordine  aQ' eccentricità ,  ed  al  se- 


a* 


masse  maggiore  di  quella  ;  qual  n'  è  disegnata  per 
i  -  e 


i 
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PROPOSIZIONE    XXI. 

TEOREMA. 

V 

« 

§.  i58.  Nell'ellisse  ciascun  ramo  sta  alla,  di* 
stanza  del  suo  estremo  dalla  vicina  linea  di  sublimi- 
tà, come  r  eccentricità  al  seipiasse.  E  lo  stesso  ra- 
mo è  quante  la  semiordinata  all'asse  condottagli  pel 
suo  estremo,  e  distesa  insino  alla  tangente,  che  dal- 
la medesima  parte  passa  per  lo  punto  di  sublimità 
di  questa  cmva. 

DiM.  Qui  dee  dimostrarsi  essere*  FM  :  NL  ::  CF  :  CA,  »  /f^.  a^. 
ed  FM  juguale  ad  NE  •  Per  la  qual  cosa  essendo  CN  =  a? ,  e 

CL''=-,sarkNL  =  CL~CN=— — :c=  l(a---^\    '  5.  34. 

« 

ed  è  poi  FM*  =  a  —   —  .  Ma  il  secondo  di  questi  due  binomj    *  5.  1 49. 

sta   al  primo ,  come  e  ad  a.  Dunque  sarà 

FM  :  NL  ::  e  :  a  . 
Pàrt.  II.  Per  essere  simili  i  due  triaagoli  LFK,  LNE  sta 
LF  :  FK  ::  LN  :  NE  .  Cioè  ne'  loro  simboU*.  •  5.  iSJ. 


C        e'        a' 

^k.YV^ 

ex 

•                   •  • 

—  X  :  NE  =  a  •+' 

^  —     , 

e         a         e 

» 

a 

Dunque  saia  FM  =  NE  . 

§.   iSg.  Cor.  i.  Si  chiami  z  il  ramo  FM,  ed  t;  la  dif- 
ferenza doir  eccentricità  e  ^  e  dell'  asci<%a  x  y  cioè  la  FN  ;  onde 

i3 
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sia  la  .r  =  (?' — <;.  E  poi  nell'equazione  FM  =  <l  —  —  ,  si 

a 

sostituiscano   i   già    delti  valori   dille    due  FM  ,  x  .    Sarà 

z  =  a  —  —  (e  —  s^\ 

a    ^  ' 

m 

.  _  ^'  +  ^^'  re 

Cloe  z  = IV 

a 
ponendo  c^  per  a' —  e'  nel  risultamento. 

§.  160.  Cor.  II.  L'equazione  K,  che  anche  ap{)artiensi 
air  ellisse ,  dicesi  Polare  ;  poiché  le  due  variabili  z ,  p ,  eh'  el- 
la contiene  ,  procedono  dallo  stesso  punto  F  considerato  qual 
polo  della  curva ,  e  ne  varia  V  angolo  di  esse  . 

§.  161.  Cor.  III.  Inoltre  si  chiami  f  l'angolo  AFM  fat- 
to dal  ramo,  e  dall'asse,  verso  il  vertice  vicino  dell'ellisse;  e 
quindi  il  suo  coseno  s' indichi  per  cos.  f  ;  sarà  cos.  MFN  = 
— COS.  9  ,  i)er  essere  i  due  angoli  AFM  ,  MFN  uguali  a  due 
retti  .  Ed  essendo  per  lo  triangolo  rettangolo  MFN  il  raggio 
al  coseno  di  MFN,  come  MF  ad  FN,  cioè  1  :  — cos.  <^  :; 
s  :  (^ ,  sarà  i^= —  z  X  cos.  <f  ;  e  1'  equazione  K  con  questo  va- 
lore della  (;  prenderà  la  seguente  forma 

e' —  ezycos.(f> 
a 

onde  sarà  z  = 


a-^-  eX  cos.<p 

§.  162.  ScoL.  Per  l'equazione  L  può  valutarsi  ciascun  ra- 
mo dell'  ellisse  dalla  posizione,  eh'  ei  tiene  coli*  asse  ,  come  nel 
5.  57.  Capo  I.  vi  ho  in  simil  modo  i  semidiametiì  di  valutato*  .  Ma 
ella  è  più  utile  in  Astronomia ,  che  in  queste  geometriche  spe- 
culazioni :  poiclìè  dall'  anomalia  vera  dì  un  pianeta ,  che  quivi 
h.  d(?signata  per  l'angolo  AFM,  può  estimarsi  la  distanza,  ch'ei 
tien  dal  sole,   e  viceversa. 
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PROPOSIZIONE   xxn. 


T  n  0  R  E  M  1  • 


§.  i63.  Se  all'estremo  di  un  ramo  dell'ellisse 
si  tiri  la  normale  alla  cwva ,  e  poi  su  quel  ramo  si 
abbassi  la  perpendicolare  dal  concorso  dell'asse  col- 
r  anzidetta  normale  j  la  parte  del  ramo  troncata  ver- 
so quel  punto  estremo  è  sempre  uguale  al  semipara- 
metro  principale* 

DiM.  Sia  FM*  il  detto  ramo,  MR  la' normale  all'  ellisse /^g.  33. 
AMB  pel  suo  estremo  M ,  RO  la  perpendicolare  abbassata  sul 
ramo  dal  punto  R  ,  ove  la  detta  normale  incontra  1'  asse ,  ed 
MN  la*  semiordinata  all'asse  per  lo  punto  M.  Si  sapranno  per 
le  precedenti  cose  l'espressioni  de' lati  del  triangolo  FMR,  on- 
de potrà  conoscersi  quel  segmento  MO* .  Di  fatti  essendo  "^iS.  El  II. 

aFMxMO=FM'— FR'  +  MR' 
sarà  ne' loro  simboli  (  ^ed*  dìm.  prop.  xix.  ) 

E  ,  dividendo  per  a  —  —   quest'  equazione  ,  si  otterrà 

Ma  i  due  primi  binomj  ,  che  osservansi  nel  secondo   membro 
di  quest'ultima  equazione,  riduconsi  a~  f  ^ J, col  por- 
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vi  c^  per  <C —  e* .  E  questo  risultamento  unito  all'  ultimo  bi- 

nomio  diviene  — ^  .  Dunque  sarà 

a  * 

*  r    „8  2MO  =  —  1  cioè  MO  =  —  =  — p  *  . 

%.  164.  Cor.  1.  Da' fuochi  F , /dell' ellisse  AMB  si  ab- 
bassino  sulla  tangente  G  g ,  di  essa  curva  le  perpend  icolari  FG , 
fg  .  Saranno  i  due  triangoli  FMG ,  /M  g  simili  tra  loro  ,   ed 

*  %.  i55.    air  altro  RMO*  .  Dunque  starà   RM*  :  MO*  ::  FM   X/M  : 

FG  X  /g"'  Ed  adoperando  i  simboli  di  queste  geometriche  gran- 
dezze sarà 

Onde  dovrà  essere  il  rettangolo  di  FG  in  f^  uguale  a  e  .  Cio^ 
§.  i65.  Cor.  n.  Le  perpendicolari^  che  dcC diie  fuochi 
deW ellisse  si  abbassano  ad  una  qualunque  tangente  di  que- 
sta  curva ,  contengono  un  rettangolo  di  una  costante  gran- 
dezza y  eh'  è  quanto  il  quadrato  del  semiasse  minore . 

PROPOSIZIONE     XXIII. 

TEOREMA. 

§.  166.  La  retta,  che  dal  centro  dell' eUisse  con- 
diicesi  parallela  ad  un  ramo  di  questa  curva ,  ed  in- 
sin,  che  incontri  la  tangente  tirata  per  l'estremo  di 
esso,  è  sempre  uguale  al  semiasse  maggiore  .  Ed  a 
questo  semiasse  1'  è  anche  uguale  il  detto  ramo  pro- 
dotto insino  alla  retta ,  che  per  lo  centro  si  tiri  pa-^ 
raUela  aUa  tangente  . 
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Dm.  Per  U  similitudine  de'  triangoli  LFM  ,  LCg*  sta  *  fig.  33- 
LF  :  LC::FM  :  Cg. 

Cioè  ne'  loro  simboli e  :   —\\  a :  C^  =  a  . 

X  X  a       ^ 

E  sarà  eziandio  la  ÌAd  =  rt  ,    per  essere    un  parallelogrammo 
la  figura  MdCg. 

§.    167,  ScoL.  Se  dal  fuoco  F  delT  ellisse  QRK  *  si  ti-  »  /g.  24. 
rino  alia  curva  le  due  rette  FR ,  FK ,   ed   a*  loro    estremi   le 
tangCLti  RT  ,  KT  ;  la  retta  ET   ,  che  unisce  il  concorso      * 
'di  queste  tangenti  cpn  quel  fuoco  ,  doserà  secare   in   parti 
uguali  V  angolo  RFK  de  rami  .  Poiché  la  retta  KR  fra' con- 
tatti dee  convenire  in  uno    stesso  punto  colle    tangenti  menate 
all'ellisse  pc' termini  della  corda  PFQ  *:  ed  untai  punto  dee   »  5.  1^7* 
allogarsi  nella    Knoa  di  subBuiità    AN  *  .  Ma  jier  la    divisione   »  5.  i5i. 
armonica  *  della    retta    KN  ne'  jutiiti  O  ,  R   dee  stare  KO  :   »  5.  122. 
OR  ::  KN  :  NR  ;;  KA:  RB  ::  KF  :  FR  *  .  Dunque*  l'ang(-  *  j.  i58- 
lo  KFR  sarà  diviso  dalla  retta  FT  in  parti  uguali  (i)  .  V3.£1.VI. 


(1)  Questa  verità  geometrica  ;  se  vogliaci  rintracciare  p?r  certe  vie  ?^/ 

analitiche  moderne,  si  dovrk  tener  conto  di  molte  cose ,  e  principale 
mente  delP equazioni  alle  tangenti  deir ellisse  ne' ponti  R,  K,  di  quel* 
le  (le'  rami  FR  ,  FK,  delP  altra  alla  retta  FT ,  che  vi  congiunge  il 
fuoco  F  col  concorso  di  quelle  due  tangenti ,  eie.  Ed  io  m*  ira  magi- 
no  ,  che  cotesto  calcolo  dovrebbe  riuscire  assai  complesso  ,  ed  a'  gio<- 
vtfni  molesto ,  <:ome  V  ho  ravvisato  in  altre  ricerche  di  questa  anche 
più  agevoli .  Infatti  ,  per  adtiurne  uno  di  cotesti  esempi i*^,  se  :  F'oglia"  ^,fig>  1 1 . 
4Ì  rinvenire  il  luogo  de"  vertici  de" triangoli^  che  abbiano  la  stessa  ha-' 
se  AD,  ed  una  data  somma  dfgli  angoli  in  sulla  base^  colla  Geome* 
tria  Cartesiana  si  potrebbe  in  facil  modo  ottener  T intento.  Imperoc- 
ché condotta  dal  vertice  C  di  uno  di  questi  triangoli  la  perpendico» 
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PROPOSIZIONE    XXIV. 

PROBLEMA. 

!/yg'  ^5.  5.  168.  Dal  fuoco  F*  deU'  eUisse  ANG  si  abbas- 

si la  perpendicolare  FT  ad  una  qualunque  tangente 
NQ  di  questa  curva  j  vuol  ritrovarsi  il  luogo  dell'  estre- 
mo T  della  detta  perpendicolare . 

SoLuz.  Al  punto  N  ,  ove  la  retta  NQ  tocchi  la  data  el- 
"^  5.  43.      lìsse  ,    si  tiri  la  normale  NR  *  ;  e  poi  si  abbassino  al    semias- 
se AC  le  perpendicolari  NM ,  TP  da'  punti  N ,  T ,  e  1  detto 
semiasse  convenga  in  Q  colla  tangente  NQ  •  Inoltre  si  esprìma- 


lare  GN  sulla  DA  loro  comun  base  ,  si  ponga  AD  =  a  ,  AN'  =  x  , 
GN=y,  e  quindi  NDc=:a— -or.  Saranno  le  tangenti  degli    angoli 

in  A,JD  rispettivamente  uguali    ad -=i-,  ed  "-^ —  ,    e    quella    della 

loro  somma    dovrk    pareggiare \ * ,  come  da'  teoremi  tri- 

ax'~~x  — y 

gonometrici  si  deduce  .  E  poiché  questa  tangente  supponesi  data ,  e 
può  comodamente  esprimersi  per  i  -7-  (  ove  dee  aver  luogo  il  se- 
gno 4-  9  o  ^^  ~  9  secondochè  quella  data  somma  sia  minore,  o  maggiore 
di  un  retto  )  si  avrk  da  un  tal  pareggiamento  la  sottoposta  equazione 

oy  ^  a 


E  dal  riducimento  di  questa  V  altra 
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no  per  v ,  z  le  coordinate  FP ,  PT  del   punto  T  .  E  posta 

la  CM  =  j:r  ,  sarà  *  la  sunnormale  RM=: — ^  ,  la  rimanen-     *  §.  44. 


te  RC=:-^,  r  altia  CQ  =   —  %  e  la  scmiordiData  MN      *  S-  37. 
e 

=  —  V(^'  —  •^')  •  ^  ^^'^  poi  ' 

RQ=CQ  — CR=  '^l   --  -flf^  rrr  f!lzz££: 
FQ  =  CQ  —  CF  =  ^llZif 

X  ' 

ed  RQ:FQ  ::  a'  +  eor  :  a% 

come  delle  loro  espressioni  si  conosce  .  Ma  i  triangoli  rettan- 
golli  RQN  ,  FQT  sono  simili  fra  loro,  edagli altn  due  RNM  , 
FPT  .  Dunque  sarà  RQ  :  FQ  ;:  RN  :  FT  ::  RM  :  FP  J 
cioè   ne'  loro  simboli  : 


a'  -f  ex  :  a*  :  : 


é'x 


a 


3 


:   V  . 


E  riducendo  quesl'  analogia  in  equazione ,  per  quindi  determi- 
nai*vi  la  grandezza  x ,  sarà 


X  = 


aV 


c\  — w 


eh'  è  al  cerchio  ;  e  che  io  lascio  a'  giorani  per  confrontarla  alle  verità 
elementari  .  Intanto  il  cav.  Nieuport ,  neir  Appendice  ad  una  dottis- 
sima opera,  che  ha  per  epigrafe  FEijuazioni  a  diflferenze  parziali  ri- 
solve  in  più  pagine  il  detto  problema  ,  e  con  certe  nuove  maniere  si 
oscure ,  ed  inu-alciate ,  che  ogni  geometra  dimostratore ,  il  quale 
s'imbatta  a  conoscerle,  dovrk  dire  ,  che  si  possano  comodamente  co- 
feste  nuove  vie  ignorare  . 
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lutanlo  per  la  simililudine  de'  triangoli  MNR  ,  PTF  ,  sta 

RM:  MN::PF:PT, 

cioè 

Dunque  formandone  un'  equazione  da  quest'  aitila  analogia  ,  per 
poi  determinarvi  la  stessa  a:  ;  si  avrà 


X=: 


•    •    •    • 


B 


E  saran  quindi  uguali  i  due  valori  della  x  esibiti  nell'  equazio*^ 
Ili  A ,  B  ;  e  con  ciò  i  denomiuatorì  di  essi  fratti ,  che  vcggou- 
si  avere  il  medesimo  numeratore  a'  v  .  Cioè  a  dire  sai^à 

£  dal  maneggio  di  quest'  ultima  equazione  si  otterrà  (i). 

cioè  c^ — c'i^'  —  ac'ev=c'z' 

]X)nendovi  e*  per  a' — e" .  Sicché  dividendo  l'equazione  per 6*', 
e  poi  riducendola,  si  avrà  finalmente  e'  +e'=:z^  +(^+i')'  • 
Cioè  a'=z' +  (6  +  1^)  '  .  Dunque: 

§.  169*  Teor.  La  linea  ^  che  passa  per  gli  estremi  del-- 
le  perpendicolari  abbassate   da  un  fuoco  deW  ellisse  sulle 
tangenti  del  suo  perimetro ,  è  la  circonferenza  del  cerchio 
ad  essa  circoscritto. 

§.  170.  ScoL.  Le  rette  9  che  dipendono  dalle  coordinate  di 


(1)  Dalla  similitudine    de'  triangoli  RNQ  ,  FQT  ,  e    da  quella 
degli  altri  due  MNR  ,  PTF  produconsi  le  due  equazioni  A  ,  B ,  dalle 
quali  eliminata  la  ar ,  cfa'è  straniera  al  problema,  ottiensi    la  ricer- 
cata equazione  .  Cotesto  eurìstico  magistèro ,  che  altrove  ho  benan- 
"^5*   ^4^*     ^^^  impiegato  *j  doveasj    a' giovani  indicare  :  perchè  essi    potessero» 
comprender  bene  queste  cose  y  e  poi  saggiamente  regolarsi  in  casi  ajQink 
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una  curva,  quali  sarebbero  le  corde,  le  tangenti.  le  normali, 
le  soltangenii ,  le  sunnormali ,  le  incidenti  al  perimetro  da  un 
punto  dato,  e  tante  altre,  che  potrebbonsi  da*  geometri  escomi* 
tare  ,  non  sono  ,  che  grandezze  variabili  al  par  delle  dette  coor- 
dinate •  Ed  dleno  essendo  funzioni  deli'  ascissa  ,  si  può  sem- 
pre rinvenire  un'  espiazione ,  che  il  rapporto  di  due  di  loro  in 
convenevol  modo  esprima .  Ma  pure  non  vuoLd  d^  ciò  inferi- 
re ,  che  qualcuna  di  siffatte  equazioni  debba  stabilirvi  la  natu* 
ra  ,  o  la  classe  della  data  curva  :  poiché  queste  due  cose .  da 
quella  sola  equazione  si  hanno  a  ritrarre  ,  che  v'  è  tra  le  coor- 
dinate rettangolari  .  In  &tti  1'  equazione  all'ellisse  ,  qual  sì  pro- 
pose nel  problema  i .  tra  le  dette  coordinate,  ascende  al  secondo  :( 
grado  ,  e  vi  caratterizza  l' indole  di  tal  curva  •  Ma  l' equazio- 
ne polare  dell'  ellisse  *  è  lineare  ,  e  disadatta  a  tal  fine  :  quella^  *  5.  160. 
che  traesi  tra  1'  ascissa  e  la  normale  di  tal  curva  *  ,  appartien-  *  5.  157. 
si  ad  un'  altra  ellisse  :  la  presente  locale  è  un  cerchio  :  e  chi 
può  dire  qual  varietà  di  equazioni  per  queste  diverse  indagini 
s'  inconti*a  ?  E  perciò  ,  se  all'  ascissa  di  una  curva  pongasi  per 
ordinata  una  delle  rette  quassù  proposte  ,  si  verrà  a  formare 
una  nuova  locale  ,  la  cui  natura  giova  talor  d' intender  distin- 
tamente .  G)sì  Vincenzo  Viviani  dell'  Itala  Geometrìa  ornamen- 
to (  1  )  ,  nella    sua  laminazione  su  i  luoghi  solidi  di  Aristea 


(1)  Il  sig.  Montuda  nella  pag.  7.  Voi.  ITI.  Histoire  des  Mathem. 
parlando  di  una  tale  opera  del  Viviani  cos\  conchiude  »  bisogna 
M  convenire  ,  che  questa  divinazione  così  voluminosa  sarebbe  1*  ope« 
))  ra  di  qualche  pagina  ,  qualor  si  tratti  coir  analisi  algebrica  «  .  Ed 
io  potrei  soggiungere  ,  se  avrk  corso  eotesta  critioa  ,  che  quella  di- 
.  Y inazione  sia  un  affare  di  pochi  versi ,  o  della  sola  equazione  z  sssx/(xy 
Potrei  alla  medesima  cendora* sottoporre  Io  Snellio  ,  P  Halle j^  ilFep-- 

»4 
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seniore  speculò  colla  &ce  della  Geometria  una  moUitudinc  di 
queste  locali  nelle  curve  coniclie  •  Ed  io  esorto  i  giovani  ad 
incontrarlo  coli'  analisi  Cartesiana  ;  nel  die  fare  lieve  fatiga  essi 
potran  durarvi  •  Poiché  chiamando  z  una  delle  rette  quassù  in- 
dicate ,  ed  X  l'ascissa,  dovrà  esser  tal  retta  una  (unzione  della 
X  ,  eh'  io  dinoto  per  f{pc)  •  E  sarà  quindi  z  :=zf(a:)  la  ridiie- 
sta  cquazioue  alla  locale,  che  ne' casi  particolari  dovrà  distin^ 
tamente  esplorarsi  . 


mat ,  Roberto  Simson  ,  Marino  Ghetaldo ,  V  Horslej ,  ed  altri  robu- 
sti geometri ,  che  han  proccurato  di  divinare  le  Opere  perdute  de- 
gli antichi .  Potrei  dire  esser  voluminoso  il  terzo  libro  degli  Ele- 
menti di  Euclide ,  bastando  di  esibir  V  equazione  al  cerchio  ,  come 
quella ,  che  contiene  eminentemente  tutte  le  proprietà  di  questa  fi- 
gura. ^  che  quivi  vengono  dimostrate  con  adeguatezza.  Ma  P  Opera 
del  Viviani  si  troverk  di  giusta  misura  ,  quando  si  tenga  conto  del 
fine ,  e  del  modo ,  onde  questo  geometra  emulo  della  sapienza  gre- 
«a  dovè  regolarne  V  orditura  . 
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CAPITOLO    IV.  ^ 

Della  Genesi  delle  Iperboli  ,  £  pe'  loro  diametri  * 

§.  171.  Def.  xviii.  Una  verga  rigida  sia  drcoiarmente  ver* 
tibile  intorno  ad  un  suo  estremo ,  ed  un  filo  flessibile  men  lun- 
go di  essa  stia  legato  con  un  estremo  nell'estremo  mobile  del- 
la verga ,  e  colT  altro  esti*emo  in  un  dato  punto  del  piano  , 
ov^  ella  si  aggiri  ;  si  dirà  Iperbole  la  cmTa  descrittavi  da  uno 
stiletto ,  che  all'  aggirarsi  della  verga  si  spinga  d'  accosto  ad  es- 
sa per  mantenervi  sempre  teso  il  detto  filo. 

§.  172.  Def.  XIX.  £  se  il  centro  di  rivoluzione  di  questa 
verga  si  trasporti  all'estremo  immobile  del  filo,  e  questo  punto 
in  quello  si.  trasloghi,  si  potrà  descrivere  collo  stesso  meccanis- 
mo un'altra  iperbole ,  che  sarà  identica ,  ed  opposta  alla  prima 
curva  •  Ed  esse  soglion  dirsi  Iperboli  opposte  per  quella  in- 
versione di  meccanismo ,  onde  son  generate . 

§.  173.  Def.  XX.  Que' due  centri  di  rivoluzione,  che  lia 
la  verga  nel  descriver  si  l'una,  che  T  altra  di  queste  due  iper- 
boU,  si  chiaman^Moc/t/  di  esse  curve  .  E  si  potrà  dire  ra- 
mo ,  o  inclinata  ogni  retta ,  che  da  un  punto  di  una  di  que- 
ste due  curve  ad  un  de'  loro  fuochi  si  conduce  . 

§  174-  Così  *  la  verga  yrfO  ben  rigida  ,  o  sottile  sia  *^^.  26. 
volubile  intomo  al  punto^nel  piano^NF  :  e '1  filo  flessibile  FNO, 
la  cui  lunghezza  sia  minore  della  yNO ,  intendasi  legato  co'  suoi 
estremi  ne'  due  cliiodetti  O ,  F ,  l' uno  fitto  nell'  estremo  mo- 
bile della  detta  verga ,  e  l' altro  in  un  qualunque  luogo  di  quel 
piano .  Inoltre  si  volga  la  verga y"MO  con  moto  angolare  intor- 
no al  j>unto  y ,  avvicinandosi ,  0  discostandosi  dalla  retta  fF  , 
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e  nello  slesso  tempo  lo  stiletto  N  spingasi  d'  accanto  alla  NO 
con  vi  mantener  sempre  teso  il  detto  filo .  La  curva  NA ,  che 
vi  si  desa'ive ,  si  dirà  Iperbole .  E  capovolgendo  quella  verga , 
sicché  il  centroydi  rivohizione  cada  nel  punto  F,  ove  ne  sta- 
va l'estremo  immobile  del  filo  ,  e  questo  poi  si  fermi  nel  luo- 
go f;  collo  stesso  meccanismo  si  potrà  desaivere  Y  altra  iperbo- 
le an  opposta  alla  detta  curva .  Intanto  i  puntiy*,  F  si  diran- 
no fuochi  delle  due  iperlx)li  opposte  AN ,  an  ;  e  la  FN  un 
ramo ,  o  inclinata  .  Ed  esse  curve  con  un  concetto  geometri- 
co si  potranno  esattamente,  e  nella  loro  interezza  (1)  esibire.  Cioè 
le  due  iperboli  AN  ,  a  rir  sono  i  luoghi  de  vertici  di  que^ 
gV  irifiniti  triangoli ,  ognuno  de*  quali  ha  la  stessa  base  Ffy 
ed  una  data  differenza  de  suoi  lati . 

§.  i'jS.-^Teok.  In  ciascuna  delle  due  iperboli  opposte 
v^  è  un  sistema  di  corde  parallele^  che  son  divise  ad  angoli 
retti  ,  ed  in  parti'  uguali  dalla  congiungente  de^  fuochi  di 
quelle  curve  .  Ed  :  Ogni  retta  ,  che  conducendosi  per  lo 
punto  medio  di  -questa  congiungente  si  arresti  tra  le  dette 
curve ^  dee  restar  divisa  in  parti  uguali  in  quel  punto.  Che 
se  con  que' medesimi  principj  ,  e  con  quell'  orditura  ,  eh'  io  im- 
piegai per  V  ellisse  ne'  §§.  5  ,  e  4  9  si  possono  queste  due  ve- 


(1)  Con  quel  moto  organico  non  può  descriversi,  che  una  pic- 
colissima  parte  di  uu^  iperbole ,  e  poi  dell*  opposta  :  e  perciò  vi  ho 
supplito  un  concetto  geometrico ,  che  T  infinita  ramificazione  di  quel- 
le due  curve  comprendesse .  Avrei  potuto  dalla  sezione  del  cono  ret* 
to  le  curve  coniche  analiticamente  rilevare ,  lo  che  nella  semplicità  , 
e  adeguatezza  a  tutte  le  altre  di  loro  genesi  prevale  .  Ma  ho  lasciata 
questo  lavoro  a^  due  insigni  Geometri  Kesner ,  e  liiot  ,  e  mi  sono 
attenuto  al  ui^io  disegno  . 
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ìrltà  comodamente  dimostrai  ;  per    V  altra  ,  che  quaggiù    pro- 
pongo ,  ne  abbisogna  una  distìnta  dimostrazione.  Cioè 

§•  176.  Teoh.  Ogni  retta  j  che  termina  alT  iperboli 
opposte ,  ed  è  parallela  alla  congiungente  de*  loro  fuochi , 
i^ien  dis^isa  in  parti  uguali  dalla  perpendicolare  elevata  alla 
detta  congiungente  per  lo  punto  medio  di  essa. 

Per  ciò  dimostrare,  da'  fuochi  F,  f  delle  due  'iperboli  op^ 
poste  AN  ,  ^n  si  tirino  i  due  rami  FN  ,  Jh ,  che  sieno  ugua-^ 
li  fra  loro ,  e  dalla  stessa  parte  della  retta  Fy*.  £  ,  congiunta 
la  Nn,  si  abbassino  da'  punti  N ,  n  le  perpendicolari  NM,  nm 
alla  retta  Ff .  Si  poti-à  dimostrare ,  come  nell'  ellisse  *  ,  esser     *  5.  5. 
r  angolo  NFM  uguale  all'altro  nfm.  Onde  i  due  triangoli  FMN^ 
J)ìm  avendo  le  condizioni  della  26 .  El.  /.  avranno  i  lati  NM  , 
FM  rispettivamente  uguali  agli  altri  due  nm  ,  fm  .  £  sarà  quin- 
di la  retta  €M  uguale   alT  altra    Cm  ,  e  la  Mm   parallela  alla 
Un*.  Se  dunque  dal  punto  medio  C  della  F/ sì  elevi  ad  essa'^^.SS.El.II. 
retta  la  perpendicolare  CH ,  le  due  HN  ,    Un   saranno  rìspet- 
tivamente  uguali  alle  GM  ,  Gm  :  onde  quelle  saranno  tra  se  u* 
guali  al  par  di  queste  . 

§.  177.  Def.  XXI,  Una  retta  ,  che  termmi  alle  iperboli 
opposte ,  e  che  prolungata  passerebbe  pe^  loro  fuochi ,  si  chia- 
ma asse  della  figura  .  U  centro  n'  è  il  punto  medio  dell'  asse. 
E  per  eccentricità  vi  s' intende  la  distanza  del  detto  cèntro  da 
ciascun  di  que'  due  fuochi . 

%.  178.  Def.  xxn.  Se  dal  centro  delle  due  iperboli  op<- 
poste  si  elevi  una.  perpendicolare  all'  asse  ,  e  di  tal  lunghezza  ^ 
che'  sia  media  proporzionale  tra  la  somma  dell'  eccentricità  e  del 
semiasse ,  e  la  loro  differenza  ,  ella  si  dirà  semiasse    seconda* 
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rio  della  figura  (  i  )  .  E  \  aggregato  di  questo  seiniasse  secon- 
dario ,  e  di  queir  altro  ,  che  vi  si  distende  dall'  altra  parte  del 
medesimo  asse,  si  dovrà  dire  asse  secondario  delle  dette  iper- 
boli. E  per  tal  confronto  quell'asse  principale  potrà  chiamar- 
si asse  primario  ,  o  sempUcemente  a^se  • 

§•  179.  Def.  xxiii.  Due  iperboli  si  dicono  conjugate 
fra  loro  ,  se  il  semiasse  principale  di  ciascuna  di  esse  sia  il  se- 
condario dell'altra  • 

§•  180.  Post.  Il  semiasse  principale  di  un'iperbole  sarà 
costantemente  disegnato  per  a  ,  per  e  il  suo  secondario ,  e  la 
grandezza  e  vi.  dovrà  dinotare  V  eccentricità  della    curva  . 

§.  181  •  Cor.  Ed  essendosi  detto  nella  definiz.  xxii.  es- 
sere e'  =  e"  —  a* ,  sai-à  e*  =  a*  +  e' ,  ed  e'  —  e*  =:a^  . 

§.  182.  ScoL.  Di  qui  si  raccoglie,  che  le  due  iperboli  op- 
poste, e  le  due  loro  conjugate  debbano  avere  uno  stesso  cen- 
tro ,  eccentricità  uguaU,  e  la  detta  inversione  de'  loro  assi.  Glie 
i  due  rami  di  ciascuna  delle  dette  iperboli,  e  quelli  della  sua 
opposta  procedano  a  parti  conti*arie,  discostandosi  all'  infini- 
to gli  uni  dagli  altri.  E  che  i  rami  delle  due  conjugate  si  ac- 
costino continuamente  agU  adjacenti  rami  delle  primiere  iperboli , 
senza  poterU  mai  incontrare  ,  come  sarà  dimostrato  nel  se- 
guente Gapo  . 

La  sola  ispezione  della  ^g^.  26.  basterebbe  a  chiarir  que- 
ste cose  ;  ma  va  meglio  aggiugnervi  le  seguenti  riflessioni .  Vi 


(1)  Coll^  analogìa  ,  che  ho  proposta  nella  definizione  xxii.  ,  ho 
dovuto  ricavar  nelP  iperbole  la    lunghezza  del    semiasse  secondario  - 
il  quale  non  vi  si  può  determinare  dalF  incontro  colia  curva  ,  come 
neir  eUijjse  ciò  addiviene.  F'cdi  §.   12. 
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sia  im  qualunque  rombo  A  B  a& ,  e  fuori  dì  tal  figura  intendan- 
si  prolungate  le  semidiagonali  CA ,  GB  ,  Ga ,  Cb  ,  sìncliè  cia- 
scuna di  esse  ne  diventi  uguale  ad  un  Iato  del  detto  rombo  . 

I  quattro  punti  F ,  F%/i  /*'  così  determinati  saranno  i  fuochi 
dell'  iperboli  opposte  AN  ,  an ,  e  delle  loro  conjugate  BN' , 
bn' .  Le  prime  di  esse  avranno  ka  per  asse  principale ,  e  B6 
per  secondario  :  laddove  per  le  conjugate  la  B6  £irà  da  asse 
primario  ,  e  l'altra  ka  da  secondario.  Di  più  i  veilici  degli  an- 
goli del  rombo  saranno  i  rispettivi  vertici  principali  di  quelle 
quattro  curve.  E  le  rette  Rr,  S^,  che  conduconsi  dal  concor- 
so delle  diagonali  a'punti  medj  de'  lati,  distinguono  la  ramifica- 
zione delle  iperboli  in  quattro  jiarti ,  che  sembrano  condiziona- 
te ,  come  quelle  dell'ellisse  §.  91.      ' 

$.   i83.  ScoL.   11.  DaUa  teorica  dell'ellisse,  e  ne'§§.  9, 

I I  ,  3o ,  3a  ,  35  si  dovran  prendere  le  nozioni-,  che  qui 
dovremo  attaccare  alle  vod  ascissa  ,  ordinata  j  semiordina" 
taj  tangente  ,  sottangente ,  normale  ,  e  sunnormale  .  Non 
per  tanto  è  ben  T  avvertire  ,  che  ndle  iperboli  le  asdsse  non 
sieno  segmenti  di  ciascun  semiasse  computati  dal  centro  ,  com'  c- 
rano  quelle  deU'  ellisse  ;  ma  elleno  sono  indefinite  produzioni 
dell'  un  semiasse ,  e  dell'  altro  :  la  qual  cosa  si  vedrà  cliiara- 
mente  nel  problema  ,  jche  ora  prendo  a  risolvere  • 

PROPOSIZIONE    XXV. 


F  A  O  B  I..E   M  ▲. 


§.  184.  Dalla  proposta  genesi  deli'  iperbole  AN*    *  ^?  ^^ 
ri  trarne  V  equazione  fra  le  coordinate  rettangolari  CM, 
MN  di  essa  curva. 


( 


Gap..  4*       i'3  Thattato  Anautko 

■  ■  ^ 

SoLuz.  Pongasi,  come  si  è  indicato  qui  sopra,  il  semias^ 
se  principale  AG  =  a  ,  il  suo  secondario  GB  =  e  ,  T  ecceutri-* 
cita  CF  =  e  ,  V  ascissa  CM  dal  centro  uguale  ad  a; ,  e  la  sua 
^emiordinata  MN  =  j  :  sarà  la  retta  MF  =  e  —  x  ,  e  T  altra 
M/=  e+ a: .  E  sarà  quindi  il  ramo  FN  =  V  (j' +  (  ^  — «^y  )* 
*  5.  1,3.  e  raltio/N=  V(7'+.(^  +  ^y)-  ^  poiché*  per  la  ge- 
nesi di  tal  curva  dee  essere  la  dififerenza  de'  detti  rami  ugua- 
le air  asse  principale  ,  cioè  /N  —  FN  i^uale  a  aAG  ,  sarà 
ne' loro  simboli 

V  (r*  +  (  ^+''  )  '  )  —  V(r  +  (  e— ^  )•  )  =  M . 

E  perciò  liberando  quest'  equazione  da'  radicali ,  e  poi  ponendo 
nel  risultamento  e"  in  Inogo  di  e'  —  a'  ,  si  avrà  per  la  data 
curva  la  seguente  equazione 

e* 
r*  =  —  ^*  —  e*  • .  .  A 

e' 
ovvero  /'  —  "^  (  or*  -^  a'). 

Che  potrem  tradurla  in  geometrico  linguaggio  nel  seguente  modo  • 
S-   i85.  Teor.  JVelT  iperbole' il  quadrato  di  una  qua-- 

lunque  semiordinata  aW  asse  sta  aUa  d^erenza  del  qua-- 

drato  del  semiasse  da  quello  delT  ascissa ,  in  duplicata  ra^ 

gione  deW  asse  secondario  al  primario . 

§.   186.  Cor.  I.  Ad  una  ascissa  minc»^  del  semiasse  dee 

corrispondere  una  seihiordinata  impossibile  ,  o  assurda  .  Impe* 

rocche  l' espressione  ±  —  \J{x'  —a')  diventa  imni^aria al 

fcrsi  la  X  <  a  .  E  se  suppongasi  la  a:  =  a ,  quella  semiordi- 
nata  sarà  iero  .  E  finalmente  supponendovi  la  x  infinita  ,  tale 
sarà  benanche  la  semiturdinata  corrispondente  .  E  perciò  i  carni 
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di  ciascuna  di  queste  due  iperboli  dìstendonsi  alT  infinito^ 
ed  air  infinito  dis^ergon  daW  asse  . 

§.  187.  Cor.  II.  Per  poco  ,  che  si  rifletta  sull*  iperbole 
an  opposta  alla  primiera  AN  ,  si  vedrà  doverie  appartenere  la 
medesima  (i)  equazione  À.  Ed  esprimendo  per  x^  y  le  coor- 
dinate rettangolari  CiVr  ,  M' N' dell' iperbole  conjugata  J3N', 
si  vedrà  cc41a  luce  di  questa  soluzione,  e  per  la  definizione  xxiii , 
che  r  iperbole  BN',  e  la  sua  opposta  ì)n  abbiano  ad  avere  la 
seguente  equazione 

/:=7r(^'— ^o B 

§.  188.  Cor.  in.  Si  compia  il  paraQelogrammo  CMNH 
dalle  due  coordinate  CM  ,  MN  della  data  iperbole  AN  ,  e  si 
ponga  CH  =  jc ,  ed  NH  =:^  ;  si  dovran  permutare  neU'  equa- 
zione A  queste  (lue  variabiH  ,  per  avere  T  equazione  fra  le  coor-« 
dinate  dell'  iperbole   esterna  CANH  .  Ma  da  quel  pemutamen^ 

e" 
to     ottiensi  ar*  =  — ;  7**  —  a'  .  Ihmque  quell'  iperbole  ester- 
na avrà  la  sottoposta  equazione^  che  dal  rìducimento  <fi  que' ter- 
mini' discende  , 

§.  189.  Cor.  rv.  E  ciò  vuol  dire ,  che  il  quadrato  di 
un  a  qualunque  semiordinata  delF  iperbole  estema  stia  alla 
somma  de  quadrati  delV  ascissa  dal  centro ,  e  del  semias-- 


(1)  Le  ascisie  nelT  iperbole  opposta  sono  — '  rr  ,  il  eoi  quadri 
to  è  anche  x^  \  onde  collo  sleMO  metodo  ottiensi  la  medesima  { 
quazione  A . 

i5 


N. 
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se  secondario  ,  in  duplicata  ragione  dell'  asse  primario  al 
secondario  . 

§,   igo.  Cor.  v.  Se  prmuteremo  le  variabili    dell'equa- 
zione B  ,  avrassi  Y  equazione  all'  iperbole  estema  CBN'M  ,  eh'  è 

cioè  j-  =  ±  —  \/  (  a'  +  j:'  ). 

Ed  essendo  V  equazione  A  beo  diversa  da  quest'  altra  D  ,  T  i- 
perbole  conjugata  non  avrà  la  medesima  natura  della  sua  prin- 
cipale .  E  dall'  espressioni  delle  semiordinate ,  che  ad  una  me- 
desima ascissa  corrì5[)ondono  nell'  una  iperbole  e  nell'altra ,  si  com- 
prenderà che  questi  rami  non  si  possano  giammai  incontrare  (i). 
§.  191.  Con.  VI.  Si  unisca  il  centro  C  dell'  iperbole  AN 
coir  estremo  N  della  semiordinata  NM  .  Sarà  CN'  =  MN^  + 
CM' ,  cioè  ne'  valori  di  queste  grandezze  dovrà  esser 

a'  ^  a"  à" 

ponendovi  e*  per  c'4*  à"  . 
^  Jig'  ^7-  S-  '9^-  ScoL.  !•  Si  descriva  il  cerchio  AGB*,  che  abbia 

per  centro  il  medesimo  centro,  dell'iperbole  AM,  e  per  interval- 


(1)  Gli  antichi  geometri  nel  veder  distaccati  fra  loro  i  raroi 
deir  iperbole  AN  y  e  que'  delV  altra  an  ,  credettero  distinte  queste  due 
curve  ,  e  chiamaronle  iperboli  opposte .  Ma  i  moderni  le  coropren- 
don  tutte  e  due  sotto  il  nome  d*  iperbole  ,  per  V  identica  irreduci^ 
bile  equazione ,  che  apparliensi  a  que^  rami .  Ed  io  son  d*  avviso  y 
che  r  una  ,  e  T  altra  nomenclatura  si  possa  lodevolmente  usare .  Ma 
le  due  iperboli  conjugate ,  che  non  hanno  alcun  geometrico  ,  o  a* 
nalitico  neiio  con  quelle  due  iperboli  ,  non  vi  formano  una  sola 
«urya  ,  come  dicono  gli  analisti  ,  ma  un  sistema  di  due  curve  . 
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lo  il  semiasse  principale  AC  di  questa  curva  (  il  qual  cerchio 
suol  dirsi  iscritto  nelle  iperboli  opposte  )  :  e  poi  da  un  qualun- 
que punto  D  dell'asse  prolungato  gli  si  conduca  la  tangente  DF. 
Inoltre  nel  raggio  GF ,  che  passa  per  lo  contatto ,  si  prenda  la 
CP  uguale  al  semiasse  secondario  di  tal  curva ,  e  per  lo  punto 
P  si  tiri  la  PL  parallela  all'anzidetta  tangente.  Sarà  la  retta  PL 
uguale  alla  DE  semiordinata  corrispondente  all'ascissa  CD .  Im- 
perocché ,  posta  la  CD  =  jc  ,  sarà ,  per  Io  triangolo  rettangolo 

CFD,  la  DF  =  V  (  DC'—  CF*  )  =  V  (  ^*  --  ^'  )  •  ***  P^'  ^ 
angoli  simili  CFD,  GPL  sta  GF  :  CP  ::  FD  :  PL,  cioè  a  :  e 

::  V  (  or'—  a'  )  :  PL.  Dunque  sarà  PL  =  —  V(a:*— «•)=DE*.  *  5.  184. 

£  perciò  conducendo  dal  punto  D  la  DE  perpendicolare  alla 
CD,  ed  uguale  alla  PL  ,  il  punto  E  dovrà  esser  nell'ìpei^Ie 
NAE,  che  tiene  a  per  semiasse  principale,  e  e  per  secondario  • 
Ed  in  tal  modo  potrà  descriversi  questa  curva  per  assegnazio* 
ne  di  punti. 

$.  193.  Sc0L.  u.  Se  nell' equazione  all'ellisse*  si  cangino  i  *  $  16, 
segni  de' termini  del  secondo  membro,  si  avrà  Fequazione  adi'  iper- 
bole •  Onde  le  proprietà  neli'  una  curva  si  potranno  facilmente 
trasferir  nell'  altra  :  e  per  tal  ragione  esse  diconsi  tra  loro  aiE- 
ni ,  come  l' avverte  l' Eulero  .  Ma  cotesta  affinità ,  che  serba  la 
Bostra  iperbole  all'ellisse,  l'è  stata  di  nocumento:  poiché  i  geo- 
metiì  moderni  con  tal  pretesto  l'han  considerata  assai  meno,  di 
quel,  che  le  si  dovea,  e  per  la  dignità  de' suoi  rami ,  e  per  l'u* 
tile ,  che  sarebbcne  a'  giovani  ridondato  • 
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PROPOSIZIONE    XXVI. 


PROBLEMA. 


fg-'^l*  §.194-  Dal  dato  punto  R*  nel!'  asse  della  data 

iperbole  A  E  ,  condurre  una  tangente  a  questa  curva. 

SoL€z*  La  retta  RE  sup{)ongasì  esser  la  tangente  addiman- 
-data ,  e  la  DE  la  fieiDiordioala  per  Io  contatto ,  la  quale  si  chia* 
mi/ .  Ed  oltre  a  ciò  si  ponga  la  sottangente  RD  =  v>,  la  distan- 
za del  punto  R  dal  centro  C  di  tale  iperbole  ,  cioè  la  CR  =  6, 
e  la  tangente  ti'igonometiica  dell'  angolo  DRE  ,  che  qui  h  una 
grandezza  ignota ,  uguale  a  t  .  Sarà  V  ascissa  CD  =r  ^  -f  ì;  ,  e  la 
seoMordinata  DE  =2  jrsstv  *  Ciò  premesso,  si  eliniini  lardai* 
le  due  equazioni 


e* 

e 

a 


jr  =  ts^\r  =  —^{b  +  i^y  —  ^    , 


)a  prima  delle  quali  appartiene  aBa  tangente  RE ,  e  V  altra  al- 
la data  iperbole  AN  :  e  poi  F  emergente  equazione  sa  ordini  ri-* 
spetto  ad  ^;  sarà 

fa'— e'  ^     fa'— e' 

f 

I 

E  co' metodi,  eh'  io  proposi  j)er  Y  ellisse  ne'  §§.  35,  87  ,   39,  si 

* 

^ ,  l' ascissa  CD =— . 

e  la  tangente  t  ='  ,  .  , — •  . 

$.  195.  Teor.  Neir  iperbole  t  ascissa  dal  centro  ,   la 
tjuale  corrisponde  alla  ordinata  per  lo  contatto ,  il  semias-^ 
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se  principale ,  e  la  detta  ascissa  diminuita  della  soUangen-^ 
te  9  sono  sempre  continuamente  proporzionali  . 

$•  196.  Cor.  I.  E  perdo,  se  al  dato  punto  £  dell'iper- 
bole N  A£  Yogliaà  condurre  la  tangente ,  dovrà  prendersi  la  CR 
terza  proporzionale  in  ordine  alF  ascissa  CD  j  che  corrisponde 
air  ordinaci  per  k>  punto  E ,  ed  al  semiasse  AG  ,  e  poi  cour 
giugnerà  la  RE  ;  che  sarà  la  tangente  addimandata . 

S*  ^97*  ^^^*  ''*  ^^  supponga  esser  la  6  ss  o  ;  sarà  la  sot- 

T*T\      ^* —  €C  a*  -. 

tangente  RD  =  — r =    —  =  ^  •  Adunque  in.  niun   punto 

dell'iperbole  pub  condursi  una  tangente ,  che  ne  pervenga  al  cen- 
tro ,  o  che  il  sormonti.  Ne  v*  ha  tangente  ,  che  possa  costituir 
coli'  asse  un  angob  minore  di  quello ,  che  vi  tien  per  tangente 

e        ,       ,         , 
trigonometrica  il  &atto —  ,  cioè  il  semiasse  secondario  diviso  per 

lo  primario. 

§.  198.  Con.  in.  E  qui  potrà  concluderà,  come  nel 
5.  39.  deir ellisse,  che  stia  tong.  ECD  :  coi.  ERD  *:  e*  :  a\ 
Del  che  altrove  • 

PROPOSIZIONE  xxvn. 


PROBLEMA. 


5»    199*  I^^te  di  posizione  la  retta  HR  *  ,  e'I    */*  ^8. 
semiasse  AC  della  data  iperbole  AQN,  si  vuol  de- 
terminare ,  se  questa  curva,  e  quella  retta  abbian- 
si  ad  incontrare  ^  ed  in  quali  punti  , 
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§.  194. 


SoLUz.  Se  la  retta  HR  sia  parallela  al  semiasse  AG  di  quella 
data  i|)erbole  ,  s' intenderà  per  la  prop.  xxv.  quali  sieno  le  in- 
tersezioni di  quella  retta  ,  e  delle  iperboli  opposte  .  Ma  sup- 
jìonendo  ,  che  la  retta  HR  incontri  nel  punto  R  il  semiasse  AC  , 
si  chiami  b  la  CR  ,  distanza  di  questo  punto  Jdì  centro  G 
dell'  iperbole  AN  ,  è  ^  la  tangente  trigonometrica  dell'-  angolo 
HRM ,  eh'  è  quello  ,  onde  le  date  rette  HR  ,  AG  indìnansi 
£ra  loro  .  E  poi  dal  punto  N ,  che  sìa  uno  degl'incontri  addi* 
mandati ,  si  ordini  all'  asse  la  NM ;,  che  si  dica  jr  ,  e  per  {f 
si  dinoti  la  RM  .  Si  troverà  colla  medesima  orditura  del  pre- 
cedente problema  la  seguente  equazione 


nbcW 


a'c'—  Ve' 


=  0 


t  a  «"—e         t  u  —e 

Dico  potersi  conoscere  da  questa  equazione  i  s^arj  sin- 
tomi del  richiesto  incontro  ;  de'quili  i  più  rimarchevoli  sa- 
ran  quaggiù  proposti  in  ferma  di  teoremi  (1)  . 

§.  aoo.  Teor.  La  retta  HR  non  può  in  alcun  punto 
incontrare  F  iperbole  AQN ,  0  la  sua   opposta  ,  quando  t 

sia   maggiore  del  fratto  yr — ^ — — -  .  Imperocché,  se  la  e 

fosse  uguale  al  proposto  fratto  ,  la  retta  HR  ,  come  dianzi 
l' ho  dimostrato  * ,  dovrebb'  essere  tangente  della  sottoposta  i- 
perbole  .  Dunque  nel  caso  che  la  ^  sia  maggiore  dell'  indicato 
fratto  ,  la  retta  HR  dovrà  cadere  al  di  sopra  della  tangente 
condotta  all'  iperbole  AQN  dal  punto  R  ;  ed  ella  non.  potrà 
incontrare  questa  curva  ,  e  né  tampoco  l' iperbole  opposta  :  ma 
la  stessa  verità    ricavasi    dal  calcolo  in   facil  modo  .    L'  equa- 


(1)  Per  la  chiara  intelligenza  di  queste  cosepotrk  leggersi  quel  » 
che  1k)  dimostrato  per  l'ellisse  nel  5.  24. 
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2Ìonc  F ,  eh'  e  di  secondo  grado  ,  dee  aver  le  sue  radici  im- 
maginarie  ,  quando  vi  sia   r— -; ;^^  <  TTl r  •  ck>è  , 

moltiplicando  per  (  t^à"  —  c^  )'  questi  fratti,  e  poi  dividendoli 
per  c\  quando  vi  si  ritrovi  è'c*  <  (  Vd"  —  e"  )  (a*  —  b^)  ; 
o  ,  fatta  la  riduzione  de'  termini  ,  quando  sia  t  maggiore  del 
proposto  fratto  . 

§.  aoi.  Teor.  Che  se  la  grandezza  t  ritrovisi  mino- 

re  del  fratto     .      ^ j—r  ,  ed  insiem  maggiore  dell'  al-^ 

M  {a  —  b  ) 

e 
irò  —  la  retta  HR  doserà   segare  in  due   punti  V  iperbole 

AQN  ,  senza  poter  mai  giugnere  alt  opposta  . 

Inlktti  supponendo   esser  t  >   — ,  e  quindi  V  a^  >  c\ 

sarà  positivo  il  denominatore  dell'  ultimo  termine  dell'  equazio- 
ne F .  Ma  è  anche  positivo  il  numeratore  .  Dunque  sarà 
positivo  queir  ultimo  termine  :  «d  in  essa  equazione  vi  saran 
due  permute  di  ségni  ,  e  quindi  due  radici  vere  .  Onde  le 
due  intersezioni  della  retta  HR,  e  dell'iperbole  dovranno  ritro- 
varsi nel  solo  ramo  curvilineo   AQN  • 

$.  202.  Cor.  Se  ad  una  tangente  dell'  iperlH}le  conduca- 
«  una  parallela  da  un  punto  preso  nella  parte  estema  della 
sottangente  ;  dovrà  emergerne  una  corda  nella  medesima  iper- 
bole parallela  alla  divisata  tangente  •  E  lo  stesso  potrebbe  in- 
ferirsi ,  se  quel  punto  stia  nella  produzione  del  semiasse  .  E 
perciò  data  ima  tangente  delT  iperbole  può  sempre  assegnar- 
lesi  un  sistema  di  corde  parallele  .  Lo  che  giova  per  inteit- 
der  con  distinzione  la  teorica  de'  diametri  di  queste  curve  . 
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§.  3o3.  Teor.  e  se  la  t  si  ritros^i  minore  di  ciascun 

e  e 

de  due  fratti  -77—; — TT^^  ^  —5  ^^  ^^^^  ^R  dwrà  in  un  sol 
^         \j  \a  — 0  )      a 

punto   segar  F  iperbole  AQN  ,  ed  in  un  altro    V  iperbole 

opposta  » 

Imperocché  in  questo  caso  sarebbe  negativo  il  binomio 
/'a*  —  e*  ,  e  quindi  anche  tale  V  ultimo  termine  deli'  equa* 
mone  F  :  la  quale  per  tal  ragione  avrà  una  permuta  ,  ed  lina 
successione  di  segni  .  Onde  una  ddle  sue  radici  sarà  vera  ,  e 
V  altra  fidsa  .  £  la  nostra  tesi  sarà  vera  . 

§.  204.  Teor.  Che  se  supporremo  la  t  =i  —  ^  la  rei-* 

ta  HR  doi^rà  in  un  sol  punto  incontrare  V  iperbole  AQN. 

In&tti  moltiplicando  T  equazione  F  per  lo  binomio  fa^  — c% 

che  in  tal  caso  è  uguale  a  zero  ,  dee  svanire  il    primo  termi* 

ne    della  equazione  F  ;  che  perciò  deprìmesi  al  primo  gi*ado  ^ 

a'—b' 


e    ne  offre  i^  = 
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§.  2o5.  ScoL.  E  supponendo  la  ^  =    . .  ^ jrz   si  tro* 

veià ,  £itte  le  riduzioni  de' termini,  che  l'equazione  F  abbia  due 
radici  uguaM .  Ed  in  tal  caso  la  retta  HR  sarebbe  tangente  del- 
l'iperbole ,  come  nella  prop.  prec.  si  è  dimosti*ato  .  Intanto  per 
poter  ravvisare  colla  luce  della  Geometrìa  i  varj  sintomi  di  00- 
"^  fg.  a8.  test' incontri* ,  si  elevi  al  semiasse  CA,  e  dal  suo  estremo  A  la 
perpendicolare  AT  uguale  al  semiasse  secondario  ,  e  congiun-^ 
ta  la  GT  si  meni  per  lo  punto  R  la  RO  parallela  alla  CT;  e 
per  lo  stesso  punto  R,  e  dalla  medesima  parte  della  RA,  si  tiri 
la  tangente  RQ  alla  detta  iperbole.  L'angolo  QRO  potrà  gai- 
darci  nella  conoscenza  di  que'  casi.  Goè  i.^;  Se  la  detta    retta 
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KH  stia  al  di  sopra  della  tangente  RQ  ,  ella  non  potrà  incon- 
trare r  iperbole  AN ,  e  né  tampoco  quella  ,  che  1'  è  opposta  . 
3.^  La  RH,  se  combaci  colla  RQ  ,  sarà  tangente  dell'  iper- 
bole AN,  ma  senza  mai  incontrar  V  opposta  .  3'^*S'  ella  ca- 
da dentro  all'  angolo  QRO ,  dovrà  segare  l'iperbole  AN  in  due 
punti,  e  non  potrà  incontrare  l'opposta  •  4*^  ^^  !&  ^^  com- 
baci coli' altro  lato  RO  del  detto  angolo,  ella  dovrà  in  un  pun« 
to  solo  segare  la  sola  iperbole  AN  .5.^  E  la  medesima  RH  J 
dovrà  in  un  punto  segar  l' iperbole  AN  ,  ed  in  un  altro  l' op- 
posta curva  ,  quando  ella  cada  entro  1'  angolo  ARO  .  E  cosi 
per  r  altra  parte  potrebbesi  convenevolmente  ragionare  . 

§.ao6,TEOR.C7ha  retta^  che  si  conduce  per  lo  centro  del- 
le  iperboli  opposte j  non  può  mai  incontrare  queste  due  curve , 
se  la  tangente  delT  angolo  ^  oiuTella  s*  inclini  alPasse^  non  sia 
minore  del  quoziente  delFasse  secondario  per  lo  primario. 

Allorché  la  retta  CN  si  conduce  per  lo  centro  G  delle  det- 
te iperboli,  dee  &rsi  b:=sOy  e  Tequazione  F  si  acquista  la  se- 

a*  e* 

lOiente  binomia  forma  i^'  +  -r-r =  o 

^  fa  — '  c^ 

Cloe  s^  2=   rrr^ ?— \   •   •  .    ir 

Ma  supponendo  t  =  -—  ,  e  quindi    f  a"  =i  e*  ^  la  frazione  G 

ac  e  , 

diviene  ±  —  =  oo  .E  supponendo  t> — j,  econ  ciò  .f'a*>c' 

la  medesima  frazione  diventa  immaginaria  .  Dunque  necessaria- 
mente dee  esser  t  <  —    ?  per  pat^e  succeder   V  incontro  di  . 

quella  retta  con  le  iperboli  oppóste., 

§.  HO'].  Teor.  e  chiamando  m  il  seno  del  detto    an^ 

i6 
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golo  j  ed  n  il  coseno  ,  sarà  il  inalare  di  questa    incidente 

±ac 
su  qudU  due  iperbati  opposte  uguale  a   —j^———^—^ 

e 

nel  caso  che  sia  t  < —  • 

a 

E  quando  sia  f  >  — ,  t incidente  apparterrà  alle  due 

iperboli  comjugatCy  e  la  sua  lunghezza  sarà  w/  ^»^>  _  ^^^.y 

dovendosi  permutare  i  segni  de  termini  del  primiero    de- 
nominatore . 

Poneudo  neU'  equAzione  G  il  fratto  —  in  hiogo  della  t  , 

^B  .ytf  ^% 

si  a>Tà  la  CM  ss  (^  s=  ^^ —  ,  ^    •  Ma  nel  tiìaiif olo 

V  (  71  e'  —  m'a'  )  ^ 

CNM  sta  cos.C  :   1  ::  CM  :  C^  .  Dunque  sarà 
CN=    i.   ,^, r:^.  ,  e  Cn  =r 


■«MI  1^      •  n%        c 

E  CIO  nel  caso  ,  che  sia  t ,  o  -*-  <  * —  . 

n         a 

Ma  supponwdo    il  .primo  di  questi    due    fratti    maggior 

^ac 
deir  altro  ,  è    immaginaria    ì  espressione  -r-; ^:  e 

itac 

r  altra  -77 — — ; ■■,  ,  <  divien  reale  ,  come  V  è  noto  .  E  da 

\j  {^m  a  — -n  e  ) 

quel ,  che  ho  detto  nella  part.  i.  ,    quesf  ultimo    fratto  dino- 
ta l'incidente  nelle    iperboli  conjugate  :  poiché  in  queste  cur- 
$•    179.  ve    si  {lermutauo  i  due  semiassi  ^;    e1  seno  cangiasi  in  co- 
seno ,  e  questo  in  quello  si  converte  (1)  ,  come  V  è  ben  chia*<' 

Jig,  16.  (1)  Sia  BG  *  il  «emisMse  secondario  dì  CA ,  e  k  CN   in   mezzo 
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ro  per  k  Geometria  •  Dun<pie  sarà  vero  quel  ,    che  ho  prò* 
posto  in  quest'  ultimo  teorema  . 


PROPOSIZIONE  xxvm. 


PROBLEMA. 


r- 


§.  208.  DaJ  dato  punto  K*,  il  quale  stia  fuo-    '^*-  *7 
ri  dell'  asse  della  data  iperbole  AN  y   condurla  una 
tangente  . 

SoLTO.  Sia  K£  la  tangente  richiesta  ,  ed  ED  la  semìor- 
dinata  per  lo  contatto .  Le  CQ ,  QK ,  che  si  chiamano  by  h^ 
siena le  coordinate  del*  punto  K  riferito  all'asse  della  data  iper- 
bole. Si  dica  V  la  CR  differenza  della  sottangente  RD  daU'a* 

a* 

scissa  CD  ;  sarà  RQ  =  v — b  ,  l' ascissa  CD  =  ^  la  sottangen- 

te  RD  =s ,  e  la  semiordìuata  ED  =  —  V  (  «'  —  ^'  V 

E  sarà  quindi  RD  :  DE  ::  V  (  ^'  —  ^*  )  •  ^  •  Ma  pe'  trian- 
goU  simiK  RDE,  RQK  la  ragione  di  RD  a  DE  dee  pareggia- 
re quella  dì  RQ  a  QK.  Dunque  sarà 

V  (  ^'  —  ^'  )  •  ^  J*  ^  —  b:  h A 

E  riducendo  siffatta  analogia  in  equazione ,  e  questa  poi 
ordinando  rispetto  ad  v  ,  si  avrà  la  ^^gaente  equazione 

7c'bv  c'b'  —  a' A*  ^ 


c'+  V    ^       c'  +  A' 


ad  essi  ;  il  seno  e  *1  coseno  dall^  angolo  ACN  j  saranno  gli  steMi  che 
il  coseno,  el  leno  dell* altro  BCN. 
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le  cui  radici  saranno  soddisfacenti  al  quesito  •  Infanto  ^ma 
di  costruire  l'equazione  B  ,  e  ^  divisarne  i  diversi  casi.,  io 
dovrò  dimostrare  non  potervi  aver  luogo  il  caso  impossibile  , 
quando  quel  dato  punto  si  ritróvi  fuori  della  data  iperbole  ,  e 
della  sua  opposta  . 

Imperocché  per  questo  caso  dovrebb' essere 

TFTTV  <  '"TTF^  '  ^^^  "'*'  <''+^'^  ^''^'-  '*'*')• 

O  ,  spingendo  il    calcolo  più  oltre  in    convenevol  modo  ,  do- 

vrcbb'  essere  6*  >  a'  -| .  Cioè    a  dire  V  estremo    dell'  ' 

e" 

scissa  del  punto  K  avrebbe  a  stare  entro  la  curva  .  Ma  da 
quel  rapporto  di  maggioranza  si  rileva  essere  h^  <  — ^ e'  ?  « 

*  5.  184.  questo  binomio  è  uguale  *  al  quadrato  della  semìordinata  cor- 
rispondonle  all'  ascissa  b  .  Dunque  V  estremo  della  retta  h  ,  cioè 
il  punto  K  dovrebbe  cadere  dentro  la  data  iperbole  .  E  co'me- 
dcsimi  princj]))  si  jmò  dimostrare  ,  die  per  verificai'si  quel  caso 
impossibile;  un  tal  puntp  potrebbe  anche  star  entro  fiperbo* 
le  oppoXi . 

CosTR.  All'  estremo  A  del  semiasse  AG  si  elevi  la  perpen- 
dicolare AT  uguale  al  semiasse  secondario ,  e  preso  in  quel  se* 
miasse  la  retta  AO  uguale  alla  QK,  si  unisca  la  retta  TO .  Inol- 
tre dal  punto  Q  si  meni  la  QG  parallela  alla  congiunta  OT , 
ed  ella  ne  incontri    ne'  punti  G  ,  g    il  qeixhio    AGB  iscritto 
]ielle  iperboli  opposte  .  Finalmente  da'  detti  punti  si  calino  sul- 
r  asse  AB  le  perpendicolari  OR,  gr .  Dico  essere  i  punti  R,  r 
soddisfacenti  al  problèma  :    sicché  unendoli  col  dato  punto  K  , 
le    congiungenU  vi  riescan    tangenti  alle  'iperboli  .    Imperoc- 
ché per   la  simiUtudine  de'  tciangoU    QRG  ,    OAT  sta  OR  ; 
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RQ  ::  TA  :  AO  ,  cioè  ne*  loro  simboli  V  (  «'—  t''  )  •  ^  —  * 
Il  CI  h.  Dunque  ,  riducendo  quest'  analogia  in  equazione  ,  sarà 
k*  {a'  —  ì;'  )  =  e*  (  v'  —  aèv  +  6'  )  .  Che  se  il  punto  r  ca- 
da sul  centro  ,  sarà  Cr  =  t —  v  ,  e  quindi  Qr  =  QG  -f  Gr  = 
b  — V  .  E  pe'  triangoli  simili  Qrg,  OAT  essendo  gr  :  rQ  :: 
AT  :  AO  ,  cioè  V(^*  —  v'):é  —  i^  li  e  :  A,  anche  di  qui 
si  avrebbe  la  stessa  equaz.  h^  (a' —  i''  )  =  e' ( i^*  —  2b\^  +  b^  ). 

$.  209.  Cor.  I.  L'analogia  dinanzi  esposta  mi  ha  guida- 
to in  quella  geometrica  costruzione ,  che  ]>armi  assai  precisa  ' ,  e 
chiara  :  onde  da  essa  ix)trei  svolgere  i  casi  '  del  problema  ,  se 
mi  fosse  permesso  di.  girne  per  le  siuteticlie  vie  spaziando  . 

§.  210.C0R.11.  Ma  dovendo  conoscer  que' casi  per  mezzo 

he., 
doir  equazione  B,  io  suppongo— <  -— ,  e  quindi  a*h^  <  e'6\ 

In  tal  supposizione  sarà  positivo  il  terzo    termine  dell' anzidet-* 
ta  equazione  ,  di  cui  n'  è  negativo  il  'secondo  :  e  vi  saran    due 
permute    di  segni  ,  e  quindi  le  due  radici  vere .  Sicché  i  due 
punti  R  y  r  restando  al  disotto  del    centro  ,  le    due  tangenti  , 
che  passano  per  K  ,  dovran  cadere  sulla  sola  iperbole  AE  *  . 


S'  »97- 


il       e 
§.  ai  !•  GoR.  III.  E  supponendo  -r*  >  —  >  si  dimostrerà 

collo  stosso  filo  di  ragioni  ,  che  una  tangente  dal  punto  K  jio- 
trà  condursi  alla  detta  iperbole  ,  ed  un'  altra  all'  opposta".  Glie 
se  mai  il  primo  di  questi  due  fratti  si  ritrovi  uguale  all'alilo^ 
e  con  ciò  a'h^  =  c'6%  dovrà  svanire  il  terzo  termine  dell'  e- 
quazione  B  ;  la  quale  deprimendosi  al  primo  grado  ne  mostre- 
rà }x>tersi  una  sola  tangente  ,  ed  alla  sola  iperbole  AE ,  con- 
durre da  quel  dato  punto  • 

§.  aia.  ScoL.  Dall'estremo  A  del  semiasse  principale  Ac  *  ytg.    38. 
si  elevi  la  perpendicolare  AT  uguale  al  semiasse  secondario  :  ed 


4 
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elJa  si  protragga  in  t  ,  sicché  diventi  uguale  ad  AT ,  e  poi  si 
uniscano  le  rette  rCT  ,  C^  .  L' angolo  TC^ ,  che  fu  considerato 
^  $  183.  nella  genesi  dell' iprbole* ,  e  che  qui  appresso  chiameremo  anr' 
golo  assintoUco^  si  poti'à  in  questa  occasione  nominare  a/1^0* 
lo  regolatore.  E  le  precedenti  analitiche  ricerche  potran  con- 
yertirsi  nel  seguente  teorema  di  Geometrìa  .  Cioè 

§•  2i3.  Teor.  Se  quel  dato  punto  stia  entro  questore 
golo  regolatore^  e  fuori  di  quelT iperbole ^  che  il  sottende; 
di  là  potran  condursi  due  tangenti  ad  essa  cwva .  Ed  una 
sola  tangente  potrà  condurlesi^  quando  quel  punto  si  ritro^ 
v/  in  un  lato  delT  indicato  angolo  .  Ma  se  il  detto  punto 
stia  fuori  delt  angolo  regolatore  ,  e  del  suo  opposto ,  una 
sola  tangente  potrà  tirarsi  da  esso  punto  alT  anzidetta  iper^ 
bole  ,  ed  uri  altra  all'  opposta  . 

PROPOSIZIONE    XXIX. 


TEOREMA. 


*A^   27.  §.  2i4*  Nell'iperbole  NAE*  la  sunnormale  VD 

sta  ali'  ascissa  CD ,  che  le  corrisponde ,  in  duplicata 
ragione  deli'  asse  secondario  al  principale. 

DiM.  Si  ponga  il  semiasse  principale  AC  :=  a ,  e  l' ascis- 
'^  5.  195.    sa  CD  =0: .  Sarà  ^  la  GR  = ,  e  la   sottangente  RD  = 

CD  —  CR  s:  x^—  —  =   C- j  ,  E  dovendo  essere  le 

m 

*  8.  ELV  I.tre  rette  RD  ,  DE  ,  DV  *  continuamente  proporzionah  ,  sarau 
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C 


tali  le  loro  espressioni  *  .        -^    "^  ,  ±  V  (^'—  ^')  )  ^D.  Oi,de    *  S  ^84- 

e* 

dovrà   risultare    la  VD  =  —  jc. 

a' 

$.  3i5.  Cor.    ì.  U  quadrato   deDa  normale    EV  ,  eh'  h 

uguale  al  quadrato  della  sunnormale  VD  con   quello   della  se* 

jniordinata  ED  ,  dovrà  uguagliare  il  seguente   trinomio 

-yj:'  + ; e'  =  --;-  (    —^^ — x'  —a'  )  . 

a*  a  a*     \      a  • 

E  ponendovi  e'  per  e'  +  a* ,  sarà 

a'    \    a'  J 

§.  ai6.  Cor.  ii.  E  qui  potrà  dimostrarsi,  come  nell'ellis- 
se, esser  Um^.  ECD  :  coi.  ERD  :^  e'  :  a"  .  *  5.  48- 

§.  317.  Scoi.  In  questa  ricerca,  come  fu  praticato  nelFel- 
Kfise  *  potrà   anche    i!  metodo  Cartesiano  impiegarsi  ,  che  del      *  j.  45, 
valor  ddla  sottangente  non  si  vale  in  alcun  modo . 

PROPOSIZIONE    XXX. 

PROBLEMA* 

5.  a  18.  Data  l'iperbole  AMm*,  ed  in  essa  un  »/f^.   ig. 
sisieaia  di  corde  parallele  \  ritrovar  la  linea ,  che  pas- 
sa pe'  loro  punti  medj  . 

Soiunt.  La  inetta  Afwi  sia  una  di  queste  corde,  ed  O  il  pun* 
te  medio  di  eam  .  Oal  punto  O ,  e  da'  punti  estremi  M  ,  m 
detti  detta  corda  ^  aUmuìbo  le  pei^enàcolari  OR,  MR^  mn 
std  srmiflfiBe  AC  della  dati  iperbole  .  E  poi  sì  pongano  u^ 
guali  ad  v ,  z  ie  oooidiwile  CR  ^  RO  del  punto  0  riferito  al- 
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l'asse  RC.  Inoltre  sia  la  CN  =  <b,  e  l'angolo  VMO  =  <f,  di 
cui  le  grandezze  m^  n^  h  dinotino  il  seno,  il  coseno,  e  la 
tangente  rispettivamente .  Sarà  NR  =  MV  z^v  —  «  ,  VO  = 
/i  (  ^,  _  o)),  MN  =  RO  —  VO  =  z  +  A  (  65—  i^  ).  E  dovendo 

e* 

essere  per  la  natura  della  data  iperbole  MN*  =  — ^CN* — c% 

si  avrà  ne'  simboli  dèlie  MN ,  GN  un'  equazione ,  che  ordina- 
ta rispetto  ad  <S5  diviene 

T       h^a'  —  c^  h'a'  —  c'  h^a'  —  c'     '--^ 

E  vi  dovrà  essere,  per  quel,  che  si  è  detto  nella  prop.  vi.  , 

^ì 1  =  ì;  ,  cioè  hà'z  =  cV  ,  fattevi  le  debite  ridu- 

nc^v        z        n       ,       ,    ^.  X 
zioni .  E  finalmente  sarà  z  =  — 7,  e  —  :  — ;;  e   :  a  .  Cioè 

ma^         sf       m 

§.  aig.  Teor.  NelV  iperbole  la  linea  ^  che  passa  pe^ pun- 
ti medj  delle  corde  parallele ,  l' è  una  retta  convergente  al 
centro  della  figura ,  ed  inclinata  alt  asse  per  un  angolo  , 
la  cui  tangente  trigonometrica  sta  alla  cotangente  di  quel- 
r altro  angolo\  onde  ciascuna  delle  dette  corde  inclinasi  'al 
medesimo  asse ,  in  duplicata  ragione  deW  asse  secondario:;, 
al  primario . 

CONSEGUENZE,    CHE   TRAGGONSI    DALL' ADDOTTA  PROPOSIZIONE. 

§.  230.  I.  Se  la  corda  Mm  intendasi  fluire  con  moto  a 
se  parallelo  verso  l'arco,  che  ne  sottende;  ella  gli  diverrà  tan- 
gente, quando  le  intersezioni  con  quell'  arco  raccolgansi  in  un 
sol  punto  •  E^  perciò  ciascuna  delle  anzidette  corde  dovrà  esser 
parallela  alle  tangenti ,  che  conduconsi  alle  iperboli  opposte  per 
que'due  punti,  che  l'indicata  locale  dee  sanarvi. 
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§.  a 21.  IL  Def.  XXIV.  Ogni  retta,  che  termini  alle  ijier- 
boli  opposte.,  passandovi  pel  centro  ,  è  un  diametro  deUaJi^ 
gura  ;  e  gli  estremi  di  quella  si  dicono  vertici  di  questa.  Ijc 
ordinate  del  diametro  son  quelle  corde  dell'  una ,  e  dell'  aitila 
ipeibole ,  che  vi  sono  parallele  alle  tangenti  menate  a  queste  ciu - 
ve  peiv  gli  estremi  del  diametro  .  E  Y  ascissa ,  che  corrisponde 
a  ciascuna  delle  dette  wdìnate,  è  la  distanza,  che  tien  dal  ceu- 
tro  il  punto  medio  di  essa  corda.  Finalmente  ogni  semiordi- 
uata ,  e  la  sua  ascissa  diconsi  coordiiuite . 

§.  322.  III.  Il  centro  dell'  iperbole  ,  i  punti  medj  delle 
corde ,  che  vi  son  parallele ,  ed  i  vertici  di  quel  diameti*o ,  cui 
quelle  sono  applicate,  giaccion  tutti  per  diritto.  Dunque  unan^t- 
ta ,  che  unisca  due  di  questi  punti ,  dovià  passare  pe'  immanen- 
ti •  E  da  ciò  potrà  conoscersi  il  centro  di  un'  iperbole ,  quando 
ninno  de'  suoi  diametri  rie  appaja . 

§.  223.  IV.  In  questa  figura  vi  deggion  essere  infiniti  dia- 
metri disuguali  fi:a  loro .  Il  minimo  di  essi  è    P  asse  principigh- 
le  .  Quei    che  gli  son  più  d'  accosto  ,  sono  minori  de'  più  ri- 
moti.  E  due  diametri,  che  inclinansi  all'asse  ugualmente,  sono  ^ 
tra  se  uguafi. 

§.  224.  V.  Se  dal  centro  C*  delT iperbole  AMF  si  tiri  ""  fig,   ag. 
la  retta  CL  parallela  alla  FP  tangente  di  essa   curva  ; 
ijuella  parallela  dovrà  cadere  sidT  altra  iperbole  DL,  eh' è 
conjugata  air  anzidetta  iperbole  . 

Imperocché  la  curva  AFm  è  al  di  sotto  della  sua  tangen- 
te PFp* ,  e  molto'  più  della  retta  CL ,  che  ho  supposto  esser     *  5,  30. 
parallela  alla  detta  tangente ,  e  stame    al  di  sopra  .   E    perciò 
compito  il  paralldogramnoio  ACDG  dal  semiasse  principale  AC , 
e  dal  suo  semidiametro  CI> ,  vi  si  conduca  la  diagonale  CG  • 

.  »7 


X 


> 
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Trattato  Analitico 


*  §,   197.  Sarà*  r  angolo  ACG  minore  di  APF,  o  del  suo  uguale  ACL. 

Onde  dovrà  essere  Y  angolo  DCL  minore  di  DCG  ,  e  la  retta 

*  S.   207.  CL  dovrà  cadere  in  sull'iperbole  DL  conjugala  dell'altra  AMF*. 

§.  225.  VI.  Inoltre  pel  teorema  precedente  sta  tang.FCA. 
a  cof.FPA,  0  a  tang.LCD  ,  come  e"  ad  a^ .  JE»  conduceudo 
nel  punto  L  dell'' altra  iperbole  DL  la  LQ  tangente  a'  questa 
curva ,  sarà  pd  medesimo  teorema  ,  tang.hCD  a  cot.ÌjQP  , 
come  a*  a  e' ,  cioè   cotJijQD  :  tangJLCD  ::  e'  :  a'.  Dunque 

*  II.  El.V-dovrà  essere  tang.¥CA:  Utng.LCD  ::  co^LQD:  /ang-.LCD*  ; 

cioè  iawg'.  FCA  sarà  uguale  a  coi.  LQD  ;  e  quindi  la  retta 
CF  dovrà  esser  parallela  alla  tangente  LQ  .  E  ciò  vuol  dire , 
che  :  Conducendo  neW  iperbole  principale  un  qualunque  seàiì^ 
diametro ,  si  può  sempre  esibirne  un  altro  nella  CQnjugata , 
talché  ciascuno  di  essi  sia  parallelo  alle  ordinate  deW altro . 
§.  326.  VII.  Def.  XXV.  Due  diametri  dell'iperbole  si  di- 
cono con  fugati^  se  ciascuno  di  essi  «ia  parallelo  alle  ordinate  del- 
l' altro .  E  '1  parametro  di  un  diametro  e  la  tenta  projiOrMona- 

*  S-  "fi'    ^^  ^^  ordine  ad  esso  diameti'O  ed  al  silo  conjugato*. 

§.  227  •  VIII.  Si  chiamino  »  ,  y  due  semidiametri  con- 
iugati di  un'iperbole,  d  ,  9  sieno  gli  angoli,  ond'  essi  rispet- 
tivamente indinansi  all'  asse  ^  e  p  ^  q  esprimano  il  seno  e  '1  co- 
seno del  primo  de' detti  angoli,  ed  m^  n  sieno  quei  dell'altro. 

*  5.    207.  Sarà* 

§.228.  IX,  Cioè  :  //  numeratore  del  fratto  ycK  esprime 
il  quadrato  di  un  semidiametro  deW  iperbole  principale ,  è 
il  prodotto  de' quadrati  del  semiasse  primario  ^  e  del  secon^ 
^  darlo  .  E  7  denominatore  vi  contiene  il  quadrato  del  semi- 
diametro secondario  meno  quello  del  primario  ;  ma  il  pri^ 


a^c"                               ac^             T'"        flf'c'- 

-p'a' 

^V — pV  '   '   "  to' a' — n'c'^'^a.'        TO'rt*- 

-n*e 
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mo  di  questi  due  termini  deesi  moltiplicare  per  lo  quadre^ 
to  del  coseno  ,  e  V  altro  per  quello  del  seno  deW  angolo  , 
onde  il  detto  semidiainetro  inclinasi  air  asse . 

§.  329.  X.  Ed  essendo  pel  teorema,  che  dianzi  ho  pro- 
posto nel  §.  ai9  ,  ~   :  —   ::  e'  :  a* ,  sarà  pm  c=  -^^nq  . 

E  si  potrà  dimostrare ,  come  nel  §.  Sg ,  essere 

ne*  ^^* 


m'a'—  n'c' 


Finalmente  ,  'se  porremo  nel  valore  di  0^'  questi  ,  che  ho  qui 
recati  alle   P  *  9 ,  sarà  *  =  — r-r r-r-  . 


PROPOSIZIONE    XXXI. 


PROBLEMA* 


5.   23o.  Data  T  equazione,  che  ha  \  iperbole, 
AMm*per  le  sue  coordinate  rettangolari  CN,  MN,  */«•    ^9- 
ritrovar  quella,  che  le  dee  appartenere  per  le  coor- 
dinate obblique  CO ,  MO . 

Soiuz.  Si  chiamino  x  ^  j  le  proposte  coordinate  CO^ 
MO ,  ed  A  ,  7  il  semidiametro  principale  CF ,  e  1  sub-  conju* 
gato  CL*  Inoltre  sia  Tangolo  VMO  =  <p,  e  l'altro  ACF  =  d, 
e  sieilo  m^  p  i  loro  seni,  ed  n,  q  \  coseni  rispettivamente .  Sa- 
rà^ premettendo  gliartifizj  geometrici  del  probi.  prec«  (1), 

(1)  Il  metodo  della  pennuta  delle  coordinale  ^  tanto  benemerito 


^ 
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i   :    m  ::  j  :  Oy         ,  i   :  p  ::  a-  :   OR  , 

1   :    n  ::  j-  :  MV        ,  i   :  q  ::  a:  :  CR  . 

E  quindi  OV  =  m^  ,  MV  =  fij  ,  OR  =px  /CR  =  ^x  , 
CN  =  CR  —  RN  =^  ^a:  —  njr,  MN  =  OR  —  OV  =  px— /19  • 
*  «.  184,    E  dovendo  essere*,  per  la  natura  della  data  iperbole ,  MN'  = 
e' 
a" 
posta  equazione 

p'x'  +  m'/*  —  ajP/iiJ9^  =-r(  9'^'+  »'/*—■  a^n^r  )  -—  C .  .E 

nella  quale  dovranno  sparir  que' termini,  che  contengono  il  ret- 
tangolo delle  coordinate  x  ,  y  .  Iaipero«chè  si  è  qui  soia-a   di- 


#» 


Cjf  '  —  c^  ^  si  avrà    ne'  simboli  delle   MN  ,  CN  la  sotto- 


a' progressi  della  Geometria  sublime,  fu  egregiamente  recato  dal  som- 
mo Eulero  {Introd.  in  Analys.  Inf.  voi.  JL  sect.,  a3.  .  .  .  46)  e  nel- 
lo stesso  tempo ,  e  con  pari  eleganza  rapportato  dall'  insigne  Cramer 
(  Intrudi  a  VAnaiys.  des  lig,  courbes,  secL  1^ 3o  )  .  Vi  man- 
cava'il  metodo,  onde  passare  dalle   coordinate  óbblique  ad   altre  pur- 
ai)che  obbhque.    Ed  ei  fu  supplito  dal  valentissimo  Raisner,  le  cui 
speculazioni  furon    poi  illustrate  da  Fedeijco  Rudiger,  da  Carlo  In* 
denbourg,    e   da  altri  geometri  di  Europa .  Ma  qual  n'  è  mai  cotesto 
metodo  ()i  permutazione?  Ei  principalmente  consiste  nel  convertir  Te- 
quazione  di  una  curva  ,  eh'  è  tra  due.  coordiuate  di  essa ,  in  un'  al- 
tra tra  due  altre  coordinate  ,  che  sièno  comunque  date  ,  o    assanle  , 
Or  se  la  data  linea  ecceda  il  sfondo  grado,  o  se  quel  passaggio  debbasi 
fare  da  coordinate  óbblique  ad  altre  benanche  óbblique  ,  si  sogliono, 
per  agevolarne  il  calcolo,  praticare  i  metodi  combinatora  degli  anali- 
sti tedeicbi  i  Signori,  tfndenbourg ,  PfafP,   Prass  \  er.  Intanto  io  \o^ 
.  4o  i)  magistero  analitico  di  tutti  questi  geometri  j  e  ne' passaggi,  che 
qui  ho  dovuto  fare  da  un'  equazione  ali'  altra  ,  ho  fatto  guidarmi  da. 
due  triangoli  dati  di  specie,  che  immediatamente  gli  eseguono,  e  pia 

-  facilmente  intendpnsi  da'  giovani , 


•n  * 


.4    *M 
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mostrato  *  essere  pm  =  —  nq.  E  perciò  ella  ordinata  rispet-    »  e   ^^o. 
to  ^à  jr  diviene 

£  ponendo  in   quest'  ultima    equazione  i  valori^  de'  fratti , 
che  vi  si  osservano  *,  sarà  finalmente  *  §.  227. 

y=  _-x'  — r  .   .   .   .     Ciofe  (i). 

§.  33i.  Teor.  Pe'  semidiametri'  conjugati  delF  iperbo^ 

le  AMm    ottiensi  wi  equazione   pari/orme   a    quella  ,  che     - 

e' 
Ju  recata  per  P  asse  principale  ;  cioè  allajr*  =-— .^»  —  e*. 

§.  2Z2.  Cor.  I.  I  quadrati  di  due  semiordinaie  di  un  qua- 
'  lunque  diametro    dell'  iperbole  sono    come  gli  eccessi  de'  qua- 
drati delle  loro  ascisse  sul  quadrato  del  semidiametro ,  o  come  * 
i  rettangoli  deUe  loro  ascisse  valutate  d' amendue  i*  vertici  • 

§.  2Z3.  Cor.  II.  E'I  quadrato  di  una  di  queste  semìor- 
dinate  starà  al  rettangolo  delle  sue  ascisse  computate  d'ambe- 
due i  vBrtici ,  in  duplicata  ragione  del  diametro  secondario  al 
primario  )  o  come  n'è  ad  esso  diametro  primario  il  suo  parameti'o. 

(1)  Si  potrebbe  qiiesta  dimostrazione  al  par  di  quella  delF  ellis- 
se eseguire  col  maneggio  dell^  equazione  A  prop.  xxx  ,  e  nel  seguente 

modo  .  »  Alla  fine  di  quella  prop.  si  è  dimostrato  essere  — ^ i  sap 

»  Dunque  il  primo  membro  di  essa  equazione  sarà  d>*— -  2(^os.  E  da  quei 

»  pateggiamento  risultandone  Ai'  — «s=3  .ifLZlL  «/     sarà    il  secondo       ^ 

ha  * 

»  membro,  fatte  le  debite  riduzioni,  aguale  a  JIUÌLL.,)  -« if^S!Ù£zZ^ 

>i  E.  se    vi  si  aggiunga    p»  ,  si    avrà  un'  equazione  da    doversi  ma- 
»  ncggiare  ,  come  quella  deir  ellisse  $.  73. 


r     • 


<^ 


^ 


0 


'-'•  f 


Cap.  4*     i34 
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§.  !ì34-  Cor.  in.  Si  chiami  p  il  parametro  deU'asse  prin- 
cipale dell'  iperbole,  e  z  un'  ascissa  computatavi  dall'  un  estremo 
dì  esso ,  e  poi  vi  si  ponga  la  corrispondente  semiordinata  ugna- 

le  ad  j  ;  sarà  j*  s=  pz  +  -^ —  .  Le  quali  cose  colla  guida  de* 

§§•  76  j  e  79  si  potran  qui  raccorre  . 

PROPOSIZIONE  xxxn* 

TEOREMA* 

§.  235.  Nell'iperbole  la  dififerenza  de' quadrati  di 
due  semidiametri  conjugati  è  uguale  a  quella  de' qua- 
drati de'  semiassi  conjugati  •  E  '1  parallelogrammo , 
che  compiesi  da  que'  due  semidiametri ,  è  quanto  il 
rettangolo  de'  detti  semiassi  « 

DiM.  Si  è  dimostrato  qui  sopra  ne'  §§.  22Q  >  227  essere 


a*  = 


.a^» 


a'c" 


y'  = 


m'a^  —  n'c 


ni'a* 


n'c* 


m'a' 


n^--(») 


Se  dunque  dalla  prima  di  queste   due  equazioni  sottraggasi   la 
seconda  ,  avrassi 


» 


^      m'g^  +  n'c^  —  aV  (m*  +  yi^)  _ 


r== 


m*a' 


wV 


=  a 


Part.  II.  L'aja  del  parallelogrammo  ,  che  compiesi  da' se- 
midiametri ot,  y  ,  è  uguale  ad   »Y,sen.  {f — 0)\  Dunque, 


(1)  Si  fa  essere  ni*  ^n^  ^=s  i. 
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prendendo  i  valori  delle  *  ,  y  ,  e  di  s€n.(  ^  —  (J  )  qui  sopra  €• 

m 

sibili  * ,  sarà  quel  parallelogrammo  uguale  a  y  r  220, 


$.236.G)R.i.  Di  qui  si  raccoglie^  che  sia  7*=flt'— a'+c* 


=  ac 


e'-r» 


a' 


a%  ponendovi  il  valore  della  ok*  recato  nel  §.191* 


Cioè  a  dire  con  questo  binomio  csprimesi  il  quadrato  del  se* 
niidiametro  CL  conjugato  a  CF.  Mentre  il  quadrato  della  nor- 
male ,  che  *  corrisponde    all'  estremo  FM    questo  semidiàme*  *  5-  ^^^* 

tro  ,  e  uguale  a  ^(-^. «'  ì  • 

§.  337. Cor. II.  Dunque:  La  normale  deW iperbole  in  un 
qualunque  punto  di  essa  curs^a  dee  stare  al  semidiametro 
conjugato  di  quello ,  che  passa  pel  suddetto  punto ,  come 

V  asse  secondario  al  principale . 

S.aSS.ScoL.  Anche  nell'iperbole  le  sei  grandezze  a,  e,  a,  y, 

f  ,  d  hanno  tal  nesso  fra  loro  ,  che  da  tre  di  esse  si  possono 

le  tre   al  tre  determinare .    E  ciò    ili   foraa  delle  tre    equazioni 

*' —  r"=  a" — c%  »y.sen.  (9  —  ^  )  =  ^^j  «  tang.^.  tang.9 

e*  '       .    .  , 

=  «-^  ;  le  quali  si    potran  ridurre    a   tre    altre  ,  che    sieuo 

sgombre    di    grandezze    trascendenti ,  come    si  è  praticato  uel- 

V  ellisse  §.  85.  E  iktcìò  :  Dati  di  grandezza  y  e  di  posizio^ 
ne  due  diametri  conjugati  di  un*  iperbole  ^  si  potran  de- 
terminare gii  assi  conjugati*  Imperciocché  espiiraendo  per  jc 
il  semiasse  principale ,  e  per  jr  il  coujugato'^  si  dinoti  per  »  il 
semidiametro  principale,  e  per  y  il  suo  conjugato ,  i  quali  sicn 
dati ,  e  contengano  un  angolo ,  il  cui  seno  sia  Jf .  Si  dovranno 
a  tal  oggetto  risolvere  ic  due  equ  azioiii  x*  —  /'  ~  »  —  '>'*  » 


»  •  _^ 
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ed  jcjr  =  JSl*7,  per  vi  determinare  le  ignote  x^  jr ,  "Lo  die  ab- 
bastanza è  noto  daU'  algebrico  Algoritmo . 

PROPOSIZIONE    xxxin. 


teorema. 

*jìg.  29.  5.    239.   Se  dagli  estremi  F*,  L  de' semidia- 

metri  conjugati  CF,  CL  si  calino  le  perpendicolari 
FÉ ,  LH  sul  semiasse  principale  AC ,  e  sul  secondario 
CD  rìspettivamenle  y  quelle  rette  dovran  segnarvi  in 
questi  semiassi  due  ascisse  proporzionali  a'  medesimi 
semiassi  . 

•»  • 

DiM.  Si  legga  la  dimostrazione  della  prop;  x.  dell'ellisse, 
con  riscontrare  la  citata  figura  dell'  iperbole . 

PROPOSIZIONE    XXXIV. 

TEOREMA. 

§.  240.  Per  un  qualunque  diametro  dell'iperbole 
dovrà  verificarsi  ciò,  che  si  è  dimostrato  per  1'  asse 
nel  5. 194*  cioè,  cbe  vi  sien  continuamente  propor- 
zionali l'ascissa,  che  corrisponde  all'ordinata  pel  con- 
tatto, il  detto  semidiametro,'  e  la  medesima  ascissa 
diminuita  della  sottangente. 

DiM.  Questa  verità  può  ricavarsi  con  quell' istesso  metodo  y 
che  ho  impiegato  nella  prop.  xxv. ,    con   questo  solo  divario  , 


I  -  ♦-•■  » . 
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che  qui  la  t  dee  dinotare  il  rapporto  del  seno  di  MPN  al  se- 
no di  MNP,  come  nell'ellisse  S-Q?.  E  lo  stesso  assunto  potrebbe- 
si  convenevolmente  conseguire  co' metodi  proposti  ne'JS^  97,  98. 

§.  24 1  •  Òef.  XXVI.  Un'  iperbole  si  dice  pariUttgray  o  equi-- 
Intera  ,  quando  1'  a$se  principale  pareggi  il  suo  conjugato  .  £ 
se  ciò  non  si  avveri ,  l' iperbole  si  dirà  scalena  . 

§.  2 4 Si*  Cor.  I.  Nell'iperbole  |)arilatera  ogni  diametro  e 
uguale  al  suo  conjugato  •  Imperocché  essendo*  ot'— •  r'=  ^' —  ^%  *   S'    ^^5. 
ed  a'  — •  e*  =  o ,  dee  anche  essere  a'  —  7'  =  o ,  ed  *  =  7. 

$.  343.  Cor.  II.  £  perciò  l'equazione  di  una  tal'  iperbo^ 
le  relativamente  agli  assi,  ed  al  centro  sarà  ^'=  or*  —  a'  .  E 
pe'  diametri  coniugati  ella  dovrà  essere  ^'  =  j:*  — •  *' . 

PROPOSIZIONE    XXXV. 

TEOREMA. 

§.   2  44-  Se  dagli  estremi  di  un  diametro  AB*  *  fis*   3o. 
dell*  iperbole  parilatera  NHC  coadacansi  ad  un  pun* 
to  G  di  essa  curva  le  due  rette  AC ,  BG  ^  gli  angoli 
alla  base  AB  dell'  emergente  triangolo  ABG  avran 
sempre  una  data  differenza  • 

m 

DiM.  Sì  ponga  il  semidiametro  GB=»,  eà  clùamino  x^ 

le  coordinate  GD,  DG ,  clie  Qorrispondono  al  punto  C  ;  sarà  *  *  cor.  pr. 

J"'==  x' —  «* ,  e  con  ciò  jr  :  X  —  »  ".  x  -{•»  :  j-.  Cioè  DC  : 

DB  :;  DA  :  DC  .  Onde  dovrà  esser  l'angolo  DCB  uguale  all'  al-      ► 

tre    DAC  *  .  Ma   per  essersi  prodotto   il  lato  DB-  del  trian-'^  6.  £L  VI. 

golo    DBG  ,  è  r  angolo   esterno   ABG  =  BDC  +  BGD  =3 

BDC  +  BAC  .  Dunque  sarà  BDC  =  ABG  ^  BAC  . 
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Trattato  Akalitico 


§.  2^5.  Cor.  E  se  da  wi  punto  N  di  questa  curva 
coTuiucansi  le  due  rette  NH  ,  NK  agli  estremi  dell'  asse 
principale  HK  ;  gli  angoli  acuti ,  ch^  essejbrman  col  det-- 
to  asse  ,  sono  ,  presi  insieme  ,    uguali  ad  un   retto  . 

Dal  puDto    N  si  ordini  all'  asse  la  NM  ,  e  sìeno  x  ^  y\Q 
*  $.  243.  coordinate  GM,  MN.  Sarà*j"'  =0:'— a'  l'equazione  di  que- 
st'iperbole parilatera  .  Onde  dovrà  essere  — ^ —   =    Z 

a:  —  a  oq 

come  tang.  NHM  =  cot.  NRM  .  E    quindi  NHM  +  NKM* 
uguale  ad  un  retto  (1). 


(1)  Quest^  insigne  proprietà  delP  iperbole  parilatera  immediata* 
mente  si  deduce  dair  equazione  dt  essa  curva  .  E  uè  abbisognerebbe 
un  lungo  calcolo  per  poterla  conseguire  cojla  Geometria  analitica  a 
due  '  coordinate  (^  Vedi  Biot  Essai  de  Geom.  Analyt,  pag. 100  ).  E 
quel ,  che  più  ne  duole  ,  questo  metodo  non  potrebbesi  universaliz- 
zare per  rilevar  la  verità  del  presente'  teorema  .  L^  ingegnosissimo 
Roberto  Sìmson  con  un  prodigioso  lavorio  di  sintesi  ha  dimostrata 
la  medesima  verità  neir  Appendice  al    suo   trattato  delle  curve  coni«* 

é 

che  .  Ma  io  mi  lusingo  ,  che  la  via  euristica  quassù  calcata  sia  con-» 
ducentìe  a  poter  dimostrare  con  eleganza  la  verità  proposta  ,  ed  aa« 
che  a  rinvenirla  facilmente  ,  se  sia  d^  uopo  ;  evitandosi  per  tal  modo 
certe  studiate  preparazioni ,  che  vi  si  soglion  praticare  ,  o  gli  stenti 
nel  ridurne  il  riiuitamento  (  Fed,  Newton  Jrith,  Unii',  probi,  ^i.) 


DELLE   SEUONI   CONICHE 

CAPITOLO     V. 

Degli  àssintoti  delle  iperboli  • 

§.  !i46.  Nel  capìtolo  precedente  ho  rilevato  dalla  teorica 
de'  diametri  principali  di  un'  iperbole  quella  de'  loro  conjugati , 
e  senza  frapporvi  la  dotti'ina  degli  asintoti  di  essa  curva  ,  come 
li  piupparte  de'  geometri  suol  fere  .  Ora  ,  che  degli  assintoti 
ragiono  ,  io  fo  guidarmi  da  una  proprietà  de'  detti  diametri  , 
ch^  qui  propongo  in  forma  di  teorema  . 

PROPOSIZIONE    XXXVI. 

teorema. 

§.  247.  Le  diagonali  del  rettangolo  circoscrit- 
to alle  iperboli  (i)  debbon  passare  ;per  gli  angoli 
opposti  di  un  qualunque  altro  parallelogrammo,  che 
vi  si  circoscriva. 
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DiM.  Si  compia  il  paraUelogranuno  CILR*  da  due  qua-   "^  fig,  3i. 
lunque  semidiametri  conjugati  CR  ,  CI  dell'  iperbole  RAM  ;  e 
nel  punto  R  intendasi  condotta  la  normale  RQ  ad  essa  curva  . 
Da'  punti  R  9  L  si  abbassino  le  perpendicolari  RT ,  LH  al  se- 


(1)  Per  gli  estremi  di  due  diaineti-i  conjugati  delle  iperboli  con« 
fìucansi  ad  esse,  curre  le  tangenti  ,  che  facciansi  convenir  tra  loro  ; 
il  quadrilineo  ,  che  n'  emerge  ,  sark  un  parallelogrammo  *  ,  che  per  ^  5-  ^^^* 
le  nozioni  elementari  potrk  dirsi  circoscritto  alle  due  iperboli  oppO'^ 
6te  ,  ed  alle  conjugate  .  E  questa  definizione  dee  anche  valere  pe^  pa« 
rallelogrammi  circoscritti  all'  ellisse  (  F'ed,  J.  82.  ) 


Cap.  5.      i^o  Trattato  Analitico 

miasse  CA  dell'  iperbole  ,  e  vi  si  compia  il  rettangolo  RH  .  Sarà 
*  §.  226.  la  retta  RL  tangente  della  curva  in  R  *  ,  e  quindi  perpendi- 
colare alla  RQ  •  E  perciò  i  due  angoli  QRT  ,  LRO  ,  che  son 
complementi  dello  stesso  angolo  ORX  ,  saranno  uguali  :  e  do- 
vranno esser  simili  i  due  triangoli  QTR  ,  LOR ,  che  son  ret- 
tangoli in  T  5  O  ,  ed  han  pure  que'  due  angoli  uguali  . 

Ciò  premesso  ,  si  ponga  CH  =  x,  HL  =  sr ,   TR  =  j  , 
e  quindi  LO  =  LH  —  HO  =  2:  — j^;  e  poi  la  ragione  di  RQ  ad 
*5.  23^^.    RL  esprimasi  per  quella  di  e  ad  a*.  E  poiché  per  la  similitu- 
dine de'  detti  tiìangoli  dee  stare  RQ  :  RL  :  :  RT  :  RO  ,  cioè 

e  :  a  ::/  :  RO  ,  sarà  la  retta  RO  =  -^    ,  l'altra CT  ,  ch'è 
uguale  a  CG  —  TH  ,  saia  x —  ,  e  dovrà  essere  la  sun- 

M-^i4.    normale    QT  *  =  ^T-^  — -^'^=  ^  —  —  >  Ma  per 

la  similitudine    de'  medesimi  triangoli    QTR  ,  LOR  è  benan- 
che RQ  :  RL  ;  ;  TQ  :  LO  .  Dunque  sarà  ne'  simboli    di   que- 

j  c'o:  cy  .  j.  ex 

ste  grandezze  e  :  a  \\ — ^  —    .-^^:  z  — y  ,  e  qmndiz  =  — 

E  perciò  jl  punto  L  dovrà  appartenere  ad  una  retta ,  che  pas- 
sa per  lo  centro  (1)  della  proposta  iperbole  ,  ed  incUnasi  all'asse 

e 
per  un  angolo  ,  la  cui  tangente  trigonometrica  è   quanto  —  • 

Cioè  a  dire  il  detto  punto  dovrà  esser  nella  produzione    della 
CE  diagonale  del  rettangolo  de'  semiassi  conjugati  CA  ,  CD  ; 
poiché  anche   1'  angolo  ACE  tien   per  tangente  trigonometrie  a 
quel  fratto  .  £  di  qui  r^ta  conchiuso  il  proposto  assunto  (2). 

(1)  Leggasi  la  nota  n.  1.  del  5.  24. 

(2)  Io  lascio  a' giovani  il  poter  analiticamente  rilevare,  e  col  re- 


DELLE   SEZIONI   (ONICBE  l4l  ^    CaP.  5. 

$•  243.  Cor.  Il  semiasse  AG  inclinasi  alla  diagonale  ECe 
del  rettangolo  circoscritto  alle  iperboli,  per  un  angolo ,  che  ha 

Q 

l^er  tangente  trigonometrica   —  :  e  per  lo  stesso  angolo  ei  deesi 

all'  altra  diagonale  del  medesimo  rettangolo  inclinare  . .  Dunque 
r  angolo  ECB  sarà  duplo  dell'  altro  EC  A  ,  ed   avrà    per   tan- 

gente  il  fratto       .  (i)  • 

a  — e' 

$.  249*  ^^*  xzviT.  Una  retta  dicesi  assintoio  di  una 
curva  ,  se  l'una  di  queste  due  lìnee  può  continuamente  acco- 
starsi all'altra  ,  e  per  un  intervallo  minore  di  qualunque  dato , 

*  « 

ma  senza  poterla  giammai  incontrare  . 

§.  25o.  ScoL.  La  possibilità  del  definito  ,  eh'  è  un  para- 
dosso geometrico  ,  si  conoscerà  chiaramente  dal  teorema  ,  che 
or  ne  aggiungo . 

PROPOSIZIONE    XXXVII. 

\  TEOREMA. 

5.  25 1.  Le  diagonali  del  rettangolo  circoscritta 
alle  iperboli  opposte,  ed  alle  loro  conjugate  sono  as- 
si ntoti  dì  queste  quattro  curve .  E  propriamente  cia- 
scuna di  esse  è  assintoto  di  que'  rami  iperbolici  , 
tra'  quali  ella  si  distende  d'  ambe  le  parti . 


golo  deir  adottata  soluzione ,  qual  sia  quella  curva ,  la  quale,  passa  per 
gli  angoli  opposti,  de' parallelogrammi  circoscritti  ad  una  data  ellisse. 
(1)  Si  legga  la  nota  n.  3.  del  $.  88. 


♦4- 


Cap.  5.      iij2 


Trattato  Analitico 


DiM.  Si  ponga  CH  =  jc,  GH  =jr,  ed  LH  =  z.  Sarà  |)el 


ex 


ex 

teor  ema  precedente  z  =  —   ,  e  <juindi  z*  = 


c*a:' 


a' 


.  Ma  per  la 


C'JC* 


natura  dell'  iperbole  GAM  è  j'  =  — j— —  e* .  Se  dunque  que- 

st'  ultima  equazion/e  sottraggasi  dalla  precedente,  avrassi  ;8'—  f^ 

e* 
=  c%  cioè  ( z  — jr ){z  +  j )  =  c\  E  quindi  z  — j  =  ' . 

Ma  z  +  / ,  a  la  retta  LM  ^  può  divenir  maggiore  di  qualunque 
retta  data ,  come  ben  si  comprende  .  Dunque  il  fratto 

o  il  suo  valore  z  — y ,  cioè  la  retta  LG  può  fersi  minore  di  qua- 
^  lunque  dato  intervallo ,  e  senza  poter  mai  divenir  zero .  E  per- 
ciò la  retta  CL  per  la  premessa  definizione  sarà  asintoto  del  ra- 
mo iperbolico  ARG .  JL  lo  stesso  per  gli  altri  rami  di  quelle  quat- 
tro iperboli  si  potrà  concludere  convenientemente  . 


.K 


Conseguenze  ,  che  si  traggono  dall^  addotto  teorema  . 

§.  25 2.  I.  Ciascuna  delle  due  diagonali  del  rettango- 
lo ,  che  si  circoscriva  alle  dette  iperboli ,  è  assintoto  di  quat- 
tro  rami  iperbolici:  cioè  di  due  rami  alterni  delle  iperboli  op^ 
poste  ^  e  di  due  altri  delle  iperboli  conjugate  ^  che  sono  al- 
*./g.  a6.  terni  fra  loro  ,  ed  adjacenti  a' due  primi.  Cioè*  la  retta  RCr 
è  assintoto  de'  rami  alterni  AD ,  an  delle  iperboli  opposte  NAD  , 
nad^  e  degli  altri  due  BE,  bn  delle  ii)erboli  corijugater  e  que- 
sti sono  alterni  fra  loro  ,  ed  adjacenti  a'  primi .  E  lo  stesso  in- 
tendasi deir  altra  retta  SC^  convenevolmente . 

§.  253.  II.  Ognuna  delle  quattro  iperboli  già  deUe  ha 
per  suoi  assintoti  due  di  queste  quattro  semidiagonali ^  entra 
le  quali  ella  si  contiene. 


r» 
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Così  le  rette  CS ,  Cr  sono  assintoti  dell'  iperbole  NAD , 
eh'  è  dentro  ad  esse .  E  1'  angolo  di  queste  semìdiagonali  suol 
dirsi  angolo  assintotico. 

§.354-  in.  Or  cotest' angolo  assintotico  sarà  retto ^  a- 
cuto  ,  o  ottuso  ,  secondochè  V  asse  principale  deW  iperbole^ 
che  il  sottende ,  sia  uguale  ,  maggiore ,  o  minore  del  suo 
secondario. 

Imperocché  la  tangente  trigonometrica    del  detto  aifgolo  *    *  J.  247. 

nac 
è  uguale    a  -; j  .  Ma  supponendo  a  =  e ,  e  quindi  parilatera 

r  iperbole ,    ne  diviene  infinita    T  espressione     ,     ^,  .  Dunque 


dovrà  esser  retto  queir  angolo  assintotico.  E  supponendo  a>  Cy 
sarà  di  finita  grandezza  il  proposto  fratto  ,  ed  insiemi  positivo  : 
laddove  ei  sarebbe  finito ,  e  negativa,  se  si  supponesse  a  <  e. 
Dunque  nel  caso  1  •  un  tal  angolo  sarà  acuto  ,  e  nell'  altro  ot- 
tuso, come  da'  princìpj  trigonometrici  è  stabiHto. 

§•  a55.  IV.  Una  tangente  dcW  iperbole ,  qualar  si 
distenda  ins'no  agli  assintoti  di  tal  curva  ,  dee  restar  di- 
ma in  partì  uguali  nel  contatto.  E  cicfscuna  metà  di  essa 
sarà  uguale  al  semidiàmetro  conjugato  di  quello  ^  che  pas- 
sa pel  detto  punto  .    .  - 

Questa  veiìtà  è  una  conseguenza  immediata  del  preceden- 
te teorema . 

§.  256.    V.  E  quindi   se  ad  un  punto  R*  dell'  iperbole  *^gf.    3i. 

RAM  vogliasi  condurre  la  tangente,  potremo  col  precedente  pria- 

> 

eipio  agevolarne  nel  seguente  modo  la  costruzione  .  Dal  dato 
punto  R  si  tiri  la.RN  parallela  all'assintoto  GB,  e  poi  si  pren- 
da la  j>arte  LN  uguale  alla  NC,  e  si  congiunga  la  LR.  Que- 
Sta  retta  sarà  la  tangente,  che  si  jjomanda*?  2TEI    VI. 


Gap.  5.       i44  Trattato  Analitico 

§.  ^57.  VI.  Dall'equazione  all' ^iperbole  principale  /  ciò  è 

dalla  y  =    — ; e'  si  potrebbero  immantinente  ririvenire  gli 

assintoti  di  questa  curva.  Cioè,  vi  si  suppongano  d'infinita  granr 
dezza  le  coordinate  a: ,  ^  ;  in  tal  caso    potrà  trascurarsi  la  e' 

neUa  proposta  equazione ,  che  dovrà  ridursi  alla  /•  =  — 7-  ,  a 

'  m 

ialla*i:y'=:  .  Ma  \  demento  di  tal  curva,,  il  quale  ha   le 

.  X  ^  j  infinite  ,  coincide,  coli'  assintoto  di  essa  ;  onde  quesl'  ul- 
tima equazione  dee  anclic   appartenere  a  quella  reU£i  •  Dunque 

ex 
r  equazione  all'  uno  ,  ed  all'  altro  assintoto  sarà  ±  ^  = 


a  . 


PROPOSIZIONE    XXXVIII. 


TEOREMA* 


5.  258*  Se  per  nn  qualunque  punto  di  ui/ iper- 
bole si  tiri  una  retta  ^  che  incontri  i  due  assintoti  di 
essa  curva  j  il  rettangolo  delle  parti  di  quella  retta , 
che  restano  tra  gli  assintoti  e  '1  detto  punto ,  sarà  u- 
guale  al  quadrato  del  semidiametro  dell'  iperbole  pa- 
rallelo ad  essa  rètta. 

^fs^  32,  DiM.  Per  lo  punto  M*  dell'iperbole  GAM  siasi  condotta 

ir  retta  LMK,  che  incontri  in  L,  K  gli  assintoti  CK,  CL  di 
essa  curva,  ed  in  un  altro  punto  G  la  stessa  iperbole  GAM, 
formandone  la  corda  MG  .  Si  tiri  la  retta  CH  dal  punto  me- 


\ 
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Ca».  5. 


5*  aio. 

$.  a55. 


elio  di  questa  corda  al  centro  di  quella  -curva ,  cui  si  conduca 
la  tangente  FAB  per  F  estremo  A  del  semidiametro  GA  :  ed  el- 
la ne  incontri  in  £  ,  B  i  detti  assintoti.  Dovrà  esser  la  ret- 
ta £B  parallela  alla  LK  * ,  e  le  E  A  ,  AB  uguali  fra  loro ,  ed 
al  semidiametro  conjugato  di  GA*.  Giò  posto  ,  sia  GA  =  • , 
AB  =  y,  GH  =  a:,  HM  =  j,  HK  =  a.  Sarà  GA:AB:;GH:HK 
pe'  triangoli  simili  GAB  ,  GHK  ^  cioè  «  :  y  ::  or  :  z  ,  e  quin- 

di    jB  =  —,  e  z*  =? — —.  .  Ma  h  ix)i*  r'  =  -—-  — y*.  Dun-    *  5.  a3o. 

que  jtogUendo  qucst'  ultima  equazione  dalla  precedente  sarà 
z"  — ^^  =  Y%  cioè  il  rettangolo  LMK  uguale  al  quadrato  di 
AB  ,  o  del  semidiametro  conjugato  di  GA . 

Gas.  II.  Ghe  se  la  retta  MR  incontri  nel  punto  R  l'iper- 
bole aK  opposta  alla  primiera  AM,  dal  centro  G  di  essa  cur- 
va si  meni  la  GA  parallela  alla  MR  ,  ed  in  A  la  tangente  EAB 
nella  detta  iperbole  AM.  £  poi  si  ponga  la  MK  =  v^  l'altra 

GA  =:  oc,  e  la  BA  =  y.  Sarà,  per  lo  caso  precedente,  ML  =  — 

Ed  essendo ,  pe' triangoli  simili  CAB,  PMK,  AB  :  AG::MK  :MP, 


o  ne'  inmboli  di  queste  grandezze  y  :  ali  i^  :  PM,  sarà  PM  = 


CLi^ 


Ma  è  anche  AB  :  AG  ::  ML  :  MQ  ,  pe'  triangoli  simili  GAB, 
QML  .  Dunque  sarà  y  :  »  :;  -2L.:  MQ ,  e   la  Mq  =  —  • 

E  dovrà  essere  PM  X  MQ=:^x  — =»'. 

y         V 

$.  ^59.  Cor.  I  due  rettangoli  LMK,  LGK,  come  uguali 
allo  stesso  quadrato  di  AB ,  sono  uguali  fra  loro  .  Dunque 
dovrà  essere,  per  le  nozioni  di  Geometrìa,  la  MK  uguale  alla 
GL.  E  così  pure  può  dinoostrarsi  esser  la  PM  uguale  alla  QR. 


Cap.  5.         I AQ  TRAlTàTo  AwAtmca 

§.  a6o.  Def.  xxvni.  Ogni  apfdicata  tra  nxk  ramo  iperbo^ 
lieo ,  e  V  assintoto  di  esso ,  la  quale  sia  parallela  all'  altro  as- 
àfltoto,  suol  dirsi  ordinata  delV  iperbole  tra  gK  assintoti.  E 
la  parte  dell'  assintoto  ,  eh'  ella  ne  tronca  insino  al  centro ,  è 
r  ascissa  corrispondente  alla  detta  ordinata  •  Finalmente  que- 
st'  ordinata  ,  e  queir  ascissa  si  diranno  coordiniate  deW  iperbo^ 
le  tra  gli  assintoti. 

§.  261 .  Def.  XXIX.  ha  potenza  di  un'iperbole  èia  quar- 
ta parte  del  quadrato  dell'  eccentricità  di  essa  curva  ,  o  della 
somma  de'  quadrati  de'  semiassi  coniugati .  E  '/  lato  di  tal  po^ 
tenta  è  la  metà  deli'  eccentricità  suddetta  . 

%.  s6a.  Cor.  Tutte  e  quattro  le  iperboli  conjugate  h<in- 
no  gli  stessi  assintoti ,  ed  una  medesima  potenza  • 
"^  fii'  3i-  $*  ^^^'  ScoL.  Da  un  punto  qualunque  M*  dell'iperbole 

RAM  ,  eh'  è  tra  gli  assintoti  CK,  CL,  si  tiri  la  retta  MP  pa- 
rallela all'  assintoto  CL  ,  che  ne  incontri  1'  altro  CK  in  un 
punto  P  .  La  retta  MP  sarà  un'  ordinata  di  quest'  iperbole  tra 
gli  assiutoti ,  e  la  CP  la  sua  ascissa .  E  si  vedrà  qui  appresso , 
che  il  lato  della  potenza  di  quest'  iperbole  sia  quelP  ordinata  , 
die  vi  procede  dal  vertice  principale  di  tal  curva ,  o  la  metà 
del  lato  di  quel  rombo,  ch'io  rapportai  nel  §.  i8a  per  far  co- 
noscere il  sito  ,  e  la  grandezza  delle  due  iperboli  opposte  ,  e 
delle  loro  coniugate. 

PROPOSIZIONE     XXXIX.  ^ 

TEOREMA. 

■ 

5.  264.  Il  rettangolo  delle  coordinate  in  un  iper^- 
bole  tra  gli  assintoti  è  sempre  uguale  alla  potenza  di 
essa  iperbole . 


Dblle  sezioni  comiche  i47     Cip.  5. 

TiM.  Sieno  MP,  PC*  due  coordinate  all'  iperbole  tra  gli  *  ^g.  3i. 
assintoti  GL ,  CK ,  e  per  lo  vertice  principale  A  vi  si  distenda 
la  tangente  AB  j  die  gì'  incontri  inB,  E;  edinK  ,  Lgli 
s^hi   la  retta   LMK  condotta   per    M  parallela  ad  AB.  Sarà 
PM  uguale  a  PK  :  poiché  il  triangolo  MPK  è  isoscele  al  par 
del  suo  simile  ECB .  Intanto  pongasi  GP  =  jr ,  PM  =  PK  =/, 
GA=a,  AB=c,  eGB  =  V(«"  +  c')  =  e.  Sarà  C5P  : 
LM  ::  PK  :  KM  ::  GB  :  BE,  cioè  x  :  LM  ;:  a  :  ac,  ed  7  : 
MK  li  e  :  ae .  Dunque  moltiplicando  fra  loro  i  corrispondenti 
termini  di  queste  due  analogie,  e  ponendovi*  e*  per  Io  rettan-   ^5.  a 58. 
golo  di  LM  in  MK  ,  sarà  a^jr  :  e'   ::  e*  :  ^c^  j  e  quindi 

•^         4 

■ 
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§.a65.  I.  Le  ordinate  nelV  iperbole  tra  gU  assintotì  so- 
no  ins^ersamente  come  le  loro  ascisse 

Quindi  se  una  di  coteste  coordinate  si  chiami  V,  l'altra  do- 

vrà  essere  uguale  ad  -7-  • 

°  4v 

§•  266.  II.  La  potenza  deW  iperbole  tra  gli  assintoti  è 
quanto  il  quadrato  delVordinata^  che  s^i  si  conduce  dal  ver- 
iicè  principale. 

In&tti ,  se  dall'  estremo  A  del  semiasse  GA  si  tiri  la  retta 
AV  parallela  all'  assintoto  GL  ;  dovrà  essere  ,  pe'  triangoli  simili 
BAY  ,  BEG,  r  ordinata  AV  metà  della  GÈ ,  come  n'è  la  BA 
della  BE  .  Ed  essendo  ^la  GÈ  uguale  alF  eccentricità' dell'  iper- 
bole RAM  ,  la  detta  ordinata  ne  sarà  metà  ,  e  quindi  uguale 
al  lato  della  detta  potenza. 
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^.367.111.81  chiami  ^  l'angolo  MFC,  o  il  suo  uguale  AVC  , 
e  si  litengano  i  simboli  quassù    adottati  •  Sarà    xy^rz  -j-e*  ^ 

e    quindi  xjrXsen.f  =z  -^e^Xsen.^  .  Ciofe: 

//  parallelogrammo  ,    che  compiesi   dalle  coordinate 
MP  ,  PC  ,  è  quanto  il  rombo  ,  che  tien  per  base  la  retta 
AV  j  e  9  per  uno  degli  angoli  alla  sua  base . 
* /g.  3i.  §.368.  IV.  Se  al  punto  L*  dell' assintoto  GL  di  essa  cur- 

^  va  s'inclini  sotto  un  dato  angolo  la  retta  LK  ,  col  maneggio 
dell'  equazione  H  si  potrebber  conoscere  gì'  incontri  della  ret- 
ta LK  e  della  curva  GAM . 

Poiché,  supposto  essere  il  punto  G  uno  di  quest'incontri, 
si  ordini  la  GN,  e  si  ponga  LN:=ar,  LC=  A,  tangJj^=it^ 
e  quindi 0C  =  A — ar,eGM=:tó.  Sarà GN X NG uguale  al- 
la potenza  dell'  iperbole,  cioè  tx{h  —  or  )=  ^  e*  ;  e   quindi 

4 

j:'  —  ^+—--  =  0....     I 
Sicché  risplvendo  quest'  equazione ,  sarà 

Cioè  a  dire  sarà  la  retta  LO  il  primo  valore  della  a:  ,  e  T  al- 
tro   dovrà  esser  quello  della  LN  :  supponendovi  ,  che  non  sia 

A'  <  —   ,  cioè  che  non  vi  abbia  luogo  il  caso  impossibile. 

V 

S.369.  V.  Ma  la  retta  CO,  ch'è  uguale  ad  LG  — LO,  sarà 
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doè  LN  =  CO,  e  quindi  ancora  LG  =  MK.  E  da  ciò  può  an- 
che inferirsi  queUo ,  che  per  altre  vie  ho  *  dimostrato ,  che  :    »  5.  ^Sg, 
Quando  una  retta  sega  un'iperbole^  e  gli  assintoti  di  essa^ 
le  sue  parti  ,  che  restano  tra  ciascun  ramo  iperbolico  e  7 
suo  assintoto  ,  sien  fra  se   uguali  . 

E  supponendo  uguali  le  due  radici  deB'cquaxione  I,cioè  che  quel- 
la rqtta  sia  tangente  dell'iperbole^,  dovrà  essere  x=  —A.  Dunque  :    *  5. 26. 

La  sottangente  LN'  ndt iperbole  tra  gli  assintoti  è  uguor  *j;g,  32. 
le ,  ed  opposta  alla  corrispondente  ascissa  CN. 

e* 
E  finalmente  sarà  t  =  — 

§.  270.  VL  r  equazione' xy* g-  e*  =  o  *  può  *Jlg.  33- 

rappresentare  le  due  iperboli  opposte  AM  ,  am  ,  e  le  due 
loro  conjugaie  M'B ,  m'è .  Ma  ponendovi  la  CP  =  x  ,  e 

/'  ordinata  PM  =  ^  ,  il  fattore  xy e*  =  o  di  queir  e- 

4 

qiuizione  dovrà  rappresentare  le   due  iperboli  opposte  ,  e 
V  altro  xjr  +  —  e'=  o  si  apparterrà  alle  due  loro  conju- 

gate  .  JE  perciò   queir  equazione   biquadratica  dovrà  dino- 
tare un  sistema  di  due  diverse  curve  . 

Per  r  intelligenza  di  questo  utilissimo  principio  (1)  sarà  be- 

(1)  Se  m^t  nel  rimontare  da  qualche  proprietà  di  nna  curva  alla 
natura  di  essa  rinvengasi  un^equasìone  risolvibile  in  due,  o  più  fattori  ; 
ciascuno  di  questi  dovrk  rappresentare  una  curva  particolare ,  che  go- 
de U  proprietà  proposta  •  Così  il  sommo  Necton ,  volendo  ritrova- 
re il  luogo  del  vertice  di  un  triangolo  ,  che  abbia  una  data  base  9 
€d  una  data  differenza  degli  angoli  in  sulla  base^  si  abbattè  ad  un'en 


& 
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'^Jig.  33.  ne  l' avvertire  le  s^aenti  oose.  Cioè*  supponendo  CP=i-fx,  e 
PM  =4*  J^9  dovraooo  esser  negative  le  ascisse  opposte  alle  GP, 
e  negative  le  ordinate  opposte  aDe  PM  •  E  perciò  essendo 

CP  =         x  ,  PM   =       7,     sarà    CPxPM  =       x^  ==  JL  ^ 

4 

CP  =         jc,Pm'=— 7,  CPxPii»'  =  — Jcr  =  J-e' 

4 

Cp  =z   —  Xy  pm    =  — 7,  Cp  Xpm   zs       xjr  ^  ~e" 

4 

C;?    =  —  X  ,  pM'  =       7,  C;?  X^iM'  =  —  07  =  ^ 

4 

Laonde  T  equazione  o^y  * ^  e^^  o  ,  eh'  è  il   prodotto 

di  xy  —  — -  «*  =  o  ,    e  di  jr;^  +  -7-  e'  ^  o  ,  dovrà  dino- 
tare un  sistema  di    due  diverse    iperboli  V  medesimi   assintoli 

*  5-  190.    rapportate  *  • 

J.  a^i.  VII.  Finalmente  nel  voler  descrivere  uri  iperbo- 

^  fi%*  3i.   le^  che  passi  per  un  dato  punto  M%  e  che  abbia  per  suoi 
assmtoU  le  rette  GL,  CK  date  di  posizione  j  potrà  impilarsi 

quazione  biquadratica  a  due  iDdeiennìiiate  •  Ed  eì  seppe  disciorla  m 
due  iattori  quadratici,  V  uno  rappresentante  un*  iperbole  parilatera,  e 
r  altra  ,un  cerchio  :  e  poi  conchiuse ,  che  ad  una  tal  ricerea    poterà 
esser  soddisfacente  sk  Tana  cunra,  che T altra.  (  Fed.  Arith.  Universa 
NewU  Prob.  J^i.  ) .  Il  celebre  Eulero  nel  ricercare    una   curva  j    che 
allesse   in  massimo  ,    o    in  minimo  grado  una  certa   /unzione  dette 
coordinate  rinvenne  la  seguente  equazione  y*—  ay*+  (  ** —  ^"^  )  /  + 
««*  —  ap'  s=3  o  .  E  poiché  i  fattori  di  questa  sono  y  —  ar  =  0  ,  ed 
jr*  —  fla?  -J.  «•  ea  0 ,  tanto  la  retta ,  che  il  cerchio  rispettivamente  de- 
signati da  quest*  equazioni ,  avranno  la  jwoprietà  proposta ,  ed  in  quel 
grado.  Methodus  int^n,  lineas  curv.  max.  .  .  .  pag.  4'*  E  così  in 
simili  casi  da  questi  geometri ,  e  da  altri  si  è  praticato  • 
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il    metodo,  che  segue  .  Si  tiri  MP  parallela  a  CL,  e  si  chia- 
mino 6  ,  A    le  coordinate    CP  ,   PM    delia    richiesta  curva  , 
ed  m  ,  n   il  seno    e  1   coseno  dell'  angolo  AGB  metà  del  da- 
to LCK  .  Sarà  V  eccentricità  di  essa  curva  uguale  a*  2^  bh  .    "^  5.  264. 
Il  semiasse  principale  sarà  ^n\J  bk^  e  1  suo  secondario  dovrà 
essere  2m\J  bh  .    Onde  pel    $•  171.  ella  potrà  descriversi  con 
moto  organico .  E  se  per  lo  punto  M  si  tiri  comunque  la  ret- 
ta  LMK  y  e  vi  si  prenda  GL  uguale  ad  MK ,  e  lo  stesso  poi 
si  [Mratichi  in  altre  rette  tirate  per  quel  punto  M,  si  avrà  per    / 
assegnazion  dì  punti  la  stessa  curva*  .  «  j.  25^. 

§.  373.  Post.  Per  le  seguenti  ricerche  potrà  porsi  uguale 
ad  I  la  potenza  di  un'  iperbole,  e  con  ciò  anche  i]^uale  ad  i 
il  suo  lato  . 

PROPOSIZIONE    XL. 

TEOREMA. 

5.  273.  Se  tre  ascisse  nell'  iperbole  tra  gli  assin- 
toti  sieno  continuamente  proporzionali  y  cui  condu- 
cansi  le  corrispondenti  ordinate^  lo  spazio  assintotico 
compreso  dalle  ordinate  estreme,  «  dalle  porzioni  del* 
l'arco  e  dell' assintoto,  ch'esse  ne  troncano,  sarà  diviso 
in  due  parti  uguali  dalla  media  di  quelle  tre  ordinate. 

DfM.  Si  chiami  b  la.  prima  di  quelle  tre  ascisse ,  cioè  la 
Ci*,  e  poi  si  ponga  uguale  ad  x  la  seconda  ascissa  CB,  e  quin-    *.fig-  ^. 

òx  la  terza  CD  =— .  Sarà  AB  =  ^  —  6,  il  qual  binomio  per 

b 
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brevità  di  calcolo  si  chiami  X^  e   dovrà  esser  la  BD  =  —  _  a: 

b 

=  rr(x  —  ò)=  -r-  •  Intanto  prendansi  dalle  AB.  BD  due 
ab  ' 

aliquote  simili  Aa«  "Bb ,  e  sia  n  il  numero  m  delle  une   o  delle 

X  xX 

altre .  Sarà  Aa  = —  ,  e  B6  =  ~-.  E  se  ciascun» delle  Aot,  B/3 

fi  w 

TnJC 
contenga  il  numero  m  delle  dette  aliquote  ,  sarà  A%  =  _~ 

^^      7n*X  ^         ,      mX       -.^  mx-ST      _    ^    , 

B;3=  — j-  ,  C»  =  6  +  — ,  e  C/3  =  x  +  — —  .    E   final- 
zie'  n  nb 

mente  le    ordinate    aH,   /9K,    che   corrispondono  alle    ascisse 
Cot ,  Q3  saranno  uguali  air  unità  divisa  pe'  valori    delle  Got , 
-  $.  272 .  '  Gj3  respettivamente*:  essendosi  supposta  parilatera  cotesta  iperbo- 
le, e  la  sua  pot^za  uguale  ad  1 .  Per  la  qual  cosa  dovrà  èssere 


n         6  +  mX        nb  +  mX 

n 
^      xX  ,  1  Tìb  ^mX 

nb 
Ciob  a  dire  sono  tra  se  uguali  i  rettangoli  di  a%  in  aH,  e  di 
6/3  in  /3K  .  Or  neUa  stessa  maniera  può  dimostarsi ,  che  gli  al- 
tri rettangoli  iscritti  nell'  aja  iperbolica  ABFE  sieno  uguali 
a' corrispondenti  rettangoli ,  che  sarebbero  iscritti  nell'altra  BDGF. 
Dunque  pel  metodo  de'  limiti  saranno  tra  se  uguah  le  due  aje 
iperboliche  ABFE  ,  BDGF  .  '  . 

§.  274-  GoR.  I.  Se  le  ascisse  GA ,  GB  ,  GD  ,  CL ,  eie. 
neUa,  detta  iperbole  sieno  contìnuamente  proporzionali  ;  i  qua- 
drìlinei  iperboUd  ABFE  ,  BDGF  ,  DLIG  ,  etc.  saranno  tra 
se  uguali .  E  quindi  gli  altri   ABFE  ,   ADGE  ,  ALIE  eie. 
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dovranuo  esser  Della  progressione  de*  numeri  naturali  i ,  ^  ,  3 ,  eie* 

§.  275.  Coh.  II.  Dimquei qiuldrilinei iperbolici  ABFEj 
ADGE  ,  ALIE  età.  sono  logaritmi  delle  corrispondenti  a- 
scisse  GB ,  CD ,  GL  etc.  :  o  deUe  ragioni  di  GB  a  GA , 
di  CD  a  GA ,  di  CL  a  GA  etc. 

§.  276.  Cor.  III.  E  potendosi  continuare  all'  infinito  la 
serie  delle  ascisse  GA  ,  GB  ,  CD ,  CL  ,  etc.  continuamente 
proporzionali  ;  lo  spazio  assintotico  ALXIE  ,  eh'  h  infìnitamen- 
io  lungo  ,  dovrà  contenere  un  numero  infinito  di  quadriliiiei 
uguali ,  di  cui  ciascuno  è  finito  di  magnitudine  ;  ond'  egli  avrà 
uri  aja  infinita  . 

§.  377.  Cor.  IV.  Dal  centro  G  dell'iperbole  GFE  con- 
ducansi  le  rette  CE  ,  CF  agli  estremi  delle  ordinata  AE  ,  BF 
di  essa  curva  .  Saranno  uguali  i  due  triangoli  CAE,  CBF  *  .*  i5.El.VI. 
Sicché  ,  togliendo  da   essi  il  comune  triangolo    ACO  ,  ne    ri- 
marrà il  triangolo  COE  uguale  al  trapezio  ABFO .  Ed  aggiun- 
gendo di  comune  a  questi  due  spazj  iltrilineo  iperbolico  FOE^ 
dovranno  esser  tra  se  uguali  il  settore  iperbolico  FCE,  e  7 
quadrilineo  iperbolico  ABFE  ,  che  poggiano  sullo  stesso  arco 
FÉ  di  una  tal  curva  • 

%.  378.  ScoL.  Farei  torto  a'  giovani  studiosi  ,  s'  io  qui 
tacessi  certe  immediate  conseguenze  di  questo  teorema  ,  che 
son  di  molta  importanza  nell'  Analisi  sublime  ,  e  mi  pajono  ob- 
bliate  ne*  Corsi  elementari .  Cioè  a  dire  ,  si  ponga  uguale  ad 
1  la  potenza  della  detta  iperbole ,  e  sia  anche  i  la  prima  di 
quelle  ascisse  continuamente  proporzionali  ;  e  le  loro  ordinate 
AE  ,  BF  ,  DG  ,  etc.  si  prolunghino ,  sinché  ne  incontring  in 
M  5  N  ,  P  ,  ^/c.  il  semiasse  secondario  di  tal  curva  ,  cui  si 
tiri  nel  vertice  principale  E  la  tangente-  QER.  P.  Coteste  appli- 
cate trai  semiasse  conjugato  ,  e  P  iperbole,  cioè  le  rette  ME  > 

20 
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NF  ,  PG  •  eie.  ,  saranno  n  ^  x  +  —   ,  x^  +  — • ,  etc.óck 

X     ^  X* 

dovran  rappresentare  i  binomj  delle  partì  reciprocJie.  .  Im- 
perocché essendo  semìrelto  Y  angolo  ACM  ,  saranno  le  MA  , 
NB  ,  PD ,  etc.  rispettivamente   uguali  alle    grandezze  i  y  x  ^ 

x"  ,  etc.  ,  laddove  le  AE,  BF,  DG,  etc.  sono,  i,  —  >  —  >  ^^^ 

vC        X 

4 

li.®  Inaltre  per  lo  parallelogrammo  EVNM  la  retta  ME  è 
uguale  alla  NV  ,  e  quindi  minoi*e  della  NF  ;  e  cosi  anche  è 
la  ME  minore  della  PG  ,  etc.  Dunque  niuno  di  qué  binomj 
di  parti  reciproche  può  esser  minore  del  a.  E  perciò  III.® 
Essendo  2.cos.^  sempre  minore  del  a  ,  non  potrà  mai   sup- 

j)orsi  X  +  —  =  3.  cos.f  5    ed  insiem  pretendere  ,  che   sie- 

no  reali  i  valori  della  x  .  Infatti  risolvendo  la  proposta  equa- 
zione sijavrà  la  :r  =  cos.  (f  ±  V  (  cos.  <p'  —  i  )  =  cos.  ^  ± 
sen.  ^\J  —  1  .  Del  che  nelle  funzioni  circolari  (i)  . 

PROPOSIZIONE    XLL 

PROBLEMA. 

§.    1^79.  Da'  principj   del  precedènte    teorema  ' 


(i)  Il  stg.Lagrange  nelle  Séances  des  Écoles  Norm.  s' impegna  a  dimo-r 
strare  il  teorema  ciclomelrico  Gotesiano  col  supporre  2.005-^  ^=:x-^ — 
derivandone  con  egregj  analitici  ripieghi  dover  esser  hena^f^^^  ^  cos. n^ 
^^  ^^  ~f"  77  *  Ma  sembrami ,  eh'  ei  non  vi  abbia  evitate  le  grandec* 

ze  immaginarie ,    come  il  pretende  :   poiché  qui    sopra  si    è    veduto 
ts8«re   imaiagiiuria  la  x ,  tuttoché    ella  non  appaja  d' esier  tale  « 
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vuol  ritrarsi  un  metodo  per'  valutare   que'  quadrili- 
nei  iperbolici. 

SoiiUz.  Suppongasi  uguale  ad  i  il  lato  CA  della  potenza 
ddF  iperbole  parilatera  GFE  ,  ed  un'  altr*  ascissa  CL  si  ponga 
uguale  a  ÌÌl  .  E  poi  la  GB  sia  inedia  proporzionale  tra  le  GL , 
GA .  Sarà  per  lo  precedente  teorema  il  quadrìlineo  iperbolico 
LAEI  uguale  a  aBAEF  •  E  prendendo  la  G<»  inedia  propor- 
zionale tra  le  GB  ,  GA ,  sarà  pure  BAEF  =  2aAEH  ;  e 
quindi  LAEI  =  2*  X  *AEH .  E  così  più  oltre  procedendo  si 
concliiuderà  per  induzione  ,  che  se  la  Ga  dinoti  \  ultima  di 
poteste  medie  proporzionali  prese  un  numero  n  di  volte  ,  deb- 
ba essere  il  quadrilineo  iperbolico  LAEI  uguale  a  a"  X  ^  A£e. 
Giò  premesso  ,  essendo  GL  =  K  ,  GA  =  i  ,  e  GB*  = 

CL  X  CA  ,  sarà  GB  =  \fK=  K\  E  eoa  pure  dovrà  essere 

■  ■ 

G»  =  SJ  J5C*  =  ÌSl  *.  E  dovrà   benanche  conchiudersi  per  in- 

duzìone  esser  Ca  uguale  a  K  devata  aUa  potenza  -~^  .  La- 
ónde j  se  da  JST  estraggasi  la  radice  quadrata  il  numero  n  di  vol- 
te s^uitamente  ,  e  tal  radice  si  dinoti  per  r ,  sarà  Ba  =  r  ^ 
Aa  =  r — I,  el  rettangolo  di  Aain  AE=:(r — i)i=: 
r  -—  i  •  E  r  altro  rettangolo  di  Ka  in  ae  sarà  uguale  a  quel* 

lo    di  r  —  I   in  —  ,  essendo  a  e  =  — .  E  perdo   i    limili 

r  r 

tra*  quali  dovrà  contenersi  il  valore  del  quadrìlineo  LAEI  , 
saranno  a"  (  r  — i  ) ,  e  a*  C  J  ;  ed  essi  saranno   tanto 

pi&  stretti,  quanto  il  numero  7»  sia  più  grande.  Del  che  altrove» 
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CAPITOLO    VI. 

Delle  tangenti  ,  e  delle  seganti  delle  iperboli  . 
PROPOSIZIONE    XLII. 

•  P   R   0   B   X   E   Bl    A. 

»,  .      ' 

'  ■  'i 

*  fig.  35.  j^    ^3q^    Data   di   posizione  la  corda  NE  ^   e 

Tasse  AB  della  data  iperbole  ANE,  e  dato  il  pun- 
to P   in   quella   retta  j  vuol  valutarsi   il  rettangolo 
NPE ,  che  vien  formato  da  quelle  parti  di  essa  |ret- 
i\  ta,  che  restano  tra  la  curva  ,  el  detto  punto. 

SoLiJZ.  Dagli  estremi  N,  E  della  corda  NE  ,  e  da  quel 
dato  puuto  P  si  menino  1?  peipeijfdj^Qlari  l!f M  ,  EK  ^  PR 
air  asse  AB  ,  cui  conducasi  la  parallela  PG  dal  detto  punto  . 
E  poi  5i  ponga  PG  =  a: ,  GN  =/  ^  CR  =  b,  PR'=  A  , 

tang. ìfPG  =  ^  ;  e  finalmente  per  m  ,  n  esprìmansi  il  seno  , 
e  '1  coseno  del  detto  angolo  rispettivamente  .  Sarà  NG  =:  tx  , 
NM  =  ;ì  +  te  ,  CM  =  CR  +  RM  =  è  -f  x  .  E  dovendoes- 

#        * 

*  ^  184.     sere  *.  NM'  ==  —7-  CM* — c%  sarà  ne'simboli  di  queste  grandez- 

ze  geometriche  h*-^  f'jer'+  2thcc  =  -'-^  (  b^-j-  2bx  +  ^*)  —  c\ 

Siccliè  opinando  rispetto  ad  jcsifl^ttaequazìonjslsiiavi'à  .    . 
2aUh  —  2c'b  a'h'  +  a' e'  —  c'è" 


•    •   •   • 


E  dovrà  essere,  per.  quel  che  si  è  detto  nel  ^.ioq.  delFellisse, 
il  rettangolo  FPG  uguale  ad   ^'^' t  f'"^' ~ '''^'  •    »<«  ^   poi. 


àt 
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I*PG  :  EPN  ::PG':  PN'::n':   i.  Dunque  sarà  il  rettangolo 


EPN  =  ^'fe'+fl'g'— c-y 


m"a*  —  n  V 


B 


ponendovi  m*  per  f'n'  nel  rìsultamento  . 

Or  qui  è  facile  1'  avrertire.,  P.  chd  ne)  valutare  ciascuno 
de^  fettatigolì  éPn  ,  E'PN',  eTn'  ,  s' incontri  un'  equazione  pa« 
riforme  ad  A  ;  e  che  il  solo  divario  consìsta  nel  seno  e  nel  co* 
seno  dell'angolo,  onde  ciascuna  di  esse  corde  s' inclini  all'  asse. 
Imperocché  essendo  gn=: — /,  ed  mn^^gn — gm  ^  sarà 
mn  =5  — /"  —  A  ,  il  cui  quadrato  è  quanto  quello  di  j-  +  A  , 

o  ^h^  £L.  ,  suppónendo  esser  sen.GVn  =  p,  e  cos.GVnszq. 

IL**  Similmente  si  dimostra  esser  la  M'N'=: — y. —  A,  il  cui 
quadrato  è  lo  stesso  di  quello  della  j  ^  h  .  'Eà  essendo,  CM' 
=  RM'  —  RC  =:  —  X  — 'b  ^  anche  il  quadrato  di  questo  bi- 
nomio sarà  identico  a  queUo  della  b-^  x  \  onde  iiiun   cangia- 
mento risentesi  ndl'  equazione ,  che  sì  ritragga  ,  come   qui  so- 
pra .  nP.  E  lo  stesso  pub  anche  conoscersi  nel  valutare  il  ret^ 
langob  eVn    coli'  indicato  naetodo  • 
Ciò  premesso  sta 
ÌCà^^  b'c^  '\'a*c\hW—b'c^^a'c^  a"c' oV^ 

imperocché  i  due  ultimi    termini  di  quest'  analogia    non  sono  \ 

i    •          •  j-  •  •         1    ^        f  »     A'  g'  —  b'  e'  +  a'  e'   „  _      ^ 
che  1  pnnu  divisi  per  lo  stesso  tratto  ;— ^ .  Ed 

i  due  primi  termini  rappresentano  i  rettangoli  EPN ,  èPn  ;  e  gli 
altri  due  esprimono  i  quadrati  de'semidiaiuetri ,  che  son  paralleli 
alle  corde  NE ,  ne*  •  Dunque  da  quest'analogia  potremo  ritrar-    *  J    228. 
re  più  conseguenze ,  di  cui  le  principali  sono  qui  recate  in  for- 
ma di  teoremi  •  Cioè  : 
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§.  a8i.  Tbor,  I.  Se  due  corde  di  un  isiessa  iperbole, 
o  delle  due  opposte  /  intersechino  fuori  di  queste  due  cur- 
ve ;  i  rettangoli  delle  intere  seganti  nelle  loro  parti  esterne 
saranno  proporzionali  a^quadrati  de^  diametri  paralleli  ad  es- 
se corde:  E  se  mai  sieno  uguali . questi  due  diametri  uguale 
mente  inclinati  alt  asse ,  anche  qué  rettangoli  doseranno  m- 
guagliarsi  fra  loro . 

§.  uSs.  Teor.  n.  Che  se  una  di  queste  due  seganti 
incontri  una  tangente  delTurC  iperbole^  o  deW  altra  ;  il  reU 
tangolo  deW  intera  segante  nella  sua  parte  estema,  e*l  qua-' 
drato  della  tangente,  saranno  in  duplicata  ragione  de*  dia- 
metri di  queste  curile  paralleli  a  quelle  rette .  -  Ed  essendo 
uguali  questi  due  diametri  ,  dovrà  essere    quel-  rettangolo 
uguale  al  quadrato  della  detta   tangente  .  E  sarà  anche 
vero,  che  le  tangenti  condotte  alle  iperboli  da  uno  stesso  pun^ 
to  debbano  esser  proporzionali  a^diametri  paralleli  ad  esse. 
§.  283.  Teor.  in.  Se  due  corde  di  un*  istessa  iperbo- 
le s^  intersechino  entro  la  curva  ;  /  rettangoli  de*  loro  seg- 
menti  saranno  proporzionali  ci  quadrati  de*  diametri  ad  esse 
paralleli  .   Onde  quelli  saranno  uguali ,  se  questi  il  sieno . 
$•  384*  Teor.  it.  Ma  quando  una  corda  dell* iperbole 
incontri  due  altre   parallele  fra  loro;  i  rettangoli  de* seg* 
menti  di  queste  dovranno  essere  proporzionali  a*  rettangoli 
de*  segmenti  di  quella  . 

§.  a85.  Teor.  y.  E  se  in  questa  curva  due  corde  par 
rallele  intersechino  una  tangente  di  essa  ;  /  rettangoli  del- 
le seganti  nelle  loro  parti  esteme  dovranno  esser  proporr 
zionaU  ci  quadrati  delle  parti  della  tangente  ,  che  restar 
no  tra  le  respettive  seganti  e  *l  contatto  . 

$•  a86.  Cor*  Dunque  un  cearchio  può  segare  un'iperbole 
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ìu  quattro  punti  :  ei  può  segarla  in  due  punti ,  ed  insiem  toc- 
carla in  un  altro  :  e  può  anche  toccarla  in  due  soli  punti .  Le 
quali  cose  discendono  immediatamente  dalle  seconde  parti  de'tre 
primi  teoremi . 

$.  387.  ScoL.  Ma  i  varj  sintomi  di  quest'  incontri  si  po- 
tran  conoscer  direttamente  dal  risolvere  il  problema ,  che  qui 
propongo.  Dati  di  posizione  un  cerchio  del  raggio  r,  ed  una 
data  iperbole  ;  determinare  gV  incontri  di  queste  due  cur- 
ve. Or  le  tracce  euristiche  della  richiesta  soluzione  sono  le  se- 
guenti .  Si  prendano  V  equazioni  al  cerchio ,  ed  alF  iperbo- 
le ,  rapportando  queste  due  curve  ad  un  medesimo  asse ,  e 
ad  uno  stesso  principio  delle  ascisse  x .  £  poi  si  elimini  V  al- 
tra indeterminata y  dalle  dette  equazioni.  Si  avrà  un'equa- 
zione biquadratica  determinata  ,  le  cui  radici  reaU  dinoteranno 
le  ascisse  ,  che  corrispondono  alle  ordinate  pe'  punti  d' interse- 
zione .  E  queste  saranno  reali ,  quando  nel  maneggio  di  quelle 
due  equazioni  siasi  ritrovata  la^  uguale  ad  una  funzione  razio- 
nale della  X .  Intanto  per  maggior  chiarezza  di  questi  principj , 
e  per  le  ulteriori  conseguenze  può  leggersi  la  prop.  xm. 
co'*  suoi  corollari . 

PROPOSIZIONE    XLIII. 

TEOREMA. 

§.  288.  Se  da  un  punto  esistente  fuori  delle  due 
iperboli  opposte  cadano  in  una  di  queste  curve  due 
tangenti ,  ed  una  segante  j  una  tal  segante  dovrà  es- 
ser divisa  armonicamente  dalla  curva ,  e  dalla  ret- 
ta fra'  contatti . 
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Din.  Si  legga  la   dimostrazioiie  ddb    prap.  xiv.  ddl'  el- 
lisfie  per  aver  quella  del  presente  teorema. 

PROPOSIZIONE    XLIV. 

TEOREMA. 

§.  289.  Se  da  un  punto  esistente»  fuori  delle  due 
iperboli  opposte  conducansi  in  una  di  queste  curve 
due  tangenti ,  e  due  seganti  ^  le  due  corde ,  che  passa- 
no per  le  due  sezioni  superiori ,  e  per  le  inferiori  ri- 
spettivamente,  o  saran  parallele  alla  retta  fra'  contat- 
ti 9  o  dovranno  inconti  aria  in  uno  stesso  punto  . 

DiM»  Si  legga  la  dimostrazione  della  prop.  xv . 

S*.  390.  &)R.  E  le  tangenti j  che  condiieonsi  a  questa 
curva  da  que^ punti ,  che  vi  segna  ciascuna  delle  divisate  se^ 
ganti  ^  dovran  convenire  in  uno  stesso  punto  colia  retta 
'    frd  contatti . 

PROPOSIZIONE    XLV. 

TEOREMA. 

/|f.  36.  ^^    291.  Nell'iperbole   il  rettangolo   delle  tan- 

genti verticali  AO ,  GT  troncate  da  una  qualunque 
tangente  laterale  MT  è  sempre  uguale  al  quadrato 
del  semidiametro  parallelo  a  quelle  due  tangenti  ver- 
ticali •  Ed  un  tal  rettangolo  n'  è  un  massimo  » 
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Dm.  Si  dùami  »  il  semidiametro  CA ,  che  passi  per  lo 
contatto  di  ana  di  quelle  due  tangenti,  e  7  il  suo  conjugato. 
E  poi  si  esprimano  per   x  ,  ^  le  coordinate  CN  /  NM ,   che 

appartengano  al  semidiametro  CA  .   Sarà  *  CP  =   — ,  la  sot-   »   5.  a  40. 

tangente  PN^  eh'  è  uguale  a  GN  — «  GP,  sarà  dinotata  dal  fratto 

.  E  sarà  quindi  PA  =  GA  —  GA  r=  — (x  —  «)  ,  e 

X  X 

PG  =  GP  +  GG  =  —  (  JP  +  *  )  •  Onde  dovrà  esser  la  ragione 

di  PN  a  P A  uguale  a  quella  di  or  +  a  ad  *  ;  e  T  altra  di  PN  a 
PG  quanto  quell*  altra  di  a:  — •  »  ad  *  ,  come  può  rilevarsi  dalle 
indicate  espressioni  di  tali  rette.  Ma  per  essere  il  triangolo  PNM 
simile  a  ciascuno   de'  triangoli   PAO  ,  PGT    sta  PN  :  PA  :  : 
NM  :  AO ,  e  PN  :  PG  ::  NM  :  GT  .  Dunque  sarà  ne'  sim- 
boli delle  anzidette  ragioni 

o:  +  flt  :  *  ;;  r  :  AO  =  -—-- 

-  •^  X  +06 

ed  X  —  flt  :*«;;/ :GT  =  -^  . 

Onde  dovrà  risultarne 


tX*— ^ 


r>...9 


Part.  h.  La  dimostrazione  di  questa  parte  11.  può  attin- 
gersi da  quella  dell'  ellisse  prop.  xvi . 

§.  292.  GoR.  I.  Dal  paragone  de' valori  delle  rette  PN  , 
PA,  PG, PG  si  raccoglie  dover  essere  PN  :  PA  ::  PG  :  PG; 
o  ,  prendendo  le  loro  analoghe ,  NM  :  AO  ;;  GT  ;  GR.  Dun- 
que sarà  il  rettangolo  di  NM  in  GR  uguàla  a  quello  di  AO 
in  GT  ,  e  quindi  al  quadrato  del  semidiametro  'GB  conjugato 
all'  altro  AG  .  ai 


V 
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§.  293  •  Cor.  II.  Cioè:  Quando  una  tangente  di  mi  iper- 
bole incontri  un  qualunque  semidiametro  secondario  di  essa 
curva^  dee  anche  avverarsi^  che  questo  semidiametro  siame^ 
dio  proporzionale  tra  V  ascissa ,  che  nelT  iperbole  esterna 
corrisponde  air  ordinata  per  lo  contatto^  e  tra  quella  par- 
te della  medesima  ascissa^  che  resta  fra  la  tangente  ^  e'I 
centro  ;  cioè  CS  :  CB  ::  CB  :  CR  . 

PROPOSIZIONE    XLVI. 

PROBLEMA. 

*  ^s  37..  g.  294.  Data  l'iperbole  AN/2,  ritrovar  la  linea, 
che  passa  pe'  punti  medj  delle  sue  corde  ,  le  quali 
conducansi  per  un  dato  punto  P** 

SoLuz.  La  retta  ^n  sia  una  delle  proposte  corde,,  da' cui 
estremi  N,  n  ,  e  dal  punto  medio  F  intendansi  menate  le  per- 
pendicolari ND  ,  nd ,  FÉ  sulF  asse  della  data  iperbole  :  e  la 
PH  ,  condotta  parallela  al  medesimo  asse  pel  dato  punto  P,  in- 
contri, ne'  punti  M,  m^  G  quelle  rette/ e  nel  punto  H  il  semiasse 
secondario.  Inoltre  si  ponga  PH  =  bj  CH  =  A,  PM  =  <;,  PQ 
=  a:,  FG  =7.    Sarà   PG  :  GF  ::  PM  :  MN  ,  pc' triangoli 

simili  PGF  ,  PMN  ,  cioè  a^ijllv:  MN  x-^.  Ondedo\Tà 

essere  la  ND  =  MD  — MN  =  h  —  ^,e  laCD=PH— PM 

*  5.  184.    =6  —  V  .  Ma  per  natura  della    data    iperbole  *    dee    essere 

e"' 
IND'  =    —^XCD'  — c\  Dunque  ne' simboli  di  queste  gran- 
a 

dezze  si  avrà  la  sottoposta  equazione 
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che  ordinata  rispetto  ad  v  rìducesi  nella  seguente  forma 

rkhc'x*  —  iha^jx  \ 

£  quindi ,  per  quel  che  ho  dimostrato  nell'  elUsse*,  saii  »  $.i38. 


ay  —  ex        / 


ay^  — ^'^' 


=  X  ,  cioè  hay  —  bc^x  =  ay  —  c^x 


E  si  avrà  finalmente  F  equazione 

eh'  è  ad  un'  iperbole  simile  alla  data  (i). 

PROPOSIZIONE    XLVII. 

PROBLEMA. 

§.  295.  Data  l'iperbole  ATM*,  e  dentro  ad  es-    ^f-E-  ^8. 
sa  il  punto  P  ^  vuol  determinarsi  la  linea ,  ov'  è  al- 
logato il  concorso  R  delle  due  tangenti  condotte  per 
gli  estremi  N,  n  di  una  qualunque  corda  N/j,  che 
passi  per  quel  punto  dato . 

SoLuz.  Dal  centro  C  della  data  iperbole  a  quel  punto  R  in- 
tendasi condotta  la  retta  CR ,  che  dovrà  dividere  la  Nn  in  par- 
ti uguali  nel  punto   F  (a)  ,  incontrando  la  curva  in  T  .  Dai 


(1)  Se  la  grandezza  b  sia  maggiore  dell^  altra  &,  T  equazione  ap- 
parterrà ali*  iperbole  interna  :  e  se  la  ^  sia  minore  di  h ,  ella  doyrk 
appartenersi  all'esterna.  {Fed.  $$.  184.,  188.) 

(a)  Se  la  N/i  non  sia  ou^  ordinata  del  semidiametro  CT ,  le  set 
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punti  R  ,  T  ,  F  si  abbassbo  le  perpendicolari  RS  ,  TQ  ,  FÉ 
sul  semiasse  AC  della  detta  iperbole;  e  compita  la  figura,  co- 
me nella  prop.  prec.  ,  si  ponga  PH  =  ^ ,  CH  =  A,  CS=  ^ , 

RS  =  z ,  e  CQ  =r  ^,  e  quindi   CE  z=— ,    per  esser  conti- 

nuamente  proporzionali  le  CS  ,  CQ  ,  CE  al  par  delle   Iwt)  a- 

»  §.  240.    naloghe  CR  ,  CT  ,  CF*  .  Ed  essendo  CS  :  SR  ::  CE  :  EF, 

per    la    similitudine    de'  triangoli   CSR  ,    CEF ,    sarà    ì;   :    z 

€  ze 

::  —  :  EF  =— r*-  Inoltre,  per  la  simiglianza  de'  triangoli  CSR 

CQT,  sta  pure  CS  :  SR  ::  CQ  :  QT,  cioè  v  :  z  ::  f  :  QT  =  ^• 

E  dovrà  essere  PG  =  PH  —  GH  =  6  —  — ,  e  GF=GE— FÉ 

z=zh ^  .  Cioè  5  per  esibir  distintamente  i  valori  delle  coor- 

"*•  §.  294.    dinate  della  data  iperbole,  e  della  precedente  locale*  ,  saraimo 

CQ=f,  eQT=  — 

PG  =  6_i-  ,  e  GF=;i—  —  . 

tz 
Ciò  posto  5  pongasi  t  per  x ,  e  —    per  y  nell*  equazione 

y''  =  — ; c%  e  poi  vi  si  determini  la  i^ .  Avrassi ,  fatte  le 


I  •  »  ^    • 


mi  ordinate  ad  esso  semidiametro  condottegli  da^  punti  N  ,  n,  dovreb» 
berlo  incontrare  in  due  diversi  punti  O ,  o.  Dunque  per  h  prop.  34* 
sarebbe  CR  :  CT  II  CT  :  CO,  e  CR  :  CI  :  :  CT  ;  Co,  cii>è  CO=Cp. 
Lo  che  è  un  assurdo. 
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convenienti  riduzioni 


V  = 


a'c'v* 


cV*  —  a'z" 


Similmente  si  ponga  b per  :r ,  h  —  _,  per  ^  nell'al- 
tra equazione  ay  —  c^x^  =  hay  —  bc'a: ,  eh'  è  la  locale  de- 
terminata nel  precedente  problema  :  e  poi  nel  rìsultamento  si 
pratidiino  gli  owj  riducimenti,  e  quegli  altri,  che  vi  si  deb- 
bon  fere  per  vi  determinare  la  medesima  t* .  Sì  otterrà 


V  =:  '■  -   ì;    .   .   .   . 

e  V  —-£1  z 


E  finalmente  dal   par^giare  i  valori  della  V  esibiti  nell'  equa- 
zioni F  ,  G ,  si  avrà  a^hz,z=z  bc\  —  a^c"  ,  cioè 

bc^      /  «•     ^  rr 

^=-s^'C^ — t)  ••  •  " 

E  perciò 

§.  296.  Teor.  La  richiesta  locale  è  una  retta  incli- 
nata air  asse  delV  iperbole  per  un  angolo ,  la  cui  tangen^ 

te  trigonometrica  è  r~^  ;  ed  è  poi  -r   l^   distanza  del  (ver- 
tice di  questo  dal  centro  di  quella  . 

Infetti  per  rinvenir  rincontro  della  locale  RV  coli' asse 
della  data  iperbole  dovrebbesi  supporre  la  2=0.  E  divenen- 
do anche  zero  il  secondo  membro  dell'   equazione  H  /  dovrà 


a 


risultare   ì;  =  -7-  :  cioè  la  retta  CV  terza  proporaionale  dopo 

b 

le  due  rette  LG  ,  CA  ,  come  per  le  sintetiche  disquisizioni  ella 

bc^ 
si  rinviene.  Ma  la  tangente  dell' angolo   AVR  e  sprimesi  per -—^ 

E  ciò  vuol  dinotare,  che  la  VR  debba  esser  parallela  alle  or- 
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dinate  del  diametro,  che  passi  per  queh  dato  punto  P.  £  potrà 
leggersi  il  §.  1 43  9  se  ne  abbisogni  maggior  chiarezza  in  ciò, 
che  ho  detto  • 

§.  297.  ScoL.  Finalmente  siccome nell' ellisse  $§.  3a,  3i, 
così  nell'  iperbole  potrà  dimostrarsi  ,  che  :  //  rettangolo  del- 
le parti  di  una  tangente  laterale  ,  le  quaU  restano  tra 
il  contatto  ,  e  due  tangenti  verticali ,  o  gV  incontri  di  due 
semidiametri  conjugati ,  sia  uguale  ^  al  quadrato  del  semi-- 
diametro  parallelo  ad  essa  tangente  .  Ed  ogni  giovane  po- 
trà da  que'  §§.  supplire  le  dimostrazioni  delle  verità  indicate. 
Che  anzi  colla  guida  del  §.  146  ,  e  delle  teoriche  precedenti 
ei  potrà  risolvere  ciascuno  de'  seguenti  problemi  . 

Condurre  una  comune  tangente  a  due  iperboli  da  te 
di  sito  ,  di  specie  ,  e  di  grandezza  :  o  ad  un!  iperbole ,  e 
ad  un^  ellisse  y  che  sien  benanche  date  di  grandezza  ,  di 
specie  9  e  di  posizione  • 
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CAPITOLO    VII. 

4 

r 

De'  FUOCHI  DELLE  IPERBOLI  OPPOSTE  . 

$.  398.  I  primi  punti ,  che  presenta  la  genesi  organica 
delk  iperboli  opposte  ,  qual  ne  recai  nel  §.  171.,  non  sono  , 
che  i  loro  fuochi ,  de'  quali  or  debbo  distintamente  ragionare. 

PROPOSIZIONE    XLVni. 

TEOREMA. 

§.  299.  Chiamando  x  F  ascissa  dal  centro,  ed 
in  sull'asse,  in  una  delle  due  iperboli  opposte  5  sa- 
rà   a  il  ramo ,  che  le  corrisponde  dal  fuoco 


ex 


di  essa  curva  .    Ed  — -  +  a  dovrà  esser  quello  che 

perverrebbe  allo  stesso  punto  dal  fuoco  dell' iperbole 
opposta  . 

DiM.  Imperocché  il  ramo  FN*  ,  per  quel  che  si  e  detto    *  fig  26. 

nel  §.   184,  è  uguale  a  \/(j^*  +  (^ — ^)0  •  ^^  dunque  in 

Co:' 
questo  radicale   pongasi  — ^^  —  e*  perlaj*',  e  nelrisultamento 

si  facciano  le  convenienti  riduzioni ,  si  avrà  la  FN  =  — —  — •  a. 

a 

E  ciò  l'è  anche  vero,  quando  la  CL  sia  maggiore  della 
CF  ;  poiché  il  secondo  de'  due  quadrati ,  che  contengonsi  in  quel 
radicale ^  dovrà  essere  ( jc  —  e )' ,  eh' è  quanto  (e  —  x )' . 

Ma  r  altra  fyi  essendo  uguale  ad  e  +  JC,  con  quella  me* 
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ex 
desima  sostituzione  dovrà    emergere  f^  =  —  +  d . 

§.  3oo.  Cor.  E  perciò:  Ognuna  di  coleste  inclinate  e- 
sprimesi  razionalmente  per  la  sua  ascissa  . 

PROPOSIZIONE    XlilX. 

TEOREMA. 

5,  3oi.  La  differenza  delle  rette,  che  da'fuo- 
clii  delle  iperboli  opposte  conduconsi  ad  un  punto 
di  una  di  queste  due  curve ,  è  seiiipre  uguale  all'  as- 
se principale  della  figura  .E  l'ordinata  all'asse,  per 
lo  fuoco  di  una  di  queste  due  curve  ,  è  quanto  il 
parametro  principale. 

DiM.  La  verità  della  prima  parte  del  proposto  teorema  com- 

prendesi  nell'  indicata  genesi  di  queste  curve .  Ed  ella  potreb- 

besi  con  ugual  chiarezza  ottenere,  sottraendo  dal  valore  della 

fN  quell'  altro  deUa   FN  :  poiché  ne    verrebbe    immantinente 

JN  — FN  =  2a. 

c^x^ 
Part.  II.  Neil' equazione  ^' =   — 7- — e' pongasi  e  per  x. 

a 

Si  avrà  in  tal  caso 

c'è'  C    ,  ,         c< 

''a'  a'  ^  'a' 

e'  1 

n  5.  m6.    cioè  y    =  — -TP  >  «   3J  =  p  *  . 

e»  Za 

§.  3o2.  ScOL.  Per  la,  linea  di  sublimità^  e  ^^ punti  di 
sublimità  delle  iperboli  opposte  si  ritengano  le  definizioni  esi^ 


DBLLB  SBKIOn   COSUClTC  iGo      €ap.   7. 

bite  nel  §.  i5i.    £  à  potrà  coHchiudere  eoa  pari  eleganza  es- 
sere   — -  la  distanza  del  punto  di  sublimità  di  una  di  que- 
ste due  curve  dal  fuoco  di  essa  :  cioè  terza  proporzionaie.  «... 
df^é  P  eccentriòità  ,  e  7  semiasse  conjugato. 

PROPOSIZIONE    L. 

TEOREMA. 

■    % 
t 

5.  3o3.  Le  rette,  che  da' fuochi  delle  due  iper- 
boli opposte  si  tirano  ad  un  punto  di  una  di  queste 
due  curve,  debbono  restar  ugualmente  inclinate  al- 
la tangente  condottale  per  tal  punto.  E.  1  rettangolo 
di  tali  rette  è  uguale  al  quadrato  del  semidiametro 
conjugato  di  queUo,  che  passa  per  l'anzidetto  punto. 

DiM.  Part..  I.  Da'.éiochiJF*,/ dalle  iperboli  opposte  con»    */fg.  39. 
ducansi  ad  un  punto  M  delF  iperbolie  AM  le  due   ireUe  FM , 
y*M ,  ed  in  M  la  tangente  MR  :  dico  esser  1'  «igolo  FMR  u- 
guak   all'  altro /MR  .    Imperocckè  k  'retta   CR  è  *  uguale    ^  $.  195. 

ad  —,  posta  1'  ascissa  CN  =  ^  ;  onde  saf à  la  RF  =  GF  ~  GR 

r=  e  —  —  =  — '"  I a  I  .  E   cosi   pure  potrà   dimo- 

X         X  \  a  /  '^       ^« 

a'  ^ex       \ 
sUarsi  esser  la  R/=C/+CR  =— ^^  — +a^  .  Ma   è  poi 

1  •     1.  1   *•  ^  /  ^^      ^  ^  /^^    \ 

chiaro  di  per  se  stesso, che. stia  —  f  - —  ^^^a  j\ —  f Ya\ 

;22 
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..  ff? a  :  —  +  a  .  Dunque  ,  prendendo  le  rette  rappresene 

**  a  ^ 

taleda  questi  simboli  (1),  «ara  RF  :  R/::  F»I  :  /M  :  e  quindi 
»  3  El.VI.At)vra   esfitr    Tangob  FMR  uguale  all' altro /»IR*  . 

Part.  II.  Si  chiami  «  il  semidiametro    CM ,  e   y  il  suo 

conjugato  CQ;  e  poi  dall'equazione  *' =    — c%  la  qual 

si  propose  nd  §.191,  tolgaa  l'altra  equazione  oc' — y"=  a^ — e' 
esibito  nel  §.  5i35  ,  dovrà  reslai-e 


7*  =  — : «  =1 cl\  (  "^  J  ' 


\  a 


a 
E  quindi  CQ  =FM  x/M  • 

\.  3o4-  Cor.  i.  Ed  essendosi  dello  nel    §•  2i5    essere 

il  quadrato  della  normale  MK  =  "^  (  — r  —  ^'   )  sarà 

FMx/M  :MR';:a  ;c'. 

Cioà 

iVe/f  iperbole  il  rettangolo    de  prof  osti  rami   sta  al 

quadrato  della  normale  .condotta *m  esso  punto  ,  in  dupli- 
cata ragione  delT  asse  principale  al  conjugato  . 

§.3o5.CoE.  n.  La  semiordinata  NM  dell' iperbole  AM  si 
distenda  fuori  la  curva  in  T  ,  sinché  la  NT  quagli  la  normale 

5.  2 1  *>.    MK;  e  la  retta  NT  si  chiami  «•  Sarà*s'=  ~  a:'—'  e' .  E  i>erciò 


'  (1)  Il  mezzo  pia  naturale ,  onde  può  analikicainente  dimoslrar- 
si  la  veritk  proposta  ,  è  il  prender  T  espressioni  delle  RE  ,  R/,  e 
poi  dimostrarle  proporzionali  a  quelle  de'  rami  FM  ,  /M  .  Lo  die 
ottiensi  facilmente  .  Ma  il  sig.  Mac-Laurin  seguito  fedelmente  dalPEu- 
lero  si  serre  di  certe  geometriche  preparazioni  nel  dimostrare  la  re- 
riià  indicata ,  la  prop.  xriv.  ,  ed  alcune  altre  di  questo  argomento. 
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La  locale  del  punto  T  èun*  altra  ^ferbote  ,  che  ha  il 
medesimo  asse  conjugato  della  proposta  ,  e  per  semiasse 
principale  la  terza  proporzionale  in  ordine  alt  eccentricità^ 
ed  al  semiasse  principale  della  primiera  curva .  (Ved.J.  157.) 

PROPOSIZIONE    LI. 

T  E   O  E   E  M   A. 

$•  3o6.  In  un'  iperbole  ciascun .  ramo  sta  alla 
distanza  del  suo  estremo  dalla  linea  di  sublimità,  co- 
me  l'eccentricità  al  semiasse .  E  lo  stesso  ramo  è  quan- 
to la  semiordinata  all'  asse  distesa  per  lo  suo  estremo 
insiùo  alla  tangente  ,  che  passi  pel  punto  di  sublimità 
di  essa  curva ,  e  dalla  stessa  parte  di  qu3l  ramo. 

DiM.  Sia  LH*  la  imea  di  sublimità  dell'  iperbole  AKM  :  ^^^g.  40. 
r  ascissa  CN  ,  che  coirispoade  all'  ordinata  NM  per  1'  estremo 

del  ramo  FM,  sia  x  ;  sarà  *  CL  ss—  ,  ed  LN  =  CN  ~  CL   »  j.  195. 

e 


5=    X 


—  as  — ( —  —  «   I  ;  laddove  il  ramo  FM  si  è 
e  e\ a  /       . 


dimostrato  uguale  ad  T— *  —  a  j  ^  •  Ma  quest^  ultimo  bino-    *  5   299. 

mio  sta  al  precedente   come  e   ad  a  .  Dunque  in  tal  ragione 
sarà  anche   FM  ad  NL ,  o  ad  MH  . 

PiaT.n.  Ed  essendo  LF  :  FK::LN  :  NE,  pe'  triangoli  simili 

LFK,  LNE,sarà  ne'  lorosimboH*—  :  —  ::  ^  (^  ^a\    *  J,  3oa. 
'  '  e       a        e  \  a  / 

(€3C  \ 

—  — laJssFM. 
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PROPOSIZIONE    LU. 

T    E    O   R   E    H    A  . 

5.  307.  Se  ali*  estremo  di  un  ramo  dell'iperbole 
si  tiri  la  normale  alla  cmra  ^  e  poi  su  quel  ramo  si 
abbassi  la  perpendicolare  dal  concorso  dell'asse  e  della 
normale  5  la  parte  del  ramo  troncatane  verso  quel  pun- 
to estremo  è  sempre  uguale  semiparametro  principale. 

La  dìmostrazìoiie  di  questo  teorema  può  farsi  sulle  trac- 
ce di    quella    dell'  ellisse  prop.   sxii.  riscontrando  la    figura  di 

questa  proposizione  ,  ed  esprimendo  il  ramo  FM  per  —  —  a , 


.» s 


e  la  normale  MR  per •—  W r^-- a'\    ,  come   si  è  pre- 
scrìtto ne'  S§.  399  ,  e  21 5. 

§.  3o8.  Cor.  Le  perpendicolari^  che  dei  due  fuochi 
delle  iperboli  opposte  si  ajkbassano  sopra  una  qualunque 
tangente  di  una  di  esse  curve  ,  contengono  un  rettangolo 
di  costante  grandezza  ,  eh'  è  quanto  il  quadrato  del  se^ 
miasse  conjugato. 

m 

PROPOSIZIONE    LUI. 

<  I 

TEOREMA. 

J.  309.  La  retta,  che  dal  centro  di  un'iperbole 
cond  acesi  parallela  ad  un  ramo ,  ed  insino  alla  tan- 
gente ,  che  vi  si  tiri  per  l' estremo  di  esso ,  è  quanto 
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il  semiasse  principale .  Ed  a  questo  semiasse  Y  è  anche 
uguale  quella  parte  del  detto  ramo ,  eh'  è  tra  la  tan- 
gente,  e  la  parallela  condottale  dal  centro. 

DiM.  Per  la  similitudine  de'trìai^oU  RFm*,  RCg  (  ove    V^g.  4o- 

le  Gg,  Cd  siCDO  parallele  al  ramo  Fm,  ed  alla  tangente  mR 

rispettÌTamente  )  sta  RF  :  RC  tlFm  :  Cg^  cioè  ne' loro  simboli    . 

a*     à"        ex  ^ 

e :  —  ::  —  ■—  £x  :  t«£^  =  ^  . 

a:       X        a 

£  sai*à  benanche  k  md  =:  a,  per  ess^e    un  parallelogrammo 
la  figura  mdCg, 

§.  3io.  ScoL.  Con  un  calcolo  guidato  co'  medesimi  prin- 
cipi del  §.  168.  potrebbesi  qui  dimosti'are,  che:  La  linea^  la 
quale  passa  per  gli  estremi  delle  perpendicolari  abbassate 
dal  fuoco  di  una  delle  due  iperboli  opposte  sulle  tangenti 
di  essa  cwva ,  sia  la  circonferenza  del  cerchio ,  che  ha  lo 
stesso  centro  delle  iperboli ,  e  '/  semiasse  principale  per  suo 
raggio  .  E  con  quel  ragionamento  ,  che  impiegai  nel  §.  167 , 
sì  potrà  concludere  un'  altra  verità  importante  .  Cioè  :  Se  dal 
Jiioco  di  un'  iperbole  cadano  due  rette  sulla  curva  ,  e  da- 
gli estremi  di  questi  rami  le  si  conducano  due  tangenti  \  la 
retta ,  che  unisce  il  detto  fuoco  col  concorso  delle  tangen- 
ti ,  doi^rà  disfidere  F  angolo  de'  rami  in  parti  uguali  • 
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CAPITOLO  Vili. 

DELLA   GENESI  ,   PELLA  PARAtOLA  ,   E  PE'  SUOI   DIAMETAl  . 

§.  3ii.  Def.  XXX.  Una  verga  ben  diritta ,   e  sottik  vada 
strisciando  con  un  suo  estremo  sopra  una  consimil  verga  ìmmo* 
bile  ,  rimanendole  sempre  perpendicolare  in  uno  stesso  piano  } 
ed  un  filo  flessibile,  die  in  lunghezza  eguagli  la  verga  mobile, 
stia  legato  con  un  suo  capo  nelF  altro  estremo  di  questa  verga , 
e  coU'  altro  in  un  chiodetto  fitto  in  quel  piano  .  Si    dirà  Pa- 
rabola  la  curva  descrittavi  da  uno  stiletto,  che  al  muoversi  di 
quella  verga  si  spinga  d' accosto  ad  essa,  con  mantenervi  sempre 
teso  il  detto    filo.  Il  punto  segnato  dal  chiodetto  in  quel  pia- 
no ,  ove  si  giaccion  le  due  verghe ,  si  dice  fuoco  della  yard" 
boia.  La  retta,  che  vi  si  conduce  per  la  direzione  ddla  ver- 
ga immobile ,  suol  dirsi  direttrice  della  parabola ,  o  linea 
della  sublimità  di  questa  curva .  E  vi  si  addomanda  ramo , 
o  inclinata  ogn'  incidente  dal  fuoco  in  sulla  curva . 

§.  3i2.  Così,  per  la  chiara  intelligenza  di  queste  cose,  si 
'>f^.  41.    concepisca*  la  riga  HK  fermata  nel  piano  NKGM,  e  quivi  star- 
ne la  squadra  OKG ,  che  col  suo  lato  KG  combaci  con  quel- 
la riga .  Inoltre  il  filo  flessibile  FNO  lungo  quanto  V  altro  lato 
KO  della  data  squadra,  stia  legato  con  un  suo  capo  all'estremo 
O  di  esso  lato  ,    e  coli'  altro   nel    chiodetto  F  fitto  nel   piano 
NKGM.  Si  dirà  parabola  la  curva  NA/i.  descrittavi  dallo  sti- 
letto N  ,   che  al  dimenarsi  deUa  squadra  lungo  la  riga   HGK 
vi  mantenga  sempre  teso  il  detto  filo.  U  punto  F  sarà  il  fuo- 
co della  parabola  :  e  la  retta  menata  per^  la  direzione  HK   ne 
;sarà  la  direttrice .  E  si  dirà  ramo ,  o  inclinata  ogni  retta  FN , 


1 
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che  unisca  il  fuoco  ddla  parabola  con  un  qualunque  punto  del 
perìmetro  di  essa  . 

§.  3i3.  Ck)R.i.  Ogni  punto  della  parabola  NA/i  tanto  di- 
sta dal  fuoco  dk  tal  curva ,  quanto  dalla  direttrice  di  essa  . 
Cioè  la  FN  èsempre-  uguale  alla  NK  .  £  questo  nuovo  con- 
cetto {niò  supplve  quel  geometrico  rigore ,  che  manca  nell*  ad- 
dotta genesi  della  parabola  •  ^ 

§.  3i4.  Cor.  ii.  Nella  parabola  ogni  corda ,  eh'  è  pa- 
rallela alla  direttrice^  vien  divisa  in  parti  uguali  dalla, per- 
pendicolare alla  medesima  direttrice  condottale  dal  fuoco. 

In&tti  sia  la  Nn  parallela  alla  KH,  ed  FG  la  perpendicola- 
re alla  medesima  KH  ^ht  lo  fuoco  F ,  la  quale  incontri  la  N/^ 
in  M  .  Sarà ,  compito  il  parallelogrammo  I^KFJn,  la  retta  NK 
uguale  alla  nH  :  e  quindi*  anche  FN  uguale  ad  F/iJ  .  E  sa-    *$.  3i3. 
rà  pure  FN*  —  FM*  =  F/i'  —  FM' ,  cioè  NM'  =  nW ,  ed 

NM=::nM. 

§.  3i5.  Def.  XXXI.  La  retta,  che  si  distende  per  lo  fuo- 
co della  parabola  perpendicolare  aUa  direttiice  di  essa ,  suol  dir- 
si asse  della  parabola;  il  cui  vertice  principale  è  il  punto 
di  questa  curva  segnatovi  da  quella  retta  . 

§.  3i6.  Def.  xxxit.  Ogni  corda  della  parabola  parallela  al- 
la direttrice  è  urf  ordinata  alF  asse:  ed  ogni  metà  di  questa 
dovrà  dirsi  s'emiordinata  .  E  1*  ascissa j  che  le  corrisponde,  è 
quella  parte  dell'  asse ,  eh*  dia  ne  tronca  insino  al  vertice .  Fi- 
nalmente ciascuna  semìoi-dinata  della  parabola  ,  e  la  sua  ascis- 
sa dìconsi  coordinate  • 

J.  317.  Cori  N»t  Fé  una  semiordinata  della  parabola-,  AM 
la  coiTispondeiite  ascissa  ;  ed  AM,  NM  si  diranno  coordinate  ; 
le  quali  nel  nostro  ca^o  sono  rellangolari ,  e  si  potranno  espri- 
mere |)er  le  x  ^  j  . 


Gap.  8.      176  Trattato  Analitico 

§.  3x8.  Def.  xxxni.  Il  parametro  principale  di  una  pa-- 
rabula  è  la  quadrupla  distanza  del  fuoco  dal  vertice  principale 
di  essa  curva  :  ed  ei  suol  dinotarsi  per  ;? . 
*§.  3i3.  §.  319.  Cor.  I.  Essendo*  GA  uguale  ad  AF,  aggiuntavi 

AM  di  comune  ,  sarà  GM  uguale  ad  AM  +  AF  .'Ma  GM  , 
o  sia  KN  è  uguale  al  ramo  FN.  Dunque  sarà  FN  uguale  ad 
AM  +  AF  . 

§.  3^0.  Cor.  n.  Cioè  :  NeUa  parabola  ogni  ramo  dee 
superare  per  la  quarta  parte  del  parametro  principale  T  a- 
scissa)  che  corrisponde  aW  ordinata  pel  suo  estremo  . 

§.  321.  ScoL.  Ho  stimato  di 'dover  omeUere  le  definizio- 
ni delle  tangenti^  sottangènti,  normali,  e  sunnormali  delk  {)a* 
rabola ,  potendomi  attenere  a  qùdUe ,  che  già  recai  per  V  ellis- 
se ne'  §§.  3o^  32  ,  33  . 

•  •  • 

« 

PROPOSIZIONE    LIV. 


PROBI.EMA. 


•  i         à 


§•  322.  Dalla  puoposta  gejiesi  della  parabola 
NAw  ritran^e  r  eq]uazÌQii<e  fra  le  coordins^te  rettango- 
lari ÀM ,  MN  di  essa  curva .  . 


i  .*  > 


•••    *»    j'  ' '  «.  '1   •> 


V^é^-  4 1  •  SoLuz,  Si  chi^no  j:,  j-  coteste  coordinate  AM*,  MN,  e  ;; 

il  parametro  dell'  asse  AD  .  Sarà  FM  =  AM  —  AF  =  jc  — 

'         '     '  '  . 

^  p,  ed  FN  =>^  (  MN'+  FM*  )  =  y  (/*+(*^  |p  )'^. 

"S,  3i3.     Ma  la  retta  FN  dee*  pareggiare  Ja  .NK,  o  la  sua  uguale  MG. 
Dunque  ne'  simboli  di    queste  grandezze  si  otterrà  la  sdente 
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equazioncx/  ( j*+  {x jpy)  =  x+  jp;  eh'  elevata 

a  quadrato ,  e  ridotta  in   convenevol  modo  ,  darà 
j*  =  px ,  ed  jr  =:4:\/  px  .   .  .   .  A . 
§.   3a3.   Teor.  iVe/to  parabola  il  quadrato  di  qualun- 
que semiordinata  alT  asse  adegua  il  rettangolo  del  para- 
metro  nelP  ascissa ,  cìie  le  corrisponde  .  E  le  ordinate  di 
questa  cwva  debbono  essere  in  sudduplicata  ragione  delle 
loro  ascisse  . 

$.  3!a4*  ^^*  ^  parabola  ha  i  due  soli  rami  curvilinei  ANS, 
AnQ;e  questi  divergon  dall'asse  all'infinito,  ed  in  sinail guisa. 

PROPOSIZIONE    LV. 

PROBLEMI. 

5.  325.  Date  di  posizione  la  retta  H'R*,  e  Tasse    */éf-  4i- 
AD  della  data  parabola  QAN ,  determinare  gì'  incon- 
tri di  questa  curva  con  quella  retta  . 

SoLuz.  Se  la  data  retta  HH  sìa  parallela  all'  asse  AD  del* 
la  data  parabola  ,  pe'  prìncipj  del  precedente  problema  potrà 
intendersi  agevolmente  in  qual  punto  quella  retta  debba  inter- 
secare la  proposta  curva. 

Ma  se  la  retta  H^R  incontri  il  detto  asse  nel  punto  R  so- 
pra dei  vertice  ddla  parabola  NAQ  ,  si  chiami  b.  la  distanza 
RA  di  questi  due  punti ,  e  ^  la  tangente  dell'  angolo  QRD .  £ 
supposto  esser  Q  un  de'puati  d' intersezione,  si  ordini  all'  asse  la 
QD,  e  si  ponga  la  RD  =  a:.  Sarà  DA  =  a:  —  6,  e  DQ  =  te. 
E  dovendo  essere  per  la  prop.    prec*  DQ'  =  p  X  DA  ,  sarà 


"1 


r 
ì 
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ne'  simboli  di  queste  grandezze  t*  jo^  z=z  px --^  pb  ^  cioè 

^'—^+■^=0 A 

E  svippoiiendovi ,  che  la  t  non  sia   maggiore  di — \J  ^jOche 

non  vi  abbia  luogo  il  caso  impossibile  ;  le  radici  dell'equazione  A, 
che  sono  amendue  vere,  disegneranno  le  RD,  RM',  pe'  cui  e- 
stremi  dovran  passare  le  ordinate  pe-  rìcliiesti  punti  d'intersezione. 
Che  se  il  punto  Ricada  sotto  del  vertice' A  della  parabo^ 
]a  proposta ,  e  pongasi  come  qui  sopra  R'D  ==  a:,  ed  R'A  z=  è, 
,sarà  AD  ;=  a:  +  6  .  E  Y  equazione  del  problema,  qualor  si  ri-, 
cavi  nella  stessa  guisa  del  caso  precedente,  sarà 

px         pb 

Or  le  radici  di  questa  sono  amendue  reaU  ,  e  \  una  dì 
esse  è  positiva  ,  X  altra  negativa  ,  come  V  e  ben  nolo  .  Dun- 
que F  uno  dcgP  incontri  della  retta  JI'Tl^  colla  parabola  QAN 
dovrà  farsi  al  di  sotto  d^l  dato  punto  R%  el'  altro  al  di  sopra. 

Finalmente  suppongansi  tra  se  uguali  le  radici  dell'  equa^ 
zione  A  ,  e  quindi  la  QR  tangente  della  parabola    proposta  . 

Sarà  in  tal  caso  la  :r  =r  -^  ,  cioè  x^  —  ^—r   =  o  .  Sicché 

*  F.pr.3.  sottraendo  quest'equazione  dall'altra  A  ,  dovrà  rimaueiTi  * 


VX       pb  .  ,  ,  ^   é.  f  P 

§.  3a6.  Cor.  i.  Ogni  retta  ,  cìie  conducasi  entro  la 
parabola  parallela  ad  una  tangente  di  essa  cwva  ,  dovrà 
incontrare    il  perimetro  in   due   punti . 

Imperocché  in  tal  caso  la  t  non  è  maggiore  di  —  M  iL 
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né  quindi  può  avervi  luogo  il  caso  impossibile,  come  si  sa  dal- 
l' equazioni  quadratiche. 

$.  337.  Cor.  II.  Nella  parabola  la  sottangente  è  dupla 
deW  ascissa  ,  che  corrisponde  alV  ordinata  per  lo  contano  . 

§.  3a3.  Con.  ni.  Dal  fiioco  F  *  della  parabola  ANB  si    *fig.  42. 
tiri  la  FN  al  coatatto  di  essa  curva  colla  retta  NK  .  Sarà  FK 
uguale  ad  FN  :  poiché  *  ciascuna  di  esse  vien   dinotata   per      *  §.  3i. 

lo  binomio  x  «f-  -r-  p  .  E  conducendo  dal  detto  fuoco  la  per- 

4 

pendicolare  FG   alla  tangente    NK  ,  e  dal    vertice    A  la  retta 

AG  parallda  all'  ordinata   NN'  ,  le  due  rette  FG ,  AG  dovran 

convenire  in  uno  stesso  punto  della  tangente  NK  ,  dovendo  da* 

scuna  di  quelle  rette  secar  quest'altra  in  parti  uguali  *.  *  §.  328. 

§•  339.  G>R.  IV.  Dunque  :  Le  perpendicolari  ,  che  dal 
fuoco  della  parabola  si  tirano  sulle  tangenti  laterali  di 
essa  curva ,  dovranno  giacere  co*  loro  estremi  nella  tan- 
gente verticale 

§•  33o.  Cor.  v.  Si  chiami  m  il   seno    dell'  angolo  acu- 
to K  fetto  dalla  tangente  NK  coli' asse.  Sarà  *  KF  :  FA  ::  *  8.E1.VI. 
KF'  :  FG'  ::  1  :    nC  .  Onde  sarà   la  FK  ,  o  U  ramo   FN 

uguale  af-T. 
qm 

PROPOSIZIÓNE    LVI. . 

TEOREMA. 


5.331.  La  sunnormale  nella  parabola  è  dicostan- 
le  grandezza /cioè  quanto  il  semiparametrò  principale. 
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Dfif .    Preparata  la  figura ,  cooie   nd  $«  33  ,    si  ponga 

*  S-  3^7.    Fascissa  AM  =  x ,  e  quindi  la   sottange&te  MK  2=  xr*  .  Ed 

essendo  ,  pe'triangoU  simili  KMN  ,  QMN  ,  KM  :  MN  ::  MN  : 

MQ  ,  doe   3x  :  \/px  ::  Vpo:  :  MQ;  sarà  la  sunnormale 

ax         ^   ^ 
§.  33a.  Cor.  E  sarà  la  normale  NQ  z=  W^(  MQH  MN*) 

=  \/(  T"/?'  +  px  )  .  Onde  se  la  semiordinata  MN  si  protrag- 
ga in  L ,  sinché  ne  pareggi  la  normale  NQ ,  e  la  ML  si  chia- 
mi z  ,  sarà  z*  =  y  p*  +  por  =  p  (  _  p  +  or  )  .  E  ciò  ne 

dinota ,  che  :  //  luogo  di  queste  normali  sia  uri  altra  para- 
bola dello  stesso  parametro  della  primiera  curva  ;  ma-  il 
vertice ,  e  H  fuoco  della  detta  locale  estolgonsi  rispetti^^amente 
nel  punto  di  sublimità^  e  nel  vertice  della  parabola  proposta . 
§•  333.  ScoL.  Questa  ricerca  potrebbesi  istituire  col  me- 
lodo  Galesiano ,  come  fo  jn^tìcato  per  quella  per  V  ellisse  ^ 
nel  S-  45. 

PROPOSIZIONE    LVII. 

PROBLEMA. 

!/^6-  42.  §.  334.  Dal  dato  punto  P  * ,  che  stia  fuori  della 

parabola  NAN^,  condurre  una  tangente  a  questa  cui^va. 

SoLVz.  Suppongasi  esser  la  retta  NP  tangente  delta  para- 
bola nel  puato  N,   passando  pel  dato   punto  P,    ed  ella  ne 
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9 

incontri  F  a$se  AH  di  tei  cunra  nel  punto  K  .  Sarà  la  sottan- 
gente  KM  dupla  dcO'  ascissa  AM    corrispondente  al   punto  N 
del  contatto  ,  o  della  KA  .  Dal  detto  punto  P  si  tiri  la  PT  per- 
pendicolare all'  asse  della  parabola  ,  e  la  PE  ad  esso  parallela  . . 
E  poi  si  ponga  AM  =  AK  =  x  ,  PT  =  h  ,  T  A  =  6  ;  e  quin- 
di MK  =  nar,  KTrsx  — 6,  edMN=  Vp-^p  .  Ed  essendo 
MN  :  MK  ::  TP  :  TK;  pe'  triangoU  simUi  KMN,  KTP,  sarà 
ne'  simboli  di  quelle  rette  \Jpx  :  %x\\h\x  —  &,  ovvero  px\ 
40:'  ::  ÌC  \  (ar  —  *)•  ,  cioè  p  :  ^r  ::  ^'  :  ( x  —  6  )•  .  Onde 
dovrà  essere  ^x  =  p  (  x  —  6)*  .  E  costruendo  quest'  equa- 
zione di  secondo  grado  ,  si  avranno  le  due  ascisse  determina- 
trici  deDe  due  tangenti  y  che  dal  dato  punto  P  si  posson  condurre 
alla  sottoposta  parabola  N  AN' . 

$•  335.  G>R.  I.  Da  un  punto  dato  fuori  di  una  parabo- 
la à  posson  condurre  due  tangenti  ad  essa  curva  ,  F  una  da 
una  parte  9  e  F  altra  dall'  altra  di  quella  retta  ,  che  dal  detto 
punto  si  tiri  parallela  all'asse  ;    ^ 

§•  336.  CoB.  II.  E  se  quel  punto  stia  in  sul  perimetro 
parabolico  ;  una  sola  tangente  potrà  coqdarglisi  [:  e  la  costru- 
zione del  problema  sarà  in  tal  caso  assai  chiara  •  Imperocché 
ordinata  aU'  asse,  e  da  quel  punto  una  retta  ^  si  prolunghi  la 
sua  ascissa  oltre  del  vertice  ,  finché  la  parte  protratta  adegui 
la  detta  ascissa  ,  e  poi  si  unisca  F  estremo  di  questa  retta  con 
^ue  punto  :  tal  congiugerUe  sarà  la  tangente  richiesta  ; 
come  dal  coroll.  11.  della  prop.  Lvi.  ben  si  rileva. 
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PROPOSIZIONE    LVni. 


PROBLEMA. 


*/é^'  P'  5. 337. Data  la  parabola  AMG  *  ritrovar  la  linea, 

che  passa  pe' punti  medj  delle  infinite  corde  Mm  ,  ec. 
parallele  alla  tangente  CK. 

SoLUz.  Si  pratichi  quella  stessa  geometidca  preparazione, 
che  yedesì  per  T  ellisse  nella  prop.  yi*  E  poi  si  pongano  ugua- 
li ad  i^  ,  z  le  coordinate  AR ,  RO  del  punto  medio  O  della 
corda  Mm,  la  NA  =  oe,  la  tang.VMO  =  A,  e  sia  /ti  il  seno, 
ed  71  il  coseno  del  detto  angolo.  Sarà  NR  ==  MV  =  ^; — <» ,  VO 
=  h(s^  —  a?),  edRV  =  MN  =  RO  — VO  =  z  +  /i(a)  —  v). 
'  $.  322.  E  dovendo  essere  *  MN'=  poo,,  si  avrà  ne'  sioiboli  deUa  MN 
la  seguente  equazione 

z^  +  2hz  (  do  —  i^  )  +  A*  (  0)  —  v;  )'  =  pcb 
che  ordinata  rispetto  ad  <d,  darà 

.E  per  le  ragioni  addotte  neDa  citata  prop.  vi.   dovrà  essere 

a/fc'  i'  +  p  —  2^2  .  .  p         pn 
-^-^ =  (/ ,  cioè  z  =  ^  =  ^~  • 

§.  338.  Teor.  La  linea,  che  passa  pe' punti  medj  dei- 
le  [corde  di  una  parabola  parallele  ad  una  qualunque  tan- 
gente di  essa  curva ,  è  una  retta  paraUela  air  asse      di- 
standone  da  questo  per  -—* 

2h  > 

J.  339.  Def.  Mxiy.  Ogni  retta,  che  da  un  punto  della 
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parabola  si  conduce  parallela  all'  asse ,  è  un  diametro  della  fi- 
gura. Le  sue  ordinate  sono  quelle  corde  della  parabola,  che 
vi  si  distendon  parallele  alla  tangente  di  tal  curva  per  lo  verti- 
ce di  esso .  Le  loro  ascisse  sono  i  segmenti  del  diametro ,  che 
restano  tra  1  vertice  di  questo ,  e  quelle  corde  .  Ciascuna  ascis- 
sa, eia  sua  semiordinata  diconsi  coordinate.  E  finalmente  il 
paroineiro  di  un  diametro  h  la  quadrupla  distanza  ,  che  ha 
dal  fuoco  della    parabola  il  vertice  di  '  esso  diametro  . 

§.  340.  Cor.  I.  I  punti  medj  delle  ordinate  ad  un  dia- 
metro della  ])arabola  3tan  per  diritto  fra  ]oro  ,  e  col  vertice 
di  esso  .  Dunque  una  retta  ,  cho  unisca  due  di  quest'  infiniti 
punti  ,  dovrà  passare  pe'  rimanenti . 

§.  341-  Con.  II.  Conducendo  nella  pai*abola  due  corde  pa- 
rallele fi'a  lóro  ,  la  retta  ,  che  ne  congiunge  i  punti  medj ,  è  un 
diametro  della  parabola  .  Ed  ogni  corda ,  che  sia  perpendicol^^- 
I*e  a  questo  diametro ,  sarà  un*  ordinata  ali*  asse  . 

PROPOSIZIONE    LIX. 

PROBLEMA, 

§.   342.  Data  l'equazione  della  parabola  ACm  "^  fis-  43. 
per  le  coordinate    rettangolari    AN  ,  NM  ,    ritrovar 
quella ,  che  ne  intercede  tra  le  coordinate  obblique 
CO,  OM  di  essa  curva. 

SoLuz.  Neil'  equazione  A  del  pioblcma  precedente  ponga- 

jsi  per  la  z  il  suo  valore  ►—  ,  die  dianzi  si  è  ritrovato*  •   Do-    *  5.  33^, 

2m 
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vrà  divenire  ugnale  a  ^y  il  coeffideote  del  secondo   termine 
e  le  grandezze  —  ,    e  -— ,  che  osservansi  nell'  ultimo  termi- 
ne ,  diverranno         .     ,  e    ^ rispettivamente  •  Dmique  con 

tal  sostituzione  dovrà  V  equazione  A  cangiarsi  in  quest'  altra 

«•  —  at^dD  +  t''  +    ,    .    —       ,     =  o 
cui  potrà  darsi  la  seguente  fonna 

(Z:=^y^JL(^^^\ B 

\       n      y        m'  \  4wV 

Ciò  premesso  ,  si  chiami  x  la  retta  CO  ,  ed  j  la  MO  ;  si 


vedrà  chiaramente  essere  la  r  =  ,  e  la  x  =  t'  —  t^ 

Imperocché  essendo  MO  :  MV;  :  1  :  n,  e  ne'loro  simboli/  :  v  —  » 

l?J     j-      /^i?»    .1 r 


::  1  :  n,  saràj  = .    Ed   essendo    CF'  =  z'  =   ,    , 

per  quel  che  si  è  detto  qui  sopra  ,  sarà  AF  =  —  =  ^-2L .  E 

p  fyrC 

quindi    AR  —  AF  =  ì;  —  —Z  •  e  finalmente  la  x.  che  dinota 

Ja  CO  ,  sarà  s^  —  ^ — - .  Dunque  T  equazione   B  ricevendo  le 

•    a:,^perlei»,z,eda),    si    cambierà  neU'  altra  r*  =  ^ 

»  S.  3aa.    eh' è  parifowne  a  queUa  di  già  recata  per  l'asse*.E  per  essere-^ 


m* 


'S.33o,339.il  parametro  del  diametro  CQ  *  ,  potrà  io  tal  proposito  sta- 
bilirsi la  verità  segueote  . 
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5.  343.  Teor.  //  quadrato  di  una  qualunque  senUor- 
dinata  di  un  diatnetro  della  parabola  è  uguale  al  rettangolo 
della  corrispodente  ascissa  nel  parametro  di  esso  diametro. 

A  L  I  T  E  R. 


§.  344*  PoDgansi  le  coordinate  CO  ,  OM  rispettivamente 

a" 
uguali    ad  X  5  j^  ;  la   OR  =  CF  =  ^  ,  e  quindi    AF  =  —  . 

Sarà  OV  =  mj,  MVsnj,  cconciòMN  =  VR=:OR— OV 

=  a  —  mj  ;  ed  AN,  cli'c  uguale  ad  AR— RN=AF  +  FR— MV, 

a' 
sarà    -^ y  X  —  ny  .  Ma  per   la  ^natura  della   parabola    dee 

essere  MN'=j9XAN.  Dunque  neValori  di  queste  rette  ayrassi 

a'  +  /»'/'  —  :tamjr  =  a'  +pa:  — npy  . 
Cioè ,  fatte  le  riduzioni ,  sarà 

np  —  aaw  p  ^ 

— ^  -^    -*-rX C 


^  '^         m^        ^        m 


f    £  conducendo  la  normale  C6  al  punto  C  della  parabola 
dee  stare  CF  :  FG  :  :  MV  :  VO,  a  cagione  de'  triangoli   simili 

CFG,  MVO,  cioè  a  :  — p  \\n\m.  Dunque  sarà  np  ^=2am- 

E  l'equazione  C  ridurrassi  ad  /'=  -^  x ,  come  qui  sopra  (i). 

$•  345.  Cor.  I.  La  senùordinata    NM  *  del   diametro    *^g,  41. 
AQ  pongasi  uguale  ad  a,  e  la  sua  ascissa  AM  =  6 .    E  due 


(1)  Alcuni  moderni  analisti  per  rilevar  quest^  ultima  comeguen* 
za  sogliono  maneggiare  le  seguenti  equazioni ,  sen*  f .  sen.  6  ;=s  0  , 
sen.  ^»  =3  o  ,  ò.  sen.  0  — ^  cos,  6  ?=s  0  ,  b*  —  nap  ss  0  . 
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altre  coordinati?  CS  ,  SA  dello  stesso  diametro  dicansi  y  ^  x  \ 
"*  fig.  4-2.    e  p  il  parametro  di  esso.  Sarà  *  a*  =^pbj  cdjr*  z=z  pjc.  Onde 
dovrà  essere  a""  — j*  =  p  {b — x  ),  ovvero  NEN'  =  p  X  CE, 
compito  il    parallelogrammo  ^MG  .  Ed  in  simil  modo    può  di- 
mostrarsi ,  che  sia  NHN'  =  p  X  VH  . 

5.  346.  GoE.  II.  Dunque:  Se  da  più  punti  di  una  pa- 
1  aboia  conducansi  altrettante  rette  parallele  ad  un  diame- 
tro  di  una  tal  cur^a  ,  prolungandole  insino  ad  uri  ordi- 
nata di  esso  ;  quelle  incidenti  saranno  proporzionali  a  ret- 
tangoli de'  rispettivi  segmenti  della  detta  ordinata  . 

r  R  O  P  O  S  I  Z  I  O  N  E     LX. 


teorema. 


\fig   42- 


§.  347.  P^^t-  qualunque  diametro  della  parabo- 
la si  avvera  ,  che  la  sotlangente  sia  dupla  dell'  a- 
scissa  corrispondente  all'ordinata  per  lo  contatto. 

DiM.  Da  un  punto  P,  che  stia  fuòri  della  parabola  N A N^*. 
e  della  dilezione'  dell'  asse  AM  ,  intendasi  condotta  un'  inciden- 
te PN  su  questa  curva  ,  t  per  N  la  s^^mioidinaìta  NO  a  quid 
diametro  ,  che  [)asserebbc  per ,  lo  punto  P  .  E  poi  si  j>onga 
PO  =  .r  ,  PG  =  6  ,  il  parametro  di  GO  =y ,  sen.  P  =  w  ^ 
•   sen-PìiO  =  /2  ,  e  quindi  GO  =  a: —  b  .  Ed  essendo  «  ad  m  , 

come  PO  ,  cioè  x  ad  NO,  sarà  NO  = ,  E  poidiè   per 

*  5.  343.    la  natura  di  tal  cuiva*  dee  essere  NO' =/x CO ,  sarà  ne*va- 


•j* 
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m'x' 


lori  di  queste  rette  — ^-  =/(  x  — •  ó  ).  Sicché  ordinando  siffat- 
ta equazione  dovrà  emergerne 


X 


f-^-^fl^^o   .   ..A 


m'  m 


Ma  nella  supposizione  ,    che  V  incidente  PN    sia    tangente  della 

curva ,  le  due  radici  dell*  equazione  A*  diventano  tra  se  ugna-    '^  §.    3 1 , 

li  ,  cioè  la  j:  =  ^ —  .  Dunque  sarà  x  —  "^ — r  =  o  .  ovvero 

fìl  X  ^ 

x^ —  =^ —o B 

E  togliendo  dall'equazione   A  l'altra.  B,  dovrà  restare 

cioè  X  :=  2b      ,     ovvero     PO  =  !iCO . 

$.  348*  Cor.  I.  Di  qui  si  vede  un  agevoi  mezzo  da  po-^ 
ter  condurre  una  tangente  alla  parabola  NAn  dal  punto  P  da^ 
to  fuori  di  e&sa  curva .  Cioè  dal  punto  P  si  meni  la  PE  pa- 
rallela all'  asse  AQ  ;  e  &tta  la  CO  uguale  alla  PC  ,  si  disten- 
da per  O  la  corda  nN  paraUela  alla  tangente  della  curva  in 
G ,  e  poi  si  congiungano  le  rette  Pn,  PN .  Queste  saranno  le 
due  tangenti  menate  dal  punto  P  alla  sottoposta  pa^ 
rabola  NAtz  . 

§.  349»  Scoi.  I,  La  tangente  NP  della  parabola  NAN'' 
incontri  in  K  P  asse  AM  di  questa  curva ,  ed  in  D  una  semior- 
dinata  RV  al  detto  asse  .  E  poi  si  ponga  K  A  =  e ,  KR  =  x , 

RV=^,  RD  =  z,  etarig.  K  =  /  =  -y^*.    Sarà    K^'\njìne\ 
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^7.  Eh  II.=  X  —  c^  y  =pa:  —  pc  ,  e  z' 


$.    3i. 


e  x'  =  V- 


Ma 


es- 


j?' 


sendo  x^  +  4^'  >^cx ,  è  a:*>  4^a:  —  4^'  ,ciofe    ^  >J:^  —  ^ 
e  quindi  -^-r—  >  p-x'  —  pc  .  E  prendendo  le  grandezze  rispet- 


tivamente uguali  a  queste ,  che  ho  qui  paragonate  ,  dovrà  es- 
sere z'  >7''  ,  e  z  >/  .  Dunque  tutti  i  punti  della  retta  NP, 
tranne  il  solo  N  ,  dovranno  giacer  fuori  della  curva  NAN'  : 
ond'ella  in  virtù  della  definizione  viii.  sarà  tangente  della  pa- 
rabola NA  n  .  E  con  questi  analitici  ripieghi ,  e  colla  guida 
deli'  indicata  definizione  si  potrebbe  nelle  curve  coniche  dimo- 
strare ,  che  sien  tangenti  certe  rette,  che  vi  si  conducono  •  Ma 
in  tal  rincontro  1'  equazione  del  problema  può  condizionarsi  ad 
avere  due  radici  uguali  ^  :  onde  le  intersezioni  della  curva,  e  di 
quella  retta ,  cui  si  rapporti  la  detta  equazione,  dovranno  rac- 
corsi  in  un  sol  punto  .  E  per  questa  via  più  spedita  ,  e  chia- 
ra ,  che  in  questo  corso  didascalico  più  volte  ho  ciccata ,  per- 
viensi  a  dimostrar  tangente  una  tal  retta. 

§.  35o.  ScoL.  Se  nella  parabola  il  quadrato  di  ciascuna 
semiordinata  ad  un  qualunque  diametro  vi  pareggia  il  rettango^ 
lo  del  parametro  nell*  ascissa  che  dal  vertice  le  corrisponde  ;  nel- 
le altre  due  curve  coniche  non  sono  uguali  questi  due  spaej . 
Imperocché  il  quadralo  dèli»  detta  ascissa  èioltiplicato  per  lo  rap- 
porto del  parametro  al  diametro  dinota  nell'  iperbole  1'  eccesso 
dd  primo  di  que'  due  spazj  sull'  altro ,  e  neU'  dlisse  n'  è  il  di- 
fetto. E  di)  può  arguirsi  dall'equazioni  /'=/?«+  ^  ,  ed^' 


ya 


"^pz  —  ^-    rapportate  per  gli  assi  di  queste  curve  ne'SJ*  «54  ? 
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e  79 ,  e  che  dagli  assi  potran  fitcUmente  a'  loro  dpmetrì  trasfe- 
rirsi .  Onde  per  tal  riflesso  gli  aDtichi  geometri  dìiamarono  que- 
ste tre  curve  parabola ,  iperbole  y  ellisse ,  che  nel  nostro  idio* 
ma  «onano  adeguante  j  eccedente  ^  deficiente  (1).  Ed  in  fi- 
ne sarà  dicevol  chiusura  dì  questo  argomento  il  recarvi  quella 
veiha ,  di  the  10  mi  valsi  Còme  principio  nd  tesser  geometri- 
camente la  dottrina  de' diametri  di  queiste  curve  {u)  .  Cioè  : 

Se  ad  un  punto  di  un  diametro  di  una  di  esse  cwve  si 
elevi  una  perpendicolare  terza  proporzionale  in  ordine  aWa- 
scissa  y  ed  alla  semiordinata^  che  corrispondono  al  detto  pun- 
to ;  /'  estremo  di  essa  perpendicolare  dovrà  essere  allogato 
in  una  retta  data  di  posizione . 

Per  ciò  dimostrare ,  si  chiami  v  quella  retta  MI  perpendi- 
colare al  diametro  AM  di  una  curva  conica  NAN^ ,  e  vi  si 
ponga  l'ascissa  AM  =  z,  la  sua  semiordinata  MN  :=zjr  ,  p  il 
parametro  del  diametro  AM  ,  à^  ìa   lunghezza  di  esso  ;  opde 

r  equazione  generale  di  questa  curva  dovrà  essere^'=:  pz:t  ^ 

sa 

ove  il  segno  +  dee  militare  per  l'iperbole,  il  —  per  l'ellisse ,  e 
per  la  parabola  la   aa  dee  essere  infinita  ,  sarà  per  la  proposta 

condizione  AM  X  MI  =MN' ,  cioè  vz  =:pzi:  ^—^  ed  v=:p 
±  —  ,  eh'  è  un'equazione  ad  una  retta  data  di  sito .  Cioè  nel- 

(i)|  nomi  delle  tre  indicat(e  curve  traggon  T orìgine  dalle  tre  vo« 
ci  deir  idioma  Greco  ,  ^ftj>ft/?aXXf ey  ,  eTJ^i'ifetìf ,  \ì^tf^(ùXety  ,  a- 
daci/uare^  deficere ,  txcedere  , 

(2)  Vedi    la  prop.  7.  d^lle  sezioni  Coniche  dui  Giannatiasio  , 
eiJÌ7..  seconda  ,  e  seg. 
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la  parabola  tma  tal  rètta  è  parattela  al  detto  diametro,  come  Tè  noto 
daff  addotta  equazione  ,  la  (piale  dal  suppoisi  ^  =  o  degenera 

in  f =p  ;  e  nelle  altre  due  cmre  ella  riducesi  ad  s^  =-^  (sa  *  zy . 

Intanto  questa  retta  soleva  dksi  regolatrice  dagli .  antichi    geo- 
metri y  e  serve  a  rinvenire  i  parametri  di  esse  curve. 
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CAPITOLO    IX. 

De(,I,E   TANGEKTI  ,    E   DELLE   SEGANTI   DELLA   PARABOLA. 

PIiQPO$I.ZIONE    LXI.  ; 

TEOREMA. 

i 

I 

§.  35i.  Se  due  corde  di  una  parabola  s'inter- 
occhino  dentro  ,  o  fuori  di  una  tal  curva  5  i  ret- 
tangoli  di  que'loro  segmenti ,  che  restano  tra  la  cur- 
Aa  el  loro  incontro,  saran  proporzionali  a* parame- 
tri di  que'  diametri ,  a'  quali  le  dette  corde  son  or- 
dinate . 

SoLuz.  Dal  jjunto  P*,  ove  s*  intersecano  le  due  corde  NE  •♦^g.  44. 
ne^  fuori,  o  dentro  h  pajraJtK^a  ISA  è  »  si  tiri  ta  PG  parallela 
air  asse  ÀM  ,  e  da'  punti  P  ,  N  si  abbassino  sulla  retta  AM  le 
|ìeri)eadicolari  PR  ,  NM  ;  ^  |)oi  isi  ponga  PR  =  h  ,  AR  s=  6  , 
PN  =  X  ,  jm  .NPG  =  m ,  COS.  NPG  =  n  .  Sarà  NGsa  mx^\ 
PG  =  nx,  NM=*NG  +  GM  =  mjc+/i,  AM=rRM~RA 
P^nx —  ^..Siccliè  dolendo*  asaewe  KM'  =p  X  AM  ,  sarà  »  5.  3^2. 
ne'  simboli  di  queste  grandezze  m'jr,  +  h*  +  "xhmx^r^pnoc  — pb. 
Ed  ordinando  quest' equazione /rispetto  ad  x,  sarà  ' 

Onde  dovrà  essere,  per  la  teorica  dell'  equazioni  algebriche,  il  ret- 

tangolo  NPE   uguale  ad- ^^   .    E  se    chiamisi   fi  il    s«ao 

dell'angolo  GPe  .  si  jctià  conchìiiderc  y  come    dianzi  ,    esse- 
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re  — ^^^  F  eqprevioiie  del  rettangolo  nP^«  Dunque  saia  XPE  : 

„P.::?*±*::e*±*l..:4..t.Ed««rfoi,.i 

ni'  f^  m        §1^  m        fi* 

"i.iio.ìì^i  parametri  d^dkunetri  coi  le  NE  ^  ne  sono  ordinate  *  ,    san 
Tero  il  proposto  aawmlo* 

§«  35a*  Gm.  i.  Se  dal  punto  P  Yog^  cundurai  ima  se- 
gante alla  sottoposta  parabola  NAE  ,  takhè  il  rettangolo  NPE 
sìa  ugnale  al  quadrato  deO'  incìdente  PH  ,  che  perrei^  aDa 
parte  concava  della  parabola,  e  che  eqximo  per  K  ;  dorrà  £ir- 

il  ^ — it —  s=iSr%ondene£?erràr%DDtaii»  =  ±-jL\/(p^A') 

Cioè  per  soddis&re  al  quesito  dovran  &rsi  al  dato  ponto  P  ddla 
retta  PG ,  e  d' ambe  le  parti  di  essa  i  due  angoli  ugnali  NPG, 

TtPG  ,  ciascuno  de'qoali  abbia  per  seno  —  a/(p& -f-  h^). 

$«  353.  Coa*  n.  Le  iangend ,  che  da  un  punto  pre- 
so fuori  di  una  parabola  conduconsi  ad  essa  curva  ,  sono 
in  suddupUcata  ragione  de  parametri  corrispondendi  appun- 
ti di  contatto^ 

Imperocché ,  come  poò  inferirsi  dal  presente  tecvema  ,  i 
quadrati  di  quelle  tangenti  sono  proporzionali  a'parametri  suddetti. 

PROPOSIZIONE    LXII. 

TEOREMA. 

§.  354*  Se  a  due  diametri  della  parabola,  che 
sieno  ugualmente  distanti  dall'  asse ,  si  tirino  ovunque 
due  ordinate^  per  gli  estremi  di  queste  rette  può  sem- 
pre pssare  un  cerchio,   E  le   perpendicolari,  che 
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da' detti  estremi  conducansi  sull'asse^  sOu  tali,  che 
quelle  due,  che  restan  dall'una  parte  dell'asse,  sien 
prese  insieme  uguali  a  quelle  dell'altra  parte. 

Dm.  Pàrt.  I.  Le  due  corde  Nn,  *NV,  che  sieno  or-  *^^.  45. 
dmirte  de' diametri  BD  ,  CE  lealmente  distanti  ddi'  asse  AM, 
s' intersechino  entro  la  parahda  in  G  •  Sarà  per  la  prec.  prqp* 
NG/i  ad  N^Gn' ,  come  il  parametro  di  BD  a  queDo  di  CE  , 
doè  in  K^on  di  uguaglianza* .  E  perciò  essendo  uguali  i  due*5.339. 35i. 
rettangoli  NGn  ,  N'Gn' ,  un  cerchio  jjotrà  descriversi  pe'  quat- 
tro punti  N ,  n\  rij  N",  che  sono  gli  estremi'  delle  dette  or- 
dinate •  E  lo  stesso  ragionamento  ayrà  luogo  ,  quando  queste 
due  ordinate  s' intersechino  fuori  della  parabola  • 

Part.  n.  Si  chiamino  Uy  e  le  perpendicolari ,  che  da'pun** 
ti  N ,  n^  si  tirino  sull'  asse  AM  9  cioè  le  NM  ,  nfm^  :  e  poi  per 
»,  e  si  disegnino  le  N^M^,  nm  perpendicolari  calate  sul  me- 
désimo asse  da'  punti  N^ ,  n  •  E  finalmente  pongasi  la  DM  == 
EM'  =  d>.  Sarà  la  ND  5s  NM  —  DM  =  a  — .  <»;  e  l'altra  nV 
=  nm  4-  i7»V=  <  -f  «•  Ma  per  esse^.i  ]lriaDgq|ii  rett£(agoli.  Df^H, 
nVH  uguali  e  simili  ^  la  retta  ND  è  uguale  alla  71V  «  Adun* 
que  sarà  a*— (i»=sé  +  ^;  e  quindi  a^^  $ss:  2^ .  Or  nella 
stessa  maniera  può  dimostrarsi  che  sia  oi^  ?—  e  s=  240  ••  Laonde 
sarà  ^-^«  =  «  —  69  e  con  doa  +  ^^^^  +  ^9  ovvero 
NM  4-7iW  =  N'M'  +  nm  (i). 


(1)  Questa  teoi^ma ,  cbe  ad  istigaùone  di  certi  geometri  francesi 

fu  dunostrato  daU^  illuslre  Scbooten,  vien  da  lui  poposto   con  elegan« 

za  ud  segaente  modo ,  ohe  può  agevolarne  V  intettigeusa  delia  prop.62. 

(  Fed.  pag,  33 1  voL  1.  Ge^m*  Cari,  )  :  Si  circulm  parabolam  in 

plurihus  punctis   sccuerii  ,  a  quiìnu  ad  axem  ex  iUraque  parie  per-^ 

a5 
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^.  355,  CoK.  I.  Se  la  retta  NV  fluisca  verso  il  punto 
C  con  moto  a  se  parallelo ,  ella  ne  diverrà  tangente  della  pa- 
rabola ,  quando  le  sezioni  N',  n  si  raccolgano  in  C ,  Sia  dun- 
que CO  cotestia  tangente,  ed  incontri  la  corda  Nn  nel  punto  O  ; 
saia  CO'  =  NOfi.  e  prolutìgando  la  CQ,  finche  ti  uni«:a  in 
R  coir  as^e  prodotto  di  tal  curva ,  la  congiunta  RB  sarà  beoau* 
che  tangente  della  pai^abola  in  B ,  e  sarà  uguale  alla  RC . 

§.  35f6..CoR.n..  DiuMpie:  Un  cerchio  può  segar  la  pà^ 
rahoUv  in  quattro  punti .  Ei  può  segarla  in  due  punti ,  ed 
insiem  toccarla  in  un  altro  .  E  può  benanche  toccarla 
in  due  soli  punti . 

Ha  si  vedrà  nel  seguente  problema,  che  un  cerchio  non 
possa  in  più  di  quattro  punti  segare  un^  parabola]. 

PROPOSIZIONE     LXIII. 

PKOBLEtfA. 


5.   357.  Dati  di  sito  ,  e  di  grandezza  il  cer- 
^fig'  48-  chio  FRG*  ,   e  la  parabola  FAG;  determinare  ana- 
liticamente gV  incontri  di  queste  due  curve . 

SoLuz.  Dal  centro  £  del  dato  cerchio  si  meni    nell'asse 
AL  della  data  parabola  la  perpendicolare  ED  ;  e  poi  si  ponga 


pendicidares  demittantur  :  erit  ea  ,  <juae  ex  una  parte  axi$  reperi* 
tur  ,  aequaUs  illis ,  quae  sunt  ah  oliera  parte  .  Quod  sì  vero  ab  u- 
traque  parte  in  duohus  punctis  illam  secet  :  erunt  [sinùliter  duae  ab 
una  parte  aequales  duahus  ab  altera  parte .  Ma  la  dimostrazione  ana* 
litica,  ohe  vi  si  l^gge,  occupa  undici  pagine^  ond^io  ho  proccurato 
per  comodo  d^^  giovani  di  sostituirne  quest^  altrii  assai  hrere  < 
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k  retta  ED  :szh  ,  la  DA  =  & ,  il  parametro  principale  della 
detta  parabola  uguale  ad  1  j  e  1  dato  raggio  uguale  a  JiT .  E 
sui^neudo  il  punto  G  essere  uno  de'  ricbiesli  incontri,  ed  ÀK^ 
KG  le  coordinate ,  che  gli  eoririspondono ,  si  ponga  V  asciai 
sa  AK  s:  jc ,  e  la  semiordinata  KG  zsrjr  .  '  Sarà  x'ssjr*  ^  )  *  5*  3^^* 
Gìl:^MK  +  KG:szh  +  y,  £M  =  AK_  AD=:a?_6  :=s 
j'  —  b.  Sicché  dorendo  es^re  £M' 4*  MG' ss  £G\  sarà 
jr^ —  2bjr^-\>  b*+  h*  +/'+  ^4^=  J!?  .  E  le  radici  redi  di  que- 
st' ultima  equaùone  saranno  k  senoidinatecoiriipODdenti  a'rì* 
chierti  punti  d  mterSesiDne  .*  « 

$•  358.  Cor.  i.  Tolcnflo  prc^rre  la  dstta  eq^ione  aBa 
maniera  Gfftesiana,  sicché  n^  primo  memlm'  vi  resti  V  ^nota 
elevata  al  massimo  e^nente  e  positìra,  e  nel  secondo  gli  alirìsuci 
termini  con .  qoe' segni ,  ed  in  qoe'kiogfai  ;  die  Icxro'  si  con?eiH 
^ono  ,  sarà 

^♦  =  (a*  — i)^«— aA^  +  jr« — *•  — A'  ....     A 
£  questa  medesima   eq^ione   sarebbesi   ottenuta  col  divisato 
artificio ,  e  con  {kirvi  k  FLsb  ~^  ,  qual  si  «ònvìene  nell'  aver 
poste  b  KG  =?4*j  . 

$.  S59.  CoR;  n.  Ma  se  suppongasi  k'PL  ssjr  ,  se  né 
avrà  un'  altra  col*^-^^  n^l  secondo  membro.  Goè  sarebbe 

Onde  può  stabHirsiy  che  quando  in  questa  emo^enie  equazione 
rinvengasi  +  2^  nel  secondo  membro,  le  sémiordinate  positive 
della  parabola  debban  essere  dalla  parte  del  centro  di  i^uel  cèrr 
chib  che  le  si  \  combinato.  E  eh'  elleno  vi  debbano  slare  daHa 
paiie  opposta,  quando  neDa  detta  equazione  si  ritrovi  -—  ^hjr  . 
Lo'  che  puS'  cber  di  chiarimento  alla  costruzione  Cartesiana  de' 
problemi  solidi:  come  si  vedrà  qui  appi'esso'. 
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$.  36o.  Cot.  m.  Rapportando  queste  due  cuve  ad  utt 
medesimo  asse ,  e  ad  lùio  stesso  principio  delle  ascisse ,  e  poi 
eliminando  dalle  loro  equa&om  una.  di  qudie  due  mdeteniiina* 
te  ,  che  vi  si  contengono  ,  dovrà  nascerne  un'equazione  biqua* 
dratica  determinata^  ne  potrà  mai  ottenersene  un'altra  digra- 
do superiore  •  Or  le  radici  reali  di  qoest'  emergente  equasìo^ 
ne  ,  com'  è  duaro ,  ti  dinotano  le  ascisse  ,  o  le  seniiordinate 
corrispondenti  a'  punti  d' intersedone  •  Dunque  : 

li  massimo  numero  ik*  punti  y  ne^  quali  la  data  para^ 
bolaj  6  '/  cerchio  y  iniersecanoy  non  pub  esser  che  quattro^ 

« 

$•  36t.  Con.  tv*  Questo  ragionamento  può  benanche  apt 
plicarsi  a  due  altre  curve  omìche  y  die  a'  intersechino  ;  donde 
potrem  ricavarne  la  medesima  illpàoue  del  pecedente  coroilatio  t 

%.  .36a.  CéOà^é  V*  Si  dÌDolino  per  a  ,  /S ,  r  ^  2  le  radici 

reali  deli'  equazione  A  .  E  lo  stesso  varrebbe  convenevolmcarte 

per  r  altra  B  .  E  poi  si  prendimi  nella  tangente  verticale  AX 

'  le  parti  ÀV ,  4-Z  uguali  alle  ^  f  fi^  chMo*  au{^XMigo  positivo; 

^  5.  339.  e  le  contrarie  AT»  AS  uguali  ^.O* ,  S  ^  che  sien  negatore*, 

Dovranno  essere  «*  9  /3'  9  7'  ,  ^S  le   corrispondenti   i^plìcat^ 

^  5.  322.  nella  part^  ectenia  della  parabola  ^ ,  qioè  sempre  realir  Dunque  : 

jéfls  radici  reali  della  indicata  ^qi/Loaione  doyr^ncor^ 
rispondere  intersezioni ppaU  della  duta  parabcUaye dei  cerchio, 
'  $•  363«  Gwi,  VI.  Avendo  eliminata  la  x  dall'  e(|ua:poni 
al  cerotuo,  e4  ^  para}K4a  j  che  son  date  4ì  sìto^  e  di  gran-; 
dezza  ,  l'emergente  equazione  viea sempre  mancante  del  secando 
termine.  E  dovr^  svamme  l'ultimo-termin^ ,  quanda  si  ritrovi  il 
quadrato  del  raggio  di  quel  cerchio  ugual^  alla  somma  de'  qua-r 
drati  delle  coordinate  del  oentro  di  essQ ,  cic>è  K^i^h^  -+  b\ 
Ed  in  tal  caso  la  detta  equazione  si  decimerà  al  terzo  grado  : 
^  1  cerdflo  dovrà  passare  pel  vertice  principale  della    parabola, 
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$•  364*  ScoL*  La  costmkme  geometrica  di   un'  equtxio* 
«le  è  un  problenia  inverso  dli  qoeUo  ddle   intersezioDi   A  due 
linee .  Imperocché  nà  ffnAAam  diretto  si  so^ìon  proporre  dtie 
curve  date  di  alo ,  e  di  grandeiza,  e  A  vini  ritrorare  iwì  e- 
^quazione  ^  k  cui  radici  reafi  yi  dinotino  le   ascisse  ,  o  le  or* 
dìnate  conriqmideDti  a'  punti  d' intersesione  .  Laddove  ndH  in- 
verso vìen  data  un'  equatbne  a%efarica  ,  e  si  domanda  di  nn'^ 
venire  ,  e  combinare  due  convenevoli  cnrve^  siechè  le  ordina* 
te ,  o  le  ascisse  conispondentt  alle  loro  intersezioni  vi  dinotas- 
sero  le  radici  reali  di  essa  equazione .  Ma  quanti  principj  geo- 
metrici ,  ed  analitici  dovrei  qui  chiarire  per  adeguatamente  ri- 
solvere  il  secondo  di  questi  due  problemi  ?  Io  duoque  per  non 
d%redire  dtremodo  mi  atterrò  alla  Cartesiana  costruzione  delle 
cubiche,  e  biquadratiche  equazioni  ,  che  vien   riputata  la  piùi 
perfetta ,  e  la  pi&  generale  di  quante  si  potrebbero  ief  geometri 
agognare  (1)  .  Ed  in  vera  ddSneando  une  paralnda  in  un  piag- 
no ,  e  con  quel  parametro  j  che  ne  aggra^  ,  con  questa  sola 
curva  si  potrà  costruire  uM  qualunque  biquadratica  ,  o  o^a 
jequazione  ,  sol  che  vi  si  combini  un  convenevot  cerchio  •  E  per 
lai  modo  1  problemi  soìuK  parran  dìsdollì  alla  maniera  òft^pro^ 
blend  piani  :  poiché  vàX  efiettìva  costruzione  di  qudli  non  si 
hanno  a  descrivere  ,  che  soli  cerchi ,  e  congìoDger  relte  •  Ma 
4in  ^ro  pregio  in  questo  metodo  vi  anmino ,  ed  é  ^  die  ndla 
«ombÌDatlone  di  tali  curve  il  numero  ddle  radici  radi  é  quan^ 
to  qneDo  dcié  ìnterseziom  di  Me  curve  :  onde  in  questo  me- 


•V. 


(i)  Così  parla  Carlesìo  inAìàpag.  86.  della  raa  Geometria  :  AdcQ 
ut  haec  repila  omnium  ,  quas  qui  exoptart  queat ,  generalissima  sit , 
ti  perfeciissima , 
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todo  i  forti  dubbj.del  RoUe  non  han  luogo.  Ma  uè  anche  può 
objettarsì,  che  V  equazione  biquadratica  x^  =  ppo^ .  .  qx.  .  r  pro- 
posta alla  maniera  Guieaiana  contenga  termini  asimmetrici^  o  di 
diverse  dimensioni ,  come  ne  appajono  •  Imparocchè  un'  equazio» 
ne  del  quarto  grado,  che  sia  mancante  del  secondo  termine,  dovreb- 
be avere  la  seguite  simmetrica  forma  x^  =  .  »e'x\../^  «a:.,  g^. 
Or  supponendo  una  retta  uguale  all'  unità ,  la  terza  proporzio*- 
naie  dopo  di  essa,  e  Taltra  retta  e  dee  esser  e* ,  che  può  chia*^ 

marsi  ;?  .  E  ,  se  filcciasi  1  ad  -L^  ,  come  f  ad  una   quarta  ^  , 
sarà  ^=*^—  •  E  finalmente,  coli' insti tuirsi  quest'altra   analo- 

già  I  :  -2-  ;:  -2-  :  r ,  ne  viene  r  zsg* .  Onde  la  prima  delle 

due  proposte  equazioni  dovrà  identificarsi  colla  seconda  . 

§.  365.  Def.  XXXV.  Una  retta  dicesi  rqdice  di  uh!  equa*  . 
zione  algebrica ,  se  le  condizioni ,  che  han  dovuto  imporsi  ad 
essa  retta  nell'  averla  geometricamente  esibita ,  si  possan  ridur- 
re in  quell'  equazione  4  ,  ^ 

§.  366.  Se  una  tied  retta  si  potesse  analiticamente  diaota- 
jc  in  gi^audezze  note ,  co'  criter  j  proposti    ne  Corsi  den^ntari 
dovrebbesi  conoscere ,  s'eHà  sia  radice  della  delta  ^tj^azione  . 
Ma  nell'equazioni  superiori  al  quarto  grado  invan  si  ^ra  ootesta 
analitica  valutazioBe  :  ed  ella  suol  essere   ^ssai .  molesta ,  ed  in- 
viWppata  in.  moltissime  equauoQÌ  di  .tei*zp  ,  e  di  quarto  grado . 
Qpde  a  tal  uopo  fia  necessario  T  usare  il  criterio  proposto   nella    , 
*  fg*  4^-   definitone.  Ed  in  vero  la  retta  KG*,  che  nel  problema  preceden- 
te fu  detcrminata  dal  combinare  insieme  la  parabola  FAG ,  e  '1 
cerchio  FGH,  vi  riceve  le  due  seguenti  condizioni .  Perla  na- 
tura della  parabola  la  semiordinata  KG  dee   esser  media    prò- 
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porzionale  tra  la  sua  ascissa  KA  9  e  1  pai*ainetro  principale  di 
essa  cunra  ,  die  si  è  supposto  uguale  ad  1 .  E  per  la  natura 
del  cerchio  dee  essere  (  KG  +  KM  y  ;=  EG*  ~  £M* .  E  poi- 
ché cotesle  due  condizioni  ci  porgono  V  equazione  A ,  di  que- 
sta ne  sarà  una  radice  la  retta  KG  •  Or  di  un  tal  criterio  si 
valse  il  sagacìfisimD  Cartesio  nell'  esplorare  sifiatte  radici  :  -e  da 
esso  mi  son'  io  ingegnato  d' intessere  V  addotta  definitone , .  che 
può  esser  di  lume  all'  alimento . 

PROPOSIZIONE    LXIV. 

PROBLEMA.' 

$.367.  Data  un'equazione  biquadratica,  sgom- 
bra del  secondo  termine,  e  proposta  alla  maniera  Car- 
tesiana nel  seguente  modo  ^^  =  py*  +  qy  +  r  j 
esibire  geometricamente  le  sue  radici  reali  ,  se  pur 
ve  ne  sieno . 

SoLuz.Si  confronti  la  proposta  equazione  coll'altra  B,  ch'è 

per  determinare  \e  b  j  h  ^  K .  S^à  dal  parallelo  de'  loro  ter- 
mini analoghi 

p  :sz  2b  —  > ,  q  ss  2hj  r=zK'  —  h^  —  6' , 
e  quindi 

Dunque  delineando  una  parabola,  che  ablna  l'unità  per  para- 
metro principale ,  e  V  asse  per  direttrice  della  costruzione ,  si  de- 
scriva il  cerchio,  che  abbia  j  er  raggio  il  yalore  della  JC,  e  per 
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centro  qod  punto ,  le  cui  coordinate  sieno  —  (  i -f-/'))  ed  —  9; 

le  sue  intersesiom  coDa  detta  .parabola  saranno  gli  estremi  di 
tpuàie  semiordìnatie  di  ^esta  curva  ^  die  vi  dinotano  le  radi- 
ci reaK  della  detta  equasioiie  •  £  le  vere  staranno  in  qneDa  par» 
te  deQa  parabola  ,  ov^  è  il  centro  àà  detto  cerdùo  ,  le  &t- 
se  nella  parte  esposta  •  Che  se  neUa  data  equazione ,  e  òispo-' 
sta  come  sopra ,  vi  fiisse  —  qjr ,  dia  si  dovrà  paragonare  col* 
l'equazione  A  per  ricavarne  i  valori  dd  ra^b  dd  cerchio  da 
descrìversi ,  e  deUe  coordinate  dd  centro  di  esso .  Lo  che  si  ot- 
tiene in  un  consimil  modo  ;  ma  le  radi^  fiJse  di  essa  equazjo- 
ne  staranno  nella  parte  ddla  parabola ,  ov'  è  il  centro  dd 
detto  cerchio ,  e  le  vere  neil'  opposta  parte  •  E  per  la  diiara , 
e  rltenevole  intelligenza  di  queste  cose  gioverà  esibire  la  rego- 
la Cartesiana  . 

$.  368. »>  Descrìtta  la  parabola  con  un  parametro  dato,  che 
»  pongasi  uguale  ad  i,  si  {Hrenda  nd  suo  asse  un  punto  (1)  di* 

»  stante  dal  vertice  p^  —  •  Inoltre  dal  detto  punto  tolgasi  nell'  as- 

»  se  una  retta  uguale  alla  metà  dd  coeffidente  dd  terzo  termine  : 
9>  ed  ella  ne  proceda  verso  il  vertice ,  o  alla  parte  opposta,  se* 
»  condochè  il  detto  termine  sia  negativo,  0  positivo  ;  e  dall'  e- 
»  stremo  di  questa  retta  si  eriga  al  medesimo  asse  una  perpendi- 
yy  colare  uguale  alla  metà  del  coeffidente  dd  quarto  termine,  e 


(1)  Questo  punto ,  come  si  vedrk  in  appresso ,  è  il  centro  del 
cerchio  osculatore  della  parabola  nel  vertice  principale  .  Ed  ognuno 
pòtrh  conoscere,  che  le  regole  di  questa  costruzione  Cartesiana  siensi 
ritratte  dal  problema  precedente ,  e  non  già  dalla  teorica  de*  luoghi 
geometrici  ,  come  si  crede  . 


•  __  _ 
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»  da  quella  parte)  die  ae  aggnlda  :  e  .poi  éì  tiri  una  r^tta  dal- 
»  V  estremo  della  detta  perpendicolare  al  vertice  della  parabola  . 
»>  luohre  al  quadrato  di  questa  congìungente  dovrà  unirsi  il  ret- 
y>  tangolo  dd  parametro  nell'  ultimo  termine,  se  pur  questo  sia  . 
»  positiTO,  e  tc^liersi  nell'altro  caso  :  e  poi  coqreirà  estrarre  la 
»  radice  da  quel  binomio,  o  dar  questo  apotome  ce,  A  cerchio,  che 
tien  per  centro  t  estremo  della  deità  perpendicolare  ,  e  per 
iniersfoUo  V  indicata  radice ,  sarà  quello ,  che  sj.  ricerfa\. 
E  ^  se  la  data  equazione  sia  cubica  ,  il  raggio,  di  q^effo 
cerchio  sarà  quanto  la  detta  congiungentc^Vi^^^tv  le  ra- 
dici  vere ,  e  per  le  &lse  dovrà  serbarsi  il  criterio  di  già  c- 
sposto  nel  $.  precedente.     '  't    :=. 


t , 


PROPOSIZIONE  J^V  .  ;. 


P   R   O   B   II   E   M   A. 


5.  369.   Dato  il  punto  P*  dentro  la  parabola    ""f^e^  4?- 
FAG,  condurle  per  esso  una  normale. 

1 1 


1; 


SoLuz.  Sia  F  un  di  que*  punti  ,  ove  la  richiesta  normale 
incon^  la  data  parabola  :  e  si  chiamino  x ,  y  le  coordi* 
nate  AE  ,  F£  di  esso  punto  \  b  ^  h  le  coordinate  AM,  ^ 
MP  del  dato  punto  P ,  e  per  p  si  dinoti  il  paiumetro  prin- 
cipate.  SaràFIsFE  — MPcss^  — fe,  PI=:  AM  — - AE  = 

r' 

fe  — x  =  *  —  5^,  E  dovendo  essere  FI  :  IP  ;:  FÉ  :  ER, 
pe'  triangoli  simili  FIP ,  FER. ,  sarà  ne'  simboli  di  quelle  rette 

jr^h  :6-^  ;:/:  jp,  doè -ipj  — -i-/>A==ir-.-=^ 

a6 


f.' 
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Ed  ordioando  quest'equazione  alla  maniera  Cartesiana,  si  otterrà 

« 

ys:p(b—-^p)X-^jp'h.  .  ..A 

{,  CosTRUz.  Prodotta  la  MR  in  g  ,    sìcdiè   sia  Mg  =  £R 

x:  -*  p,  si  divìda  la  g  A  in  parti  ug^a^  nel  pilulo  D,  e  presa 

la  M/1  quarta  parte  di  MP  ;  si  compia  il  parallelogrammo  MB. 
E  poi  centro  B  intervallo  B A  si  descriva  il  cerchio  ,  che  sc« 
gnerà  nella  parabola  i  punti  addìmandati . 

§.  370.  Coti,  i.  Se  nell'  equazione  A  pongasi  px  per  j^* ,  si 

avrà ,  fette  le  ovvie  riduzioni,  ay  +  (—  p^^b  )jr  =z  .^ph  . 

Or  siffatta  equazione  è  ad  un'  iperbole  tra  gli  assintoti  .  Dun- 
que colla  combinazione  di  qiiesta  curva ,  e  della  parabola  pro- 
posta si  potrà  risolvere  il  presente  problema .  Ma  la  prima  del- 
le recate  soluzioni  è  più  elegante  di  quest'  altra  (  1  )  . 


(i)  Ud  problema  solido  ,  il  cui  soggetto   sia  una  parabola  coni- 
ca ,  (Ice  stimarsi  risoluto  colla  massima  eleganza ]|  quando  vi  si  com- 
bini un  cerchio  ad  indagarne  i  punti    soddisfacenti  .  E    perciò  è  di 
gran  pregio  questp  ^soluzione  ordita  dair  illustre  Giacomo  Bernoulli,  e 
destinata  a  idirinare  quella    tleir  Ugenio  .  E  di  una  pari    perfezione 
n'  è  queV  altra  del  sommo  Newton  nel  voler  condurre  nella  paraho- 
fi%*  4^.     lei  AVN*  il  rfmo  FN  ,  che  pi  comprendesse  ìjoC nfa  daia  col  ramo- 
FM  y  il  quale  passa  per  lo  vertice  principale].  Per  la  qual  cosa  dal 
punto  N  )  che  slpppongasi  essere  il  richiesto  ,  si    abbassi   la    perpen- 
dicolare NM  suir  asse  AM  della  detta  parabola  .   E  si  ponga    questa 
semiordinata  NM  ss  y ,  il  parametro  principale  uguale  ad  i ,  T  ascisi- 
s4  AMsaxssjr*.  E  V  aja  AFN  suppongasi  ufpitle  ad  i  X  '^^  ^^'* 
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$.  371.  Cor.  II.  Odia  simiUtudme  de' medesimi  triango- 
li FIP ,  FER  potrà  risolversi  per  Fellisse  il  presente  proble- 
ma :  ma  con  questo  divario ,  che  postavi  l' ascissa  dal  centro 
uguale  ad  j:  ,  e  ad  a  ,  e  il  semiasse  maggiore  ,  e1  suo  conjugato, 

deU)a  essere  la  sunnormale  MRss— 7  »  ed<^^— -VC^' — I^"')* 

$.3751.  ScoL.  Questo  problema  ,  che  sembra  recato  asolo 
fine  d' iUustrare  il  metodo  Cartesiano  ,  contiene  jkol  importante 
ricerca,  che  meritò  le  cure  .de'sommi  Geometri  Ugenio,  e  Gia- 
como BernottUi.  Ed  anzi  dal  risultamento  di  esso  potremo  &cil- 
mente  T  evoluta  ddUa  parabola  racoorre  •    Dd  <^  in  appresso. 


rk  a  rettangolo  FMN  aa-y(y»  ^±-)  —  —  ^  —  -^y  j    e  1 
triliueo  AMN ,  che  pili  appreuo  si  mostrevìi  uguale  a  due  leni  del 
parallelogrammo  delle  coordinate  AM,  MN,  sark  uguale  a  —xy  s:  ^'.        :\ 
Onde  dorik  eisere  il  trilineo  AFN,  che  vi  par^gia  AMN  —  FMN , 
uguale  a-j/~~jr»  +-§- /  a: -^  j'^- ^jr.  Bkei  per  le  ooodi- 

zioni    del    problema  dee   pareggiare    \  yc^^    Dunque    sar^   /'   csa 

3 
•—-->-  y  -f-  6  m.  E  quindi  per  riiroparsi  i/uel  punto  N  si  dovrà  dal 

punto  medio  ddla  FA  etepore  unmperpendioùlare  ad  AF  uguale  a  ìm 
e  poi  descrivere  un  cerchio^  che  abbia  per  centro  T  estremo  di  det" 
ta  perpendicolare  ,  e  per  raggio  ia  sua  éistanka  del  verriee  della 
parabola  :  come  1*  ha  praticato  F  ili.  Newton  ^  occultandone  V  ana- 
lisi di  gik  recata. 
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PROPOSIZIONE    LXVL 


TEOREMA. 


/ 


§.  373.  Se  da  un  punto  esistente  ^ fuori  di  una 
parabola'  conducansi  due  tangenti  ad  essa  curva  , 
ed  una  sola  segante  ,  che  non  sia  diametro  j  cote- 
sta  segante  sarà  divisa  armonii^anoiente  dalla  detta 
curva  ,  e  dalla  retta  fra'  contatti*  ' 

Vedi  ia  ifonostrazioiie  della  proposizione  xiy. 
PROPOSIZIONE    LXVU. 

TEOREMA. 

§.  374-  Se  da  qn  punto  esistente  fuori  di  una 
parabola  conducansi  due  tangenti  ad  essa  curva  ,  e 
due  seganti ,  ninna  delle  quali  sìa  diametro  j  ìa  rét- 

*  '  * 

ta,  che  ne  uiiisce  i  contatti  ,  e  le  altre  due  ,  che 
passano  per  le  sezioni  superióri  ,  e  per  le  inferiori 
rispettivamente,  dovranno  segarsi  in  una  stesso  punto. 

§.  375.  Cor.  JE^  la  medesima  retta  fra^  corUaili  dovrà 
passare  per  lo  concorsa  df  queUe  due  tangenti  j  che  condu- 
cansi òlla  cw^a  ne'  punii  segnati  da  una  'di  quelle  seganti . 

•  ■ 
.Vedi  ia  dimc^traziane  delU  proposizt4>ne  xv. 


nliLB  8BZI0M  COmcfiE 


PROPOSIZIONE    LXVIII. 


PROBLEMA. 
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fig'  48. 


§.  376.  Per  un  punto  dato  nello  spazio  para- 
bolico nTAE*  sia  comunque  condottala  corda  Nn, 
ed  a' suoi  estremi  le  due  tangenti  NR  y  nR  j  vuol 
ritrovarsi  il  luogo  del  concorso  di  queste  due  rette, 

SoLuz/  Dal  dato  puntò  P  ,  e  dal  concorso  R  delle  pro- 
poste tangenti  si  tirìna  le  PH ,  RF  parallele  all'  asse  AQ  della 
parabola,  e  la  prima  di  queste  due  rette  incontri  in  H  la 
tangente  verticale  AH  .  Da'  punti  R  ,  F  à  calino  sul  detto  asse 
le  perpendicolari  RS  ,  FÉ  ;  e  la  PH  convenga  coUa  FÉ  in  G  . 
Inoltre  sieno  PH  =6,  AH=À,  PG  ==  x^  GF  =  j,  e  PM  =r  d^, 
Sarà ,  PG  :  GF  ::  PM  :  MN,  pe'  triangoU  simili  PGF,  PMN  , 

cioè  jc:  r  li  où:  MN=;  —  .  E. dovrà  essere  ND=  h »^, 

AD  =6  — <3b .  Ma  per   la  natura   ddla   parabola   ATn  dee*   *  5.  3^1. 
essere  NP*  =  p  X  AD  .  Dunque  ne*  suubou   di  queste  gran- 
dezze ottiensi  un  equazione  ,  che  ordinata  rieletto  ad  o)  ha  la 
seguente  ferma  ^ 


A)*  •+• 


px 


r 


pbx^ 


£  dovrà  essere,  per  quel  che  si  i  detto  altrove—:^- ,  *^     =  x 


cioè 


hr 


p:x=sy  .  . 


•  .  • 


Ciò  posto  y  si  chiamino  z  ,  i^  le  coordinate  RS ,  SA  del 
concorso  R  delle  propone  tangenti  .  Sarà  la  GF  =:  GÈ  -*-  F£ 
jsc;  ^  *—  z  .  E  ,    compiti  i  due  praliclogranimi    ST  ,  SM  ,  si 
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^06 


Tbattito  AffÀunco 


vedrà  esser  TQ=RS  =  z,  AQ  s= 


TQ* 


e  quindi  QS 


=  AQ  —  AS=  --— (;.Ma]a  sottangente 


Dunque  sarà  VG  =  RF  = 


nz' 


^b  +  v 


nz' 


X  il   trinomio  6  +  i' 


2Z^ 


ai^,  eGP=PH— HV— VG 


equazione 


,  e  per  la  j^  il  binomio  A  -—  z 


si  avrà  un'  equazione  ,  in  cui  contraggonsi  molti 
ella  poi  si  riduce  nella  semplicksima  forma  lineare 


.  =  ^(*+.)... 


B 


E  perciò 

%.  377.  Teor.  1.  La  linea  ,  che  passa  pé  concorsi 
delie  divisate  tangenti  ,  è  una  retta  inclinata  alt  asse  della 
parabola  per  un  angolo  ,  la  cui  tangente   trigonometrica 

• 

^  -^  ;  ed  è  b  la  distanza  del  vertice  di  questo  angolo  da 

quello  delia  detta  curva  . 

§.  378.  Teor.  n.  La  Unea  ^  che  passa  pé  punti  medj 
delia  corde  di  una  parabola ,  le  quali  s*  interseghino  in  un 
dato  punto  j  Pè  anche  una  parabola  similmente  posta  colla 
data ,  ed  avente  un  sudduplo  parametro  :  come  può  cono- 
scersi dall'  equazione  A  ridotta  nella  seguente  forma . 

§.  379.  Cor.  Se  quel  dato  punto  ,  in  die  s'intersecano 
le  corde  della  parabola ,  sia  il  fuoco    di'  tal  curva  ,  la    gran* 


^. 
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dezza  b  dÌTerrà  rrPy  hssOy  e  l'equazione  B  darà i/  =  —  --p. 

Onde  potrà  conchiudern  ,  che  :  Dfibbon  sempre  concorrere 
nella  linea  della  sublimUà  della  parabola  due  tangenti 
menate  ad  essa  auva  per  gli  estremi  di  eiasama  corda  , 
che  passi  per  lo  fitoco  . 

A  L  I  TE  R%  -yfg.  49, 

$.  38o.  Sia  Mm  una  qualunque  oorda  di  una  curva  co- 
nica, ed  ella  vi  si  conduca  per  lo  dato  punto  P'.  Le  tangen- 
ti de'  punti  M  ,  m  si  uniscano  in  T  ,  donde  si  tiri  la  TE  pa- 
rallela all'  asse  AB  di  essa  curva  ,  che  supponghiamo  essere 
un'  ellisse  avente  il  centro  in  C  .  E  si  dicano  ^Vyjr  le  coordi- 
nate GN,  MN  del  punto  M;  ^,  <  le  altre  CY,  VT  del  pun- 
to T  :  intendendo  esseme  b  j  h  ^  come  si  è  praticato  altrove, 
quelle  del  dato  punto  P  •  Ed  infine  dicasi  t  la    tangente  trì- 

gonomctrica  dell'  angolo  MTO .  Sarà  *   —  :  —  :  :  e*  :  a* ,  e 

X         t 

c'^oc 

quindi  y^-y:     ^ 

a  t 

Ed  essendo  TO  =c  »  —  x  ,  MO  =  j'  —  e  ,  sarà 

7-— «=£(« — a?) B 

Sicché  eliminando  la  /  dalle  due  equazioni  A  ,  B,  ne  risulte- 
rà ay^  +  c^x"  +  ^'«7*  +  C^si^x  =  o  .   E  sottraendo  quest'  ulti- 
ma equazione  da  quella  dell'ellisse  *  ,  di'  èay  +  c*x'  =sa"c* ,     *  5'  *  fi- 
si avrà  la  sottoposta  equazione  lioeare 

à'tj  +  c^pLx  =  aV* C 

che  appartiensi  ad  una  retta  condottavi  per  M  •  Ma  collo  stes* 
so  metodo  può  dimohtrarsi ,  che  l'  equazione  G  debba   appar* 


J.  5i 
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tenere  ad  una  retta  ,  che  passi  per  lo  punto  m  .  Duncpi'  ella 
sarà  r  equazione  alla  corda  Mm  ^    come  quella    che  ha  i  suoi 
estremi  in  M ,  m .  Ed  una  tal'  equazione  avrà  luogo  per  qua- 
lunque valore  ddUe  variabìti  x^  y . 

Intanto  suppongasi  la  corda  Mm  passare  per  lo  dato  pun- 
to P ,  le  cui  coordinate  sieno  6  ,  A  :  e  poi  nell'  equazione  G 
pongasi  b  per  x  ,  h  per  j  ;  ne  nascerà  quest'altra  equauone 

O'th  +  c'tó  =  a V  .....  D 
che  vi  dinota  il  rapporto  delle  coordinate  del  detto  punto  Pa 
quelle  delle  concorso  T  delle  divisate  tangenti  •  Ma  conducen- 
do per  lo  punto  P  un'  altra  corda  nell'  ellisse,  dee  militarvi  la 
medesima  equazione  D  ,  variandone  le  sole  coordinate  ,  che 
apparteugonsi  al  nuovo  punto  di  concorso  di  esse  tangenti  .  Se 
dunque  nell'  equazione  D  pongansi  le  due  variabili  s^  ,  z  per 
le  costanti  »  ,  6 ,  che  vi  si  ravvisano  ,  1'  emergente  equazione 
*  S-  i4i'    apparterrà  alla  richiesta  locale  •  Ed  ella  sarà,  come   sopra  *, , 

à'hz  +e'tv  =  aV  ,  cioè  z  =  -rrl  -? v\* 

a*h  \  b  J 

%.  38 1.  Nello  stesso  modo  si  risolve  il  problema  per  l'i- 
perbole .  Ma  rispetto  alla  parabola  doVrà  farsi  AN  =  jc  ,  ed 
AV  =  «  .  E  sarà  j-  —  6  =  ^(«N|-a:)    l' equazione   alla    retta 

TM ,  ed  — p  =  tj  quella  della  tangente  in  M  .    Dunque  eli- 

I 
minando  la^  da  queste  due  equazioni  avrassi^'— 6^=— p(flt-f-ar). 

E  ,  se  tolgasi  quest'  ultima  equazione    da  quella    della  paralxH 

la  5  eh' è  j'  =  ;7^  ,  resterà  ly  =— p  {x  —  « )  •  Ciò  premes- 

so  ,  si  ponga  in  quest'  equazione  6  per  ^  ,  A  per  ^  ;  ella   di- 


DBLU  ttCOm  COHMB 
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-£, 


Tcirà  fA  ss— (i 

a  ^ 


01  )  :  e  sarrogandoTi  le  rariabili  i^  ,  je  per 
le  01  ,  f  ,  si  avrà ,  come  sùpca  (1)  . 

-V) E 


5.  38a.  SooL.  Volendo  ad  istrmioiie  de*  giovanetti  spin* 
ger  pia  ohre  ijuesl'  argomento  ,  io  passo  a  risolvere   un  pro- 
blema I  die  panni  da  altri  non  risohiio .  Ed  è  di  :  RUrware 
il  luogo  del  concono  di  due  tangenti  condotte  ad  una  cur- 
pa  conica ,  per  ^  estremi  di  una  qualunque  sua  corda  , 
che  tocchi  uri  altra  curva  data .  Per  chiarezza  di  sohizicMie 
io  (fa   simplifioo  i    dati   dd  problema  j   supponendo  la  pri- 
ma di  queste  dne  cnrve  essere  nn'  dliase  ^  i  cui  semiassi  sie» 
no ,  come  si  è  convenuto  sin  dal  principia  ^  a ,  e  ;  e   V  altra 
un  cerdiio  del  n^gìo  r ,  ed  avente  il  medesimo  centro  ddl'  d- 
lisse  •  Inoltre  sL  rhìamiw  i^,  z  le  coordinate  GY ,  VT*  di  qud  *j!g.  49. 
punto  di  concorso ,  ed  ^ ,  j^  queOe  altre  dd   contatto  ddla 
detta  corda  col   dato  cerdiio ,  cioè  le  GK ,  KP .  Dovrà  *  in 
td  punto  aver  luc^  la  seguente  equazione  a*zjr  +  cVx  =s  a'c*, 
ovvero  quest' altra  a^zyj  {r"  —  J:' )  +  cVx  =  aV,  ponendo- 
vi ^^  ^*  —  X*  )  per  /  .  E  liberando  da'  radicali   quest'  ultima 
equazione ,  e  poi  ordinandola  rispetto  ad  ce ,  si  avrà 

aaVi^  ,    a^c^ 


S,  38o. 


a*zV 


x^ 


a^z^  +  c^v' 


n  V  +  e  V 


A 


(i)  L*  equatióne  E ,  e  T  dura  B  del  $•  376.  sono  le  medesime  j 
anoorchè  in  quella  si  ravvisi  +  «^ ,  e  —  «^  in  qncst'  altra  :  imperoc- 
ché in  queste  dne  ricerche  si  sono  prese  le  ascisse  p  a'parti  opposte. 
Intanto  h  presente  sohuione  dd  problema  si  è  istituiu  sen«a  dipen- 
dere  dalla  locale  de'  ponti  med j  delle  corde  condotte  in  esse  cur- 
ve per  aa*dato  palilo, 

J17 


Or  nel  contatto  di  quella  corda  col  proposto  ceicLio  sì  debbo- 
*  5.  3i^  no  eguagliare  le  due  radici  dell* equazione  A*,  ch'è  di  secon- 
do grado  •  Dunque  il  quadrato  della  metà  del  coefficiente  del 
secondo  termine  dovrà  par^giame  il  terzo.  Oode  riducendo  que- 
ste grandezze  ugnali  si  otterrà 

'=7— 7!  "■  =  ?(--'■■)■ 

Cioè  a  dire  :  La  ricJuesia  locale  è  uri  ellisse  y  die  ha    per 

semiasse  maggiore  la  terza  propormnale  dopo  le  grande Sn 
ze  r  ^  a  ;  e  per  minore  F  altra  terza  proporzionale  in  or- 
dine  ad  r^  e  .  E  qui  ben  sL  vede  essere  sparita  dall'  equa- 
zione À  la  variabile  x ,  che  in  altre  ànnglianti  ricerche  avrcb- 
bcsi  dovuta  con  qualche  stento  dall'  analista  eliminare  .  Ma  un 
altro  problèma  di  questo  pia  impcnrtantc  dovrà  fregiare  siffatte 
disquisizioni  sulle  tangenti  • 

PROPOSIZIONE    LXIX. 

P   R  O   B   L  S  M   À. 

4 

fS'  5o.  g^   383.  Data  la  parabola  MAm*,  ritrovare  il 

luogo  del  concorso  T  delle  tangenti  TMT,  T/n  di 
essa  curva,  le  quali  contengano  un  angolo  uguale  al 
dato  KGH. 

SoLVz.  Quest'  angolo  per  comodità  della  soluzione  inten- 
dasi costituito  all'  estremo  G  dell'  ordinata  GH  deUa  parabo- 
la ,  condottavi  per  lo  fuoco  F  ;  e  '1  suo  lato  GK   incontri    in 

_     « 

K  la  HK  parallda  all'  asse  .  Onde  sarà  data  la  HK  .  Dal  pun- 
to T  sì  meni  la  TO   parallela  al  detto  asse.,  ed    essa  iucon-^ 
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tri  in  0  la  semiordinata  per  lo  contatto  M  •  E  Fordinata  GH 
si  distenda  ,  sinché  incontri  la  KL  perpendicolare  alla  GK. 

Ciò  posto  ,  si  chiami  p  il  parametro  principale  della  pa- 
rabola ,  o  la  GH ,  e  si  ponga  HK  =  b  ,  TO  s=  VN  =  x  , 
TV  :=  z,  AV  =  (^  ;  e  queste  due  ultime  variabili  sieno  le  coor- 
dinate del  punto  T  .  Inoltre  la  tangente  trigonometrica  dell'  an- 
golo MTO  sia  uguale  a  t ,    e  quella   di  KGH  =   —  •  Sarà 

AN=x  — v,  M(>t=:ix  ,  e  quindi  MNs=MO+ON=tó+s. 
E  dovendo  essere  MN*  =  p  X  AN  ,  per  la  natura  delle  para- 
bo  la  ,  si  avrà  ne'  simboli  di  queste  grandezze  la  seguente  equa- 
2Ìone  Vx'-^-aztx  +  z*  =  px  '-^ps^  ,  che  ordinata  rispetto  ad 
X   trasformasi  in  quest'  altra 

^'  T  — '^T* —  ^  +  '  ■   ,■     =  o  •    •   .    .     A 

Ma  a  cagione  della  tangente  MT  sono  eguali  le  due  radici  delT 
equazione    A  ,  eh'  è   di  secondo  grado  :  dunque   dovrà    essere^ 

j  . T"^)  =  ■     ,■     «  E  rìduceiCLdo  quest'ultima  equazione  , 

e  poi  ordinandola  rispetto  a  t ,  se  uè  otterrà  quest'  altra , 


9t 

V 


^£=0  .  .  ;  . 


4^ 


^  +Tr  V(^'  +P^)j  €■ 


l^y^{z^^p9) 


le  cui  i*adici  sono 

1 

sì;      '     2V      '  "  '    '      '   '  2$ 

e  la  prima  di  esse  è  vera  ,  dinotando  la  tangente    trigonome- 
trica dell'  angolo  MTO  y  e  V  altra  ,  eh'  è  falsa  ,  esprime  quella 
dell'angolo  ipTO  ,  eh' è  negativo*  Ma  da' principj  della   Tri- 
gonometria  analitica   ,    è  noto   esser   tang.  (  9  +  ^  )    uguale 


^ 
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Sy   ^V 


a 


tang.  f  +  tang.^ 


.  Dunque  pd  problema  presente  à  avrà 


2. 

4i^ 


=  2k— i^  ;  onde  liberando  quest'equazione  da  radici , 


Z 


ed  ordinandola  riletto  a  z,  si  avrà  finalmente 

p-  V  a  -  T^ 

eh'  è  un*  equazione  all'  iperbole ,  e  ponlbrme  a  quella ,  che  il 
March,  de  F  Hopital  rinvenne  per  altre  vie ,  e  con  giudiziose 
geometriche  [Nreparazioni . 

Coffrauz.  Dal  punto  R  della  sublimità  ddla  parabola,  ed 
io  sull'  asse  prodotto,  Y^^^^^  ^  ^^  quarta  propiraonale  in 
ordine  alle  tre  rett^  LH ,  HG  ,  GF ,  sarà  C  i|  centro  di  co- 
testa  iperbole ,  e  '1  nioco  F  della  parabola  sarà  V  un  de'  fuochi 
di  essa  curva .  E  1  semiasse  principale  dovrà  esser  benanche 
una  quarta  proporzionale  in  ordine  alle  tre  rette  LH  ,  HG  , 
Gì .  Ond'  ella  potrà  descrìversi*  agevofanente  • 

§.  384*  Cor.  i.  La  convessità  delt  iperbole  BST  sa- 
rà  il  luogo  de  vertici  di  quegli  angoli  acuti ,  di  cui  ciascun 
no  è  uguale  al  dato  KGH  ;  ed  i  suoi  lati  sono  tangenti  del- 
la parabola  MAm:  laddove  il  concavo  detT  altra  iperbole 
bad  è  un  simil  luogo  degli  angoli  ottusi  uguali  al  conse- 
guente del  detto  angolo  KGH . 

%.  385.  Cor.  ii.  £  si  conoscerà  dal  calcob  quassù  di- 
steso,  che  l'asse  conjugato  di  queste  iperboli  stiane  al  prìocì- 
pale ,  come  la  tangente  dell'  angolo  dato  al  raggio  •  E  da  un 
tal  rapporto  ,  e  dall'  espressioni  di  TV'  ,  e  di  CV'  --  CS' 
potrà  verificarsi  T  addotta  costrjizione  • 


-  ^  ì 
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$.  386«  Ga.  m.  Supponendo  esser  netto  il  dato,  angob 
KGH ,  dovrà  &rsi  infinita  la  retta  KH ,  o  la  £> ,  che  la,  rap- 
presenta  .  E  perciò  nell'  equazione  G  doVrù  rimanervi  que'  so- 
li termini,  die  rìtrovansi  moltiplicati  pei>  ^^  ;  essendo ' gli  alttri 
disprguuJiib  rispettò  ad  essi  •  Cioè  in  tal  caso  V  equazione  C 
drenerà  in  quesf  ahra 


v*  —  —  PV  + 


i6/ 


1 

die  ridotta  à  ofire  la   i^  s?  -r  P* 

'  4 

$.387.  Cm.  rv.  e  di  qui  si  raccoglie,  che  :  /  veriici de- 
gli angoli  retHj  i  cui  lati  sieno  tangenti  di  una  parabola  da- 
ta ,  debbon  giacere  nella  linea  di  subUmùà  di  essa  curva  • 

A  L  I  T  È  R 

5-  388.  La  tangente  MT  ddla  parabola  MAm  si  pro- 
lunghi I  finché  incontri  in  D  l' asse  di  tal  curva  ;  e  condottavi 
per  M  la  oormale  MP ,  si  ponga  la  DV  =  x,  e  vi  rimangan 
salde  le  altre  indicazioni  quassù  proposte  •  Sarà*  V  ascissa  AN  = 
AD  =  AV  4.  VD  ts:y  ^x\  e  quindi*  là  semiordìnata  NM  = 
y  ( /w  +  por  ) .  Ma  pe'  triangoli  simili  MNP,  TVI)  sta  NP  : 

NM::TV:  VD,  doè~p:V(/v  +  pap)::«!a?,  ovvero 
r,  ,^1 

-jp  i  9  +  x  11%"  i  x\  Dunque  sarà  Y^'  =  »'  i'  +  z* or  ; 
ed  ordinando  rispetto  ad  x  siffatta  equazione,  avren^o  quest'altra 


x* 


4z- 


le  cui  radici  sono 


P 


•      •'     f 


.  A 


p  p  •    r      /  #  p 


2Z 


V(2*+JW) 
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é  yidi^gìon^  dinotare  la  due! ntteiVD,'-:  V^t  TiKspetttyaineute  . 

-.!.  :     !    -,     :\  TV     ';'TY-   ••     ,      •       i  V     ^     .     ^    ,x,  •  ,. 
Ma  le  frazioni  rTST  .  .  ■  >y,^  soao  le  tangenti  degC  angoH  TDv, 

-  .-.    ..:;■  ; .     ...     wD  :  ■•  •  Ve         .        *    .    •    ,      -  •'  ''  I 

!TSy  l .  Diin(|eie'  cpfeste  »taDgeiiti;dbvmnBD  avere  i  :^ueuti .  valoèii 


-  »       %     1^ 
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Or  suppongasi  esaere  ±  ;-*  la  t^ngente^  dfl  ìiata  angolo  MT  m , 

che  per  la  natura  del  triangolo  '^DS  dee  pareggiare  i  due  an- 
goti  interni,  ed  opposti  TD$  ',  IJJD  :  e  poi  dalle  divisate  taii- 
^enti  degE  angoli  TDV  ^  T^Y  si  rith)^  1»  taag^^te  della  loro 


'1  '        •    .      •      >.         .       ►' 


'   '      h  • 

somma  ,  ed  Un  tal  risùltamehto  facciasi  uguale  a  db  —  ;  s' incon- 

trerà  per  quest'  altra  f  ia  j  d^'  ^  |mù  ,  agevole  della  primiera  ,  la 
medesima  equazipne  C.     .,  , 

§.  389.  ScoL.  Lio  stesso  metodo  potrà  impiegarsi  jier  Tel- 
lisse  ,  o  per  F  iperbole  ,  .quando  vi  si  richìeggano  consimili  lo- 
cali.  Queste  curve  però  non  sai anio  del  gènere  dette  coniche  j 
ma  sì  bene  linee' di  quart'  ordine.  Che' anzi  se  piaccia  di  cono- 
scere nella  parabola  qual  sia  quella  curva  ,   che  ì^ien  toccata 
dotte  congiuììgenti  de  contatti  di  due  tangenti ,  le  quali  con- 
tegafp  sempre  un  dato  :  angol<f  acuto  ,  ovsfetx)  ottùso  ;   ella, 
pe'  principi  sparsi  in  questo  Capo  potrà  facilmente  investigarsi . 
Intanto  ^on  mi  s' ìiqputi  k-  difetto  P  essermi  qaì  di$iso  più  y 
die  altrove  ;  poiché  dovendo  esibir  chiaranaente  la  costruzi  one 
Cartesiana  de' problemi  solidi,  proposta  nella  fine  del  §.  i46.  , 
e  volendo  indagar  certe  loctfH  assai  più   difficili   di  quelle ,   di 
che  si  occupò  lodevolmente  il  Viviani ,    non  ho    potuto    esser 
più  breve .  9 

T  * 
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Isk  TEORICA  DBL  FUOCO  DELLA  P4AAB0LA  . 

$.  390.  Molte  proprietà  del  fuoco    della   parabola  ,    che 
tra  ggODsi  di  leggieri  dalla  genesi  di  questa  curva*  ,  o  che  nel- 
le  precedenti  ricerche  io  disvelai ,  meritano  di  essere  ordinata- 
mente qpi  ragunate  y  pesche  siefo  a'  giovani  pia  litenevoli* .  Ed 
in  primo  luogo:  Ogni  ramo  di  questa  curva, è  quofito  la  di- 
stanza del  suo  ^estremo  dalla  lin^d  di  sublSnkà*  •  Ciascùrv 
ramoj  eia  distanza  del  suo  estremqdUTurVifjof^f^^osUip/r-f 
dinata  ali  asse  vi  formano  ifn^;  qqsUj^nUf  Sfmma  . .  E(  su- 
per  a  V  ascissa  corrispondente  alla  ordinata  pel  suo  estre- 
mo ,  per  la  quarta  parte  del  parametro  principale .  E  di- 
v^mndq.  vfi,H(d  ramopprpeì$4ÌP^lw^'^  <wwi  >  dwrik  paj\ 
restare  la   metà  del  detto  parametro  :    etc.  Ala   due  al- 
ti^ proprietà  del  medesimo  soggetto  sai*aniiò  contenute  nei  se- 
guente teorema  » 

PROPOSIZIONE    LXX. 


*. 
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§.391.  Ciascun  ramo  dell^ .  parabola  è  quanto  la 
distanza  del  fuoco  di  questa,  curva  dal  concorso  del- 
lasse  con  la  normale y  che  vi  procede  dal  suo  eótremo. 

E  Io  stesso  ramo  dee  uguagliate  la  semiordina- 
ta all'  asse  distesa  pel  suo  estremo  insino  al^a  tan- 
gente ,  che  vi  si  conduce  dal  punto  della  sublimità , 
e  dalla  medesima  parte  di  ^sso  ramo . , 


$.  3n. 
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*Jig'  Si-  ^^^'  ^^'^^   '*  ^  ^^^^  ^^^  ^  ^°^  '^'"^^  ^'^    parabola 

ADN  ,  e  dal  sno  estremo  N  intendansi  condotte  ad  es^a  cur- 
va la  normale  NQ ,  e  la  semiondinata  NM  ali*  asse ,  la  quale 
incontri  in  R  la  tangente  R%v  che  passi  per  lo  punto  K  della 
sublimità  •  E  posta  uguale  a#%  F  ascissa  AM  ,  ed  a  p  il  pa- 


principale  di  tal  curva,  sarà*  la  sunnonnale 


1 

2 


Ma  la  rettaFQ  è  uguakad  FM  +  MQ  =  AM  —  AF  +  MQ 

*5.  390.    ssx —-^p+jf^  =  «+-Tf^-  Edè*  anche  FN  =  ar+-jA^- 

Don^  sarà  FN  ss  FQ. 

Pab.  n.    Tanto  la  retta  FK  ,   che  la  semiordinata   FD 

"^5.  3go.    affasse  AM  è  uguale  ad  — p  *  ;  e  perciò  quelle  sono  uguali   fra 
loro.  Onde pe'trìangoK  simiH  KFD^KMR,  sarà  anche  KMssMR. 


"■'  „  •   1 


,       p  ,  per  essere  uguale  ad  AM  +  AK  . 

4 

Dunque  sarà  ME  =  a?  +  — /?  =  FN  • 

J.  392.  Coa.  In  una  parabola^  se  daltestremo  di  un 
ramo  conducansi  la  tangente ,  e  la  normale  ad  essa  cor- 
sia; la  tangente  dwrà  fare  angoli  uguali  col  detto  ramo^ 
e  óolV  asse  della  parabola  ^  come  può  rilevarsi  da^y^.  3^0, 
e  347'  ^  ^^^^  queste  due  rette  vi  farà  pure  angoli  u^uaU 
la^.Tiornmie  ... 

$.  393.  ScoL.  Dì  qui  si  vede>  come  si  possa  descrivere 
per  ass^nazione  di  ptmti  unfi  parabola ,  di  cui  sia  dato  il  fuo- 
co F,  e.1  vertice  principale  A.  Imperocché  congiunta  la  FA, 
sì  elevi  ad  essa  retta  dal  punto  F  la  perpendicolare  FD  dupla 
di  FA ,  e  nel  suo  estremo  D  fiicciasi'  Y  angolo  semiretto  FDG. 
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Inoltre  le  rette  FA ,  DO  li  prolunghino  al  di  lopra  della 
FD  j  finché  a'  incontrino  in  K ,  ed  elleno  indefinitamente  disten- 
dausi  all'  ingiù .  E  finalmente  condotta ,  ove  ne  piace  j  V  ordi- 
nata MR  nel  trinngob  MKR,  ri  descriva  col  centro  F,  inter- 
vhllo  MR  il  cerch'o;  che  dovrà  segnare  nella  MR  il  pui.lo  N, 
il  quale  ai^iparlJonsi  alla  paraLola  rìiliieàta  . 

PROPOSIZIONE    LXXI. 

T   E    O   R   E    X*A 

§.  394-  Se  ad  un  punto  della  parabola  si  con- 
ducano il  ramo^  e  la  normale  ^  e  poi  dal  pUnto  ove 
la  normale  incontra  V  asse  ,  si  meni  la  perpendico- 
lare al  detto  ramo  ;  la  parte  del  ramo,  ch'ella  ne  tron- 
ca verso  la  curva,  è  quanto  il  semiparametro  principale. 

Dm.  Al  pnnto  N*  della' parabola  ADN  s'intendano  con-    yig.  5i. 
dotti  il  ramo  FN  ,  e  la  normsde  NQ,  che  incontri  l'asse  AM 
in  Q  ;  e  da  Q  si  abbassi  sul  detto  ramo  la  perpendicolare  QB; 

dico  esser  la  NB  =  — p. 

.  Si  ritengano  i  simboli  della  ptoposixione  precedente  ;  sarà"^  "^  iS.ELII. 
FQ' =  FN' +  NQ' —  aFNB  ,  cioè  per  essere  FQ'  =i:FN**,  *  J.  391: 
sarà  3FNB  =  NQ'  :  onde    ne'  loro   simboli    dovrà  essere  *   *  J.  390. 

2  (  '^+  "7/^)NB=/7a*  +7"/^'  J  e  quindi NB=  — p, 

a8 
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PROPOSIZIONE    LXXIL 


PROBLEMA. 


§.  395.  Descrivere  una  curva  conica,  che  ab* 
*/?•  5a.    ijia  il  punto  S*  per  fuoco,   il  parametro  principale 
uguale  ad  L,  e  tocchi  nel  dato  punto  P  la  retta 
RP  data  di  posizione, 

SoLuz.  Nel  punto  P  della  retta  RP  si  formi  l'angolo 
RPH  supplemento  del  dato  angolo  SPR;  e  dal  punto  S  si  ab- 
bassi la  SK  perpendicolare  alla  PH  •  Poi  si  ponga  SP  =  r  , 
L  =  p ,  PK  =  6 ,  e  &cdasi  uguale  ad  x  h  PH ,  che  interce- 
de tra  'I  dato  puntò  P ,  e  f  ass^  della  curva ,  che  qui  suppon-» 
ghiamo  essere  un'  ellisse  ;  p<nciiè  da  quesfa  può  facilmente  0uir-^ 
ne  aUe    filtre   due    curve  coniche   )a  soluzione  •    Ed  essendo 

SP  +  PH  1'  asse  principale  di  tal  curva,  sarà  -jp  (  r  -f-  x  )   il 

quadrato  del  semiasse  secondario  ;  e  quello  dell'  eopeolricità  do^ 

'5^  ijo.  78.\Ta  essere  uguale*  ad— (r-j-:p)* 7P(''  +  '^)*    Esa-? 

4  4 

'>3.  El.  Il.rk  finalmente  SH'  =2(r4-Jc)'-r-p(r4-x).  ìfA  dee  essere* 
SH'  ^SP'  +  PH'-- aPH  X  PK.  Dunque  sarii  M'amboU  di 
queste  rette  r*  +  ^rx  +  ^'  --^  />>*  -^  fwc'  =  r*  +  x*  —  3&p  , 
cioè  arx  ''^px  -^^pr 5=  —  i^hx .  E  quindi 

ar  +  ^b. —  p 

Or  la  precedente  (razione  h  positiva,  negativa,  o  di  un'  infinito 
valore^  secondo  che  il  binomio  2r  +  20  àà  maggiore,  minore ,  p 
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Uguale  atta  grandeuap*  £  perciò  nel  pi 
nica  da  dorersi  descrìvere  sarà  un*  effisse 


j  * 


re  dee  esser  ueuale*  a  —^ :  nel   secondo  caso  ella    *$.  iSo. 

3r*  "1"  3iir 

sarà  nn*  iperbole  ,  che  tieo  per  asse  principale  — = --• 

p  -*—  ar  ■•—  %b 

£  fioalneiite  nel  terzo  caso  la  deU^  cunra  sarà  una  parabola, 
cui  saran  dati  di  posisione  il  fuoco  e  1'  asse  ,  e  di  pan» 
oa  il  parametro  prìnapale  :  ond'eDa  potrà  6cil|ii€0te  esibirli. 
$.  396.  ScoL.  Nel  punto  P  ddla  RP  Atto  l' angola  RPH 
mento  del  dato  RPS ,  e  la  PB  metà  di  L,  si  elevino  da 
punti  B ,  P  le  perpendicolari  BD,  PD  alle  PS,  PR  rispettiva- 
mente ;  e  poi  giungasi  V  incontro  D  di  esse  perpendicolari 
col  dato  punto  S  per  mezzo  ddla  DS .  Questa  retta,  come  può 
raocorsi  dal  $•  891 ,  sarà  Tasse  della  curva  da  descrìversi  :  che 
dovrà  essere  una  parabola,  un'  ellisse,  o  un'  iperbole,  secondo 
che  la  PH  sia  parallela  alla  SDH,  o  pur  siale  convergente,  o  di- 
vergente •  E  questa  geometrica  soluzione  doveasi  qui  rapporta- 
re in  confronto  deD'  analitica  di  già  recata,  per  &r  rilevare  del- 
l' un  metodo ,  e  à^  altro  1'  energia  • 

PROPOSIZIONE    LXXm. 

^  E   O   a  E   M   A  • 

$.  397.  Se  dagli  estremi  di  due  rami  di  una 
parabola  distendaBsi  due  tangenti  ad  essa  curva  j 
la  retta,  che'  unisca  il  fuoco  col  concorso  di  quel- 
le due  tangenti ,  dovrà  dividere  in  parti  uguali  l' an- 
golo compreso  da'  detti  rami . 


Cap.10. 


aao 
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La  dimostrazione  di   questo  teorema  può  congegnarsi  co' 
prindp)  indicati  per  Y  ellisse  nel  $.  167. 

§.  398.  Cor.  Dalla  presente  proposizione,  e  da  ciò,  che 
si  è  dimostrato  ne'  §§.  379  ,  ^  ^87  ,  si  possono  raccorre  le  ve- 
rità seguenti ,  cioè  a  dire .  Le  tangenti  menate  ad  una  pa- 
rabola per  gli  estremi  di  una  corda ,  che  vi  si  distende  per 
lo  fuocó^  si  debbono  incontrare  in  un  punto  detta  linea  del- 
la sublimità  di  tal  curva.  Quivi  debbono  esse  contenere  un 
angolo  retto  .  Ed  oltre  a  ciò  dee  essere  perpendicolare  ad 
essa  corda  la  congiungente  del  fuoco  ,  e  del  concorso 
delle  divisate  tangenti. 
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•      GAPlTOi/a    XI. 

PE'cERCai   OSCOIfATOKI   DfJLLE   CVRVE   COHfCHE  .     . 

I.E>IMA, 

i 

g.  399.  Le  curvature  di  due  cerchi  ineguali  so- 
nò ìnvei-samente  come  i  semidiametri  dì  essi . 

*  ".  .'   .  -    • 

'  DfM.  I  raggi  de' prqpoi^' cerdii  6Ì  '  chiaiolno  A  ,  r;  e 
nèUe  lem  òrconfeMMize  prendàusi  ^  ^due  •  archetti:  infiintesitiii ,  ed  tn 
guali ,  espriitiaido  per  ^  la-faaghezaa  di  cÌMcotio  di  essi  ,  e 
per  cù  ^  ed  f  Ì€  rispettive  loro  saette.  Sarà  diiavoper  le  geo^ 

metriclie  nozioni  (1)  dover  essere  o)  ==  -^  ,   ed  ^  =  -^^  ;  e 

^ìndi  00  :  e  ::  -^  :  ' — ,  Ma  in  due  cerchi. djssuguali  le  saette 

di  due  ardbì  nùniitii,  ed  tiguali'  vi  misutano  Ib  loro  cdhrature; 
la  quat  Qosa  è  chiam  di  per  se  skssa ,  Dunque  sifliltte  eucvalura 
saranno  ^veraaiUente  come  i  n^ggi*  de'  proposti  'corchi  .  ^ 

$..4<>P*  Def.ì  zxsyi.  Un  cerchio»  .chei|iK:o^  una  curva 
dalla  parte  conqair^  di  essa  «  sh  ^à  ^S6^«  m  c^ckio  .[oscular 
tore  ,  ^  optivi  abbia  la  modesima \di  lei  curvatura. 

§.  4oi-  ScoL.  i«  La  peri43ria:di  un  cerchio  ha  da  pertutir. 
to  un'  identica  curvatura:  laddoye  questa  suol  v^iar/e  jue'  di- 
versi punti  di  dascun'  altra  c)irvQ  \  e  d^i  da  .suoi  c^clù  oscn-r 
Ifitori  misurare  .  Così  ^   per  una  comoda  intelligeaa^  di  queste 


(1  )  Se  daff  estremo  del  diametro  di  un  semicerohiOi  $i  tiri  ui^ 
qualunque  corda;  questa  retta  sarli  media  proporzionale  trai  diarae- 
Ho,  e  r  ascissa,  phe  corrisponde  all'  arco  troncatonie  da  essa  corda^  .^8.  £1.  YJ. 
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yìg*  53.  cose,  se  l'arco  M/;i*  di  una 'qttaliiiK|ue  culra  AMD  sia  infini* 
tesimo  ,  e  da'  suoi  estremi  vi  si  conducano  le  noraiali  MG  , 
/7tG,  che  concorrano  in  G;  il  cerchio  descritto  còl  centro  G, 
intervallo  GM  sarà  osculatore  della  curva  in  M  .  E  si  vedrà  pu- 
re ,  die  ndle  curve  coniche  l' osculazione  di  questo  cerchio ,  e  1 
centro  di  esso  dehbau  trovarsi  a  parti  ojqposte  dell'  asse , 

$.  4^3.  DsF.  uxvii.  La  loc^e  de'  centri  de' cerchi  oscu- 
latori di  una  curva  suol  dirà  V  evoluta  di  essa  curva . 

$•  ^oZ.  ScOL.  II.  Quella  locale  (u  detta  evoluta  dal  chia- 
rissimo Ugenio  9  perchè  da.  una  certa  evohmone  praticata  in 
un  filo,  che  le  si  adatti  iieUa. patte. conrefsa ,  ai  pnò  intender 
generata  l'altra  curva  • 

§.  4^4*  ScoL.  III.  Egli  è  chiaro  ^\  per  se  stesso  ,  che 
un  cerchio,  il  quale  tocchi  una  curva  nella  concava  di  lei  par- 

"^  %,  114.     te*  ,  talor  la  seghi  ii^  più  punti .  Ed  h   poi  concj^ibile  , .  che 
senza  cangiarne  il  luogo  del  contatto  si  possa  talmente  accorcia- 
re ,  o  allungare  il  raggio  di  quel  cerchio ,  che  ivi  pur  ne  con- 
corra una  delle  dette  interseziom  .^  Cioè  a  dire,  pu^  tahnente 
adattarsi  un  certo  cerchio  Aella  parte  concava  di  una  data  cur- 
va ,  che  in  im  tal  ccftnJMolattento  ìntendansi  raccolte  tre  inter- 
sezioni di  queste  due  curve  j  o  un'  intersezione ,  ed  uh  contat- 
to •  Or  questo  è  per  appunto  quello^,  die  da'  moderni  geome- 
tri dicesi  osculazione  .  Ne  vale  'il  sentimento  delLeilMìitz  ,  che 
l'osculo  debha  consistere  nella  coincidenza  di  due  contatti, 
o  di  quattro  interseziom  .    Condosiachb  ,  se  dò   fosse*  feero, 
dovrebbesi  conchiud^^  contro   ¥  evidenza  ,    che  niun    cerdiio 
osculatore  di  una  curva  conica  potrebbela  altrove   intersecare  , 
per  non  potersi  aumentare  il  num^t)  quaternario  deUe  interse- 

*5^  36 1.    zioni  di  queste  due  linee  dì  sccond'  ordine  * .  Onde  da  queste 
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ngìott,  o  da  altre  recale  da'  BonouIE  dovrà  kiferirsi ,  che  nel- 
r  osculo  sìensi  riunile  txt  ddle  anzidette  iatersezioiii  (1):  cheyi 
debbano  esser  tre  radici  i^uali  nell'  equazione,  che  siasi  per  ta* 
K  rìtercfae  istituita  :  e  eh*  ella  giusta  i  prìndpj  dell'  Hudden  si 
possa  moltiplicare  due  volte  di  seguito  per  due  qualsivogliano 
aritmetiche  progrenoni ,  come  si  vedrà  praticato  qui  appresso. 

PROPOSIZIONE    LXXIV. 

FROBtBMà.. 

§.  4o5.  Ritrovar  revoluta  della  parabola  AMD*.    *>^«'  s^- 

SoLCi.  Sia  MG  il  raggio  d'osculo  in  un  punto  M  della 
data  parabola  AMD ,  ed  à  11  clàami  r .  Da'  suoi  estremi  M, 
G  à  caBDo  soll'aflK  AG  di  questa  curvale  perpen^colarì  MN, 
CH. .  E  compilo  il  poralkdogniQitno  GN  ,  si  prenda  nel  det- 
to asse  t  afidsBa  AS  uguale  «tta  metà  del  panonetro  principa- 
le ,  che  sì  dinoti  per  p.  Ed  oltre  a  ciò  si  esprimano  per  or,^ 

(1)  L^  illiutre  Giacomo  Bernonlli ,  che  saggiamente  ha  ragionato 
ie^  raggi  d^  osculo  ,  cos\  ne  parla  in  due  luoghi  delle  me  note  sulla 
Xieoaeiria  Ji  Cartesio.  Ccinciden£bus  trihu$  intersectionum  punctisy 
Jjutunan  m,  .a/  vifctdms  parabì>ldm\  ìptàm  hòc  casu  osculari  dtcitw^ 
Mon  tangai ,  $ed  »ecei  ,  E  ciò  eroi  anche  avvertito,  dallo  Scbooten 
p0f.  3^.  Comm*  Caru  .  €he  aaal  quel  geometra  avea  detto  ante« 
rionnente  ,  fieri  emm  pc$£$t ,  m  rmiiui^  tireuti  curpoe  sii  petpen^ 
dietÈlùrii ,  ei  iamtn  dnmhu  hot  taékf  desf^nms  eurpom  non  Éon» 
gai^  sed  ttcH.  Nempe  ti  ewè^tHmdlÈaipni  b^ej^ectioman^  $we  con* 
ta€M  iertàm  tniergectU  ntce$$e^i ,  e/  ii>  tpwd  tftcutum  dicitur ,  ef» 
/teem.  DeHo  stesso  avyisp  è  Gioffanai  BerptmDi,  cai  fanno  eco  gli 
analisti  moderni,  tra'  ^uali  conviei^  rammei^ta^  con  lode  il  faprpiiK^ 
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le  coordinate  AN,  NM  della  paràbola  data  :   e  per  v^z  ìe  SH, 
HG  coordinate  ddb  richiesta  evoluta  •  Sarà  la  sunoonnale  MO  « 

=  ^v ,  l'ascissa  AN  =^  ,  la  SN  =  AN  —  AS  =  ^ Ip , 

c  (juindi  la  QG  =  NH  =  SH  —  SN  =  (/  +  -^p  — -^  .  Ma  per 

lo  Uìangolo  MQG  rettangolo  in  Q  dee'essere  MG"=  QG'+  MQ\ 
Dunque  ne'  simboli  di  queste  rette  avremo  V  equazione 

r'  =  i;-+  —  p^^^^f^^^.JU^z^+2ZJ 
A  P  p  . 

che    ordinata    rispetto    ad  j    riducesi  in  quest'   altra 

Gx)  premesso  ,  T  equazione  A  per  avere  tre  lidid   uguali  (i) 
*  $.  4o4.    può  moltiplicarsi  due  volte  di  seguito*  per  usa  progressione  arit- 
metica .  Ella  dunque   si  moltiplichi  primieramaite  per  4,3 
3,   I  ,  o.  E  la  risultante  equazione,  che  ridotta   neDe  ovvie 
maniere  diviene 

f  —  W  4-  -T-Z^'^^o  .  .  .  .    B 

si  tnohipHchi  per  1'  al(rà  aritmetica  progressione  ,3  ,  2  ,   t     0  ; 
si  otterrà  Zf  —pvz^o^  cioè  3/;a:  —  w  =  o .  E.  quindi 

Zx  =  ì;   .....♦•. C 


'»     ì  4>     «««M  •    .  ' 


lià .  .         »  ^   rr 


-  t..(0  Un' equazione .biq«a|4rati<la ,  che  tbbia  ire  radici  Uguali,  può 
avere  la  seguente  impliciu  foriaa  (y  —  e  ) '-(/y^/)  3=  a  .  Sicché 
eseguendo  le  inaica^  operazioni,  .potrà  paragonarsi  quesf  equazione 
ali; altra  A,, e, dal  c<vi^o|if(Jvdg*  ttf»iai  analoghi  df  esse  potrà  coiio. 
«cersi  il  rapporto  4ejle.  p,,;,;  e  qui^wji  A' eqitazioac  alla  riehiesla  evo. 
Iuta.  Un  tal  metoda  benai|cl»e..Cartesìa«o  ved«8i  praticalo  'da  Giov. 
13ernou]ii  .  ,   .  ,    . 


\^' 
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1  r' 

E  poiché  la  retta  NH  si  è  dimostrata  uguale  ad  v  +  —  ;?  —  *^, 

riponendo  in  questo  trinomio  i  valori  di  già  ritrovati  del  primo  , 

e  del  terzo  termine ,  sarà  la  retta  NH  i=  ao:  +  — p^  e  quindi 

OH  =  NH  —NO  =  %x.  Ma  pe' triangoli  simili  GHO,  MNO  sta 

GH  :  HO  ::  MN  :  NO;  e  ne'loro  simboli  z:  tìzi:  \Jpx  :  —p  , 

ovvero  z  *  :  4^*  ::  px  :  -rp".  Dunque  sarà  a:^  ss   *-—  .  E  per- 

che  Dell'  equazione  C  si  è  ritrovala  x*=  — •  ,  dovrà  essere  (i) 


»      ^7    • 


D 


di'  è  r  equazione  della  richiesta  evoluta . 

*     A  L  I  T  E  R. 

$.  4^*  ^^  ritengano  i  auidt>oli  adottati  qui  sopra.  E  poiché 
dee  essere  GH  :  HO:;MN  :  N0%  pe'triangoU  simili  GHO,  MNO,  *fi^,  53. 

-^^—^  ::jr  :  — p;  sarà   -.^a  — ^j^. 


cioè  2  :  9 


p         -         ZA  a-  -         p 

y^pyy  +  jp'z^o E. 


•;  e  quindi 


(ij  SMo  avessi  potuto  osare  la  frase  de^  moderai  analisti,  avrei 
detto  :  si  differenti!  rispetto  ad  y  V  equazione  E ,  e  poi  dal  maneg- 
gio di  una  tal  derivata ,  e  della  medesima  equazione  E  vi  si  dimi- 
ni la  y  .  Ma  col  metodo ,  di  Hudden  si  è  ottenuto  altrettanto  .  Che 
a  nzi  neìFun  metodo,  e  nell^altro  suppougonsi  costanti  le  p  y  z  y  on- 
de  il  punto  G  ,  concorso  di  due  prossime  normali  della  parabola , 
sark  nella  richiesta  evohita .  Lo  che  intendasi  benanche  peV  la  so- 
luzione del  seguente  problema. 

»9 


« 


aoe  ^     ^_    _  ,    ^ 
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Intanto  si  moltiplichi  V  equazione  E ,  termine  per  termine ,  per 
la  progressione  aritmetica  3,  2,  i  ,  o;  e  quella,  che  n'emer- 
ge ,  cioè  3jr^  —  p^y  =z  o F 

si  sottragga  dalla  primiera  equazione  E .  Si  otterrà  in  tal  modo 

y=-p'z,  edj  =  yip'z. 

E  sostituendo  in  F  i  rispettivi  valori  delle ^%  ed  j^  dovrà  essere 

3  ^ 

E  finalmeute  si  avrà ,  come  in  D . 

-— ■  »j5*  =  (^'    .    .    .    .    G  . 
IO  ' 

$.  4^7-  Cor.  L'evoluta  della  parabola  conica  AMD  è  la 
parabola  Neiliana  SGR  ,  ove  i  cubi  delle  ordinate  (  i  )  son  pro- 
porzionali a'  quadrati  delle  loro  ascisse ,  e  '1  suo  parametro  nel 

nostro  caso  è  — ^p  •  Inoltre  quel  punto  ddP  asse  ddla  para- 
bola conica  ,  eh'  è  distante  dal  vertice  per  la  metà  del  para- 
metro di  essa  curva ,  è  il  vertice  della  Neiliana ,  e  quivi  ¥  e 
tangente  1'  asse^  della  parabola  conica  . 

§.  4^8.  ScOL.  1.  Quando  da  un  punto  dato  entro  una  pa- 
rabola vuol  condurlesi  una  normale  ,  sì  dovrà  risolvere  ,  come 

si  è  detto  nel  §.  36g ,  la  seguente  equazione  ^^  -— p(i-— --^) 


(1)  Questa  parabola  cubica  fu  detta  Neiliana^  percbè  Guglielmo 
Neil  acutissimo  giovane  inglese  fa  il  primo  a  rettificarla  . 
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jr  ...  — p'  h=^  o^  ove  ìe  b  j  h  sono  le  coordinate  del  pan- 

lo  dato  •  Se  dunque  vi  si  ponga  i^  per  6  —  — p  ,  e  2  per  A , 

ella  diverrà  jr^  —  psy /?'  z  =  o  .   E  moItipKcandola  per 

la  progressione  o ,  1  ,  a  ,  3  ,  si  avrà  ,  fatte  le  riduzioni , 
j-  =  —  ■ ,  e  quindi  jr*  =  ^^j  ^  .  Intanto  quell'equazione 
cubica  si  moltiplichi  per  la  progressione  retrograda  della  precedente 
cioè  per  3,  a,  1,0;  avremo  Zy  — p\fjr  =  o^  cioè/*  =  —  pt'. 
£  pareggiando  questi  due  valori  della  jr*  j  si  otterrà  ,  fatte  le 

« 

riduzioni ,  \)>^  =  — ^  /?2';  eli* è  la  medesima  equazione  all'evo- 
luta della  parabola  ^  ritrovata  con  questi  altri  &cilissimi  ripi^hi. 
§•  4^*  ScoL.  II.  Ma  ecco  in  qual  maniei^a  dall'evoluzione 
della  parabola  Neiliana    SGR  si  può  concepir    generata    la  pa* 
rabola  conica  AMD  .  Un  filo  flessibile  intendasi  avvolto  alla  con- 
vessità della  parabola  Neiliana  SGR  ,   sicché  un    suo   estremo 
cada  nel  vertice  A  della  parabola  conica   AMD  ,  e  Y  altro    e- 
stremo  R  si  fenm  nel  convesso  della  detta  Neiliana  ,    ovunque 
ciò    accada  •    Di   poi    si    muova  l' estremo  A  di  esso  filo  ver- 
so M ,  ed  in  modo ,  che  svolgendosi  da  questa  curva  il  detto 
filo  y  le  sue  parti  di  già  svolte  restino  mai  sempre  tese  ,    e  ben 
dritte  .  Quel  punto  A  dovrà  in  questa  evoluzione  descrivere  la 
parabola    oonica  AMD  ,  il  cui  vertice    è  il  punto  A  ,  e  1  pa- 
rametro il  duplo  di  AS  .  E  ciò  basti  per  far  concepire  a'  gio- 
vani il  magistero  di  evoluzione  indicato  nel  §.  4^3  ;  e  perchè 
mai  la  locale  de'  centri  de'  cerchi  osculatori  di  una  curva    siasi 
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chiamata  V  evoluta  di  essa  :  poiché  il  problema ,  in  cui  sia  da- 
ta una  curva  ,  e  vi  si  domandi  quella ,  che  si  genera  dalia  sua 
evoluzione ,  è  inori  del  pomerio  di  queste  mie  ricerche  :  ed  altri 
principj  si  dovrebbon  qui  chiarire  per  isnodarlo  con  esattezza  (*) 

PROPOSIZIONE    LXXV. 

PROBLEMA. 

V^-  53-  §.  l{io.  T>3Llo  il  quadrante  ellittico  AMD*,  ri- 

trovare r  equazione  della  sua  evoluta. 

SoLuz.  Praticata  la  costruzione  preliminare  del  }}rec.  pro- 
blema ,  si  chiami  a  il  semiasse  maggicre  AG  del  quadrante  el- 
littico AMD  ,  e  il  minore ,  ed  e  F  eccentricità  di  tal  figura .  I- 
'  noltre  sia  x  V  ascissa  CN  ,  che  corrisponde  alla  semiordinata 
]MN  ;  e  per  v  ^  z  yì  a,  esprimano  le  corrispondenti  coordinate 
CH ,  HG  deU'  evoluta  SGR  di  qud  quadrante  clSttico  .    Sarà 

*  §.  44.      NH  n=  CN  —  CH  1=  a:  —  ^  ,  NO  =  Ìlf.*,HO=NH— NO 

-§.  14.     =j:  — V  — ^=^^^%edMN  =  — V(a*— a:')- Ma 

pc'  triangoUisimili  MNO  ,  GHO  sta  Mt?  :  NO  ::  GH  :  HO  ,  ed 
MN'  :  NO*  ::<5H"  :  HO" ,   eroe  ne'  simboli  di  queUe   rette 

a?  —  X'  :  — _  ::  J5*  :   (  — ; v   )     ....  A 

a  \    «  / 

Dunque  da  questa  analogia  potrem  ritrarre  la  sottoposta  equa- 
zione ,  che  ho  stimato  doveria  ordinare  rispetto  ad  a:  nel  se- 
guente modo 

(*)  Vedi  Ugenio  pan.  HI.  de  fforol.  Oscill. 
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Intanfo   l'equazione  B*  sì  moltijJichi   per  la  progressione    *$.  404. 
aritmetica  4  ,  5 ,  a ,  i ,  o  ,  termine  per  termine .  E  sì  facen- 
do ne  avremo  quest'altra  equazione 

4c<x4_6aVvx'+!ia'(aV+cV~e^)  x'+aa^eWx^o C 

Che  divisa  per  !2  ,  e  poi  sottratta  da  B  ,  ci  darà  per  residuo 

—  e*  a4  +  «•  e*  i^x^  +  a*  e"  px  —  a*v*  =  o. 
Or  questo  residuo,  come  ben  si  vede  (1)  ,  può  dividersi  per 
lo    binomio   e"  x  —  a*  i^  ;   e  '1   quoto  è  a^  v; e*  x'  =  o  . 

e* 
Dunque  sarà         i^  =   — j-  x*  .   .   .   .  D. 

a* 

E  sostituendo  nell'  analogia  A   questo    valore    della  v^  ,  ella  si 
cangerà  nell'  altra 

eh'  è  sgombra  di  quella  variabile ,  e  può  ridursi  nella    seguen- 


à'c'z' 


ì%  equazione  (  a'  — ^  x"  )^  an  j 

o  pure  e  — •  X  C3  "-^\/  -*-^  ...  E 

Ciò  premesso  ,  i  due  valori  della  x' ,  l' uno  tratto  dall'  equazione 
D ,  e  r  altro  dalja  E  ,  si  pareggino  fra  loro  .  Sarà 

a' 
e  quindi 


a' 
e 

.v/. 

e*  a' 
e 

3 

v' 

a.  A 

:/''''.. 

••  -»         ^ 


(1)  Il  binomio  e*  x  ^^  a*  u  è  un  fattore  straniero  di  quest\equa- 
zU.  Imperocché  supponendolo  uguale  a  aero,  ne  verrebbe  1^=3-^   • 
E  con  questo  valore  deHa  y  si  distruggerebbe  l'analogia  proposta  in  A. 


y 
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E  se  r  equazione  F  à  devi  a  cobo ,  si  avrà  finalmente 

e'  =  + 


£  a  c  V 

+  3e  V— 7 


Cloe 


e 


Ch'  è  r  equazione  dell'  evolata  del  quadrante  ellittico  AMD  . 

$•  4^^'  ^^*  ^*  ^  quest'  ultimo  lisultamento  si  rileva  , 
che  V  evoluta  di  un'  ellisse  sia  una  linea  di  sest'  ordine .  la  cui 
equazione  è  dì  pari  dimensioni . 

§.  3i9.  GoB.  n.  Sebbene  cotesta  evoluta  sia  una  linea  di 
un  ordine  più  alto  della  Neiliana  ,  che ,  come  si  è  dimostra- 
to nella  prec.  prop.  ,  dee  esser  1'  evoluta  della  parabola  ;  ella 
nondimeno  potrebbesi  costruire  per  mezzo  di  due  Neiliane  . 
Imperocché  i  due  termini  del  secondo  membro  dell'  equazio- 
ne F  rappresentano  due  semiordìnate  di  due  diverse  parabole 
cubiche  .  Ma  questo  lavoro  può  eseguirsi  da*  giovinetti ,  men- 
tre un'  altro  di  esso  più  generico  ,  ed  elementare  sarà  recato 
nel  seguente  problema  . 

.   ^.  4i3.  Cor.  hi.  Supponendo  la  variabile  z=o  neil'  e- 

e' 
quazione  F  ,    dovrà  risultare   V  altra  i^  =  —   .  E  ne  verrà  la 

a 
e» 
z  =    *—  ,  se  nella  medesima   equazione  si  faccia  la  ì;  z=  o  . 

§.  4^4-  ^^'  'V.  Dunque  la  terza  proporzionale^  che 
si  ritrovi  in  ordine  al  semiasse  maggiore^  ed  air  eccentrici- 
tà delV  ellisse ,  dovrà  dinotare  la  massima  ascissa  delT  e- 
voluta  di  un  quadrante  ellittico  .  Ove  la  massima  ordina^ 
ta  sarà  uri  altra  terza  proporzionale  dopo  il  semiasse  mi- 
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nore ,  e  T  eccentricità  suddetta.  £  queste  due  illazioni  sono 
concordi  a  quelle ,  che  il  diiarissimo  Ugeuio  propose  in  altri 
accenti,  e  senza  dimostrarle    (i). 

§•  4x5.  Cor.  t.  L'evoluta  di  un  quadrante  ellittico  dee 
incontrare  il  semiasse  maggiore  in  un  punto  sottoposto  al  ver- 
tice di  esso  per  la  metà  del  parametro  principale  •  Imperocché 
togliendo  dal  semiasse  maggiore  a  il  valore    della    massima   a- 

e' a' 


scissa  ,  il  quale  si  è  dimostrato  essere  — .  il  residuo  sarà 

a  '  a 

^'  »      * 

=  —  =  — P    •  *$.  i4^7«. 

§.  ^ìQ.  ScoL.  Quest'  evoluta  ;  eh' è  una  curva  della  na- 
tura (3))  meritava  d  essere  convenevolmente  conosciuta  da'  Geo- 
metri ,  e  con  ugual  chiarezza  a'  giovani  conferita  .  Ma  pure , 
eh'  il  crederebbe  !  V  illustre  Ugenio  ,  poiché  ebbe  introdotte  in 
Geometria  Y  evoluzioììi  delle  curve ,  fecesi  a  specular  minuta- 
mente r  evoluta  della  parabola  ,  e  quella  della  cicloide  Galilea- 
na  ;  e  passando  di  volo  per  le  altre  due  curve  coniche,  c'indi-^ 
co  solamente  ,  che  le  loro  evolute  erano  Unee  di  sest'  ordine  , 
e  di  pari  dimensioni  .  Il  sommo  NeA\ton  divinando,  com'io 
m' immagino  ,  i  calcoli  Ugeniani  ,  ed  altri  di  propria  avverten- 
za distendendo ,  ci  avvisò  esser  cotcsta  calcuìazione  assai  invi- 
luppata (3)  senza  più   dire  •    Ed  i  Bernoulii  ,  V  Hopital ,    ed 

(i)  Vedi  prop.  X.  de  Horol.  Oscìllat. 

(a)  Non  essendo  la  nosUa  terra  di  forma  sferica,  ma  una  sforo !• 
de  compressa  ne*  poli  ;  le  direzioni  de^  gravi  ,  che  son  posti  in  uno 
stesso  meridiano  terrestre  ,  non  dovranno  convergere  al  suo  centro  ; 
ma  esser  tangenti  dell'  evoluta  dell'  ellisse  generatrice  di  quel  solido. 

(3)  Cosi  parla  il  sommo  Newton  (  Opuscoli,  de  Seriet.infi  ec): 
$cd  ea  compuMio  (  in  ElUpsi ,  ac  H  jperbojc  )  erit  satis  perplexa. 
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altri  ittustr&torì  di  questa  teorica,  si  ritenner  finanche  dal  con- 
siderarle .  Or  k)  avendo  ricercate  a  tal  uopo  varie  orditure  di 
eliminazioni  (  in  che  consiste  il  priudpal  nodo  del  problema  ) , 
una  ne  rinvenni  assai  agevole  ,  dipendendo  da  due  sole  opera- 
zioni elementari ,  cioè  dalla  sottrazione  di  un  polinomio  da  un 
altro,  e  dalla  divisione  di  un  quadrinomio  per  un  binomio  . 
E  questa  ho  qui  ali'  intelligenza  de'  giovani  adattata  :  e  potrà 
loro  esser  di  guida  nell'  indagar  l' evoluta  dell'  iperbole .  Intan- 
to qui  ne  aggiungo  ,  qual  nuovo  fregio  dell'  argomento  , 
che  r  equazione  della  detta  evoluta,  oltre  ad  esser  di  sesto  gra- 
do,  e  di  pari  dimensioni,  sia  identica  sì  nella  forma  ,  che  nella 
genesi  all'equazione  di  una  certa  <;urva  escogitata  da  Giov.  Ber- 
noulli,  eh'  ò  quella  j  che  vien  continuamente  toccata  da  una 
retta  data  di  grandezza  ,  la  quale  vada  strisciando  co'  suoi  estie- 
mi  ne'  lati  di  un  angob  retto  .  In&tti  clùamando  a  quella  ret- 
ta ,  e  2  un'  ascissa  presa  in  un  di  que'  due  lati  dell'  angolo,  e 
dal  suo  vertice  ,  ed  esprimendone  per  v  la  sua  ordinata  ,  la 
detta  equazione  dovrà  nascere  ,  come  quel  geometra  l' ha  dimostra- 

lo  ,  dallo  sviluppo  dal  seguente  pareggiamento  a  =  V^^*+  V^^*  ? 
che  conformasi  all'  equazione  F  del  $.  precedente  •  [Vedi  Gio: 
Bei*noulli  Oper.s^olJ.  pag.  Sy.^e  voi. III.  pag.  448-  (0*3 


(i)  L^  evoluta  di  questa  curva  Ve  anche  una  linea  dì  sest*  or- 
dine di  pari  dimentioni  :  e  tale  n'è  ancora  la  caustica  circoiare  per 
riflessione^  ed  altre  non  poche.  Ma  la  curva  nata  dair  indicato  mo- 
vimento di  quella  retta  non  solo  è  fornita  di  un'equazione  pa riforme 
alla  nofrtra  evoluta ,  ma  vi  si  deriva  nello  stesso  modo  . 


*    «  » 
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PROPOSIZIONE    LXXVI. 


TEOREMA. 


§.  4'7*  Il  raggio  d'  osculo  in  un  qualunque 
punto  di  una  curva  conica  è  sempre  uguale  al  cubo 
della  corrispondente  normale  diviso  per  lo  quadra- 
to del  semiparametro  principale  *.  '^é-.  53. 

DiM.  Gas.  i.  Nella    parabola  si  è  dimostrato  *  esser    la    »  5.  405. 
retta  OB  uguale  a  ax  .  Dunque  la  NH  ,  o  la  sua  uguale  QG 

dovrà  pareggiare  il  binomio  -^p  +  ax  .  Ma  pe'  triangofi  à- 
miU  MNO  ,  MQG  sta  NO  :  QG  ::  MO  :  MG  ,  o  ne'  simbo. 
U  di  queste  rette  -1  p  :  ±.p+  ^.r  ::\/(pa:+  -i-p*)  :  MG  . 
Dunque  sarà  i  raggio  d'osculo 

MG  =^fjfi£)f  p 

.4P'  

Gas.  m.  Neil'  dlisse   poi   si   è   dimostrato  esser   la  retta 

*'==";^*>«qoin*laNH=x  — t.=^^^Il^.Ma  pe'trian-    »  $•  4»0' 


'•       ^  "^VC"--— >MG=-(a--— ) 


a' 

simboli 


OC        a*  *  a" 


Ed  è  poi  chiaro  da.  per    se  stesso  ,  che    sìa  — 
Dunque  sarà  il  raggio  d'osculo 

MG«fll-_fll.     .....    Q 

e* 

'a"  .30 


«-        » 
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*  §.  4^-      Cioè  quanto  il  cubo  della  normale  (  indicato  dal  numeratore  * 

di  questo  fratto  )  diviso  per  lo  quadrato   del    semiparametro  , 

*  .§.  78.      che  ne  vicn  espresso  dal  denominatore  *   .  Lo  die  più  chiara- 

mente si  osserva  nella  formola  P  della  parabola  . 

Cas.  III.  Una  consìmìi  formola  può  nello  stesso  modo 
ritrovarsi  per  ri|)crbole  :  onde  generalmentd  potremo  concluder- 
ne quello  ,  che  si  è  proposto  nel  teorema  . 

§.  4^3.  Cor.  i.  La  formola  P,  con  porvisi  la  :r  =  o  d&- 

genera  in  quest'  altra  \  ^P  y    ,  eh'  è  quanto  J^p  .    E    se    nella 
formola  Q   vi  }X)rremo  la  jr  =  a ,  ella  dovrà  ridursi  nella  se- 

^'  '  •      cuente^ ,  eh  e  uguale  ad  •^— ^,  aoe  a  — ,  o  ad  ~p     . 

ac  ac  a  2^ 

§.  4 '9-  Cor.    11.  //  raggio  d'osculo^  die    sì  appar- 
tiene ad  un  de'  vertici  principali  dclF  ellisse  ,  o  delP  iperbo- 
le ^  o  a  quello   della  parabola ,    dee  sempre  pareggiare  il 
''§.^o'j4i5,seniipararnetro  principale  della  curva*". 

§.  4^0.  Gorghi.  Ed  i  raggi  d'osculo^  che  corrispon- 
dono  a  diversi  punti  di  una  stessa  curva  conica ,  saranno 
in  triplicata  ragione  delle  normali  corrispondenti . 

PROPOSIZIONE     LXXVII . 

PROBLEMA. 

*/§:•  54.  5.   421.  Data  una  curva  conica  AML  *  y   de- 

scrivere per  assegnazion  di  punti  la  sua  evoluta  . 

SoLu2u  Ad  un  qualunque  punto  M  della  curva  AML  ^  che 
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sìa  una  delle  ti^  curve  coniche  ,  si  tiri  la  normale  MR  ,  cui 
si  elevi  la  perpendicolare  RG  dal  ponto  R ,  ov'  ella  incon- 
tra r  asse  AN  .E  poi  dal  punto  C  ,  eh'  è  il  concorso  della 
detta  perpendicolare  col  ramo  FM  corì*ispondente  a  quel  pun- 
to ^  si  alzi  la  perpendicolare  CE  ad  esso  ramo  ,  la  qual  si  pro- 
tragga ,  sin  che  incontri  in  E  la  detta  normale  .  Dico  il  punto 
E  dover  appartenere  alla   ricliiesta  evoluta  . 

DiM.  Dal  punto  R  si  abbassi  la  RO  perpendicolare  alla 
MF  .  -Saia  ME  :  MG  ;:  MR  :  MO  .    Ma  sta  ME  :   MR  :: 

ME'  :  MG"  ::  MR*  :  MO'  .  Dunque  saia  ME  =--^    ;  cioè 

^  MO' 

MR'  I 

quanto  ;  ,  per  essere  MO  uguale  ad  — p.  Onde  per  la  pro- 

posizione  precedente  il  punto    E   dovrà   appartenere  all'  evoluta 
della  curva  conica  AML. 

5.  4^2,  Cor.  I.  Quantunque  sia  una  linea  di  sest'  ordine 
r  evoluta  di  un'  ellisse  ,  o  di  un'  iperbole  ;  ella  non  pertanto 
può  descriva*si  con  un  semplicissimo  artifizio  elementare  .  Ne 
quindi  dalla  semplicità  della  genesi  di  una  curva  dovrà  dedursi 
quella  dell'  equazione  di  essa  • 

§.  4^3.  Cor.  li.  E  di  qui  potrà  risolvei*si  benanche  con 

prìncipj  elementari  il  seguente    importantissimo  problema  (i)  . 

Descrivere  wia  curva  conica^  che  abbia  il  dato  punto  F  per 

fuoco ,  e  che  tocchi  nel  dato  punto  M  la  retta  MP ,  aven- 


(1)  Il  problema  inverso  delle  forze  ce|itrali  n«lla  vera  ipotesi 
della  gravìtk  dipende  da  questo  geometrico  problema.  Infatti  il  gran 
Xe^vton  riduce  quel  problema  astronomico  al 'sciente  geometrico: 
Nam  datis  umbilico  ,  et  puncto  contactus  ,  et  positione  iangentis  , 
descrivi  potest  scctio  conica ,  quae  curvaturam  datam  ad purictum  ìU 
lud  hàbcbit.  (  Princ,   Math.  Lib,  /.  prop,   i3.  ) 
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cu 


done  qtuvi  una  data  curvatura .  Si  unisca  la  retta  MF 
sì  elevi  dal  dato  punto  M  la  perpendicolare  MR,  che  à  pro- 
tragga in  E  ,  sin  che  diventi  uguale  al  raggio  di  quella  data 
curvatura  •  Di  poi  ^al  punto  E  si  abbassi  la  oetta  EC  perpen* 
dicolare  alla  MF  ,  incontrandola  in  C  ,  e  dal  punto  G  si  me- 
ni r  altra  CR  perpendicolare  alla  ME .  //  punto  R  starà  nel* 
V  asse  detta  richiesta  curva .  E  '1  problema  potrà  risolversi  per 
la  proposizione  lxxii  . 


i 
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CAPITOLO     XII. 

I 

DELLE   DIMENSIONI   DELLE    CURVE   CONICHE  . 

P  A  R  T  E    I. .   , 

Prenozioni  dell'  aroouento  . 

< 

§.  4^4*  ^  metodo  3  cui  mi  sono  attenuto  io  quesf  ope-^ 
ra  ,  m' induce  a  dover  discutere  le  dimensioni  d^  curve  co* 
niche  con  prìntipj  analìtici  elementai*i ,  come  qwssù  mi  è  liu-  ;  < 
scifo  misurarne  le  curvature  .  Qnd'  io  a  tal  fine  ^uì  premetto 
alcuni  Lemmi  geometrici  ,  e  di  poi  propongo  quelle  dimensio- 
ni in  forma  di  teoremi,  che  gioverà  produrli  colla  frase  de'geo- 
metri  anticlii ,  e  poi  colle  formole  analitiche  de'  moderni  ,  Ac- 
ciocché per  Turi  mezzo  s' ingeneri  un  nitor  di  scienza  nell'  argo- 
mento, e  per  T  altro  ci  riesca  facile  il  poterlo  alla  pratica  adat- 
tare ,  o  a  risolver  que'  problemi ,  che  jie  dipendono  • 

L  E  M  M  A    I. 

•  - 

§.  4^5.  Se  le  due  curv^e  AMN*,  AQN  rappor-  ^fs-  ^5. 
tate  al  comune  asse  AP  sieno  tali,  che  le  ordinate 
!N  M ,  NQ  corrispondenti  ad  una  medesima  ascissa 
AN  sieno  sempre  nella  costante  ragione  di  m  ad  n; 
anche  le  dette  aje  AMN,  AQN  dovranno  essere  in 
quella  ragion  costante  di  ni  Sid  n. 

Ed  aggirandosi  le  aje  AMN,  AQN  con  perfet- 
ta rivoluzione  intorno  al  comune  loro  asse  APj  i  so- 
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lidi   generati  da   esse   saranno  in   duplicata    ragione 
di  m  ad  71 ,  cioè  come  m'  ad  n  . 

BiH.  Part.  I*  L'  ascissa  AN  intendasi  divisa  in  un  qua- 
lunque numero  di  particelle  ugìialì-,  ciascuna  delle  quali  si  chia- 
mi (d  ;  e  le  ordinate  ,  che  nella  curva  AMN  corrispondono  ai 
punti  N  ^  p  ^  q  ^  €tc.  deir  indicata  divisione ,  si  esprimano  per 
le  z  ^  z'  ^  z\  etc.  Laddove  queUe  dell'  altra  curva  AQN  si  di- 
notino per  y  t  y  t  y'\  etc.  rièpeltìvamcnte .  Sarà  ,  tome  n*  è 
chiaro,^<rz  :  (»^  ::  z  \ y  ::  m  :  /i.  lE  così  jìm^e  <sùz^\  (xy'v^m  :  ti, 
*ia.  El.  V'.»iS^^  :  (x^y"  t:  m  :  n ,  eie.  Dunque'  dovrà  essei'e  * 

'  (3DZ  +  (»z'+  Qsz"  +  ^^C'  •  ^y  +  <^y  +  ^y"  +  ^tc.  :  :  m  :  n . 

Ma  i  prinu  degP  indicati  rettangoli  terminano  nel!'  aja  cur- 
vilinea AMN  ,  e  gli  altri  uelP  altra  AQN  (*)  .  Dunque  sarà 
AMN:  AQN  \\m\n. 

Part.  ii.  Incitile  i  cerchi,  che  colla  proposta  rivoluzione 
vengonsi  a  generare  dalle  ordinate  NM  ,  NQ  , .  sono  in  dupli- 
cata  ragione  di  queste  rette  ,  cioè  come  m*  ad  /i'  .  E  lo  stes- 
so dee  valere  per  le  altre  delle  già  dette  ordinate .  Dunque  col- 
la guida  delia  precedente  dimostrazione  potremo  benanche  con- 
eluderne  ,  che  il  primo  de'  proposti  solidi  stia  all'  altro  ,  co- 
me /;*'  ad  rC  . 

§.  i^iQ>,  Def.  xxxviii.  Se  da  im  punto  di  una  cuiTa  co- 
nica si  tiri  la  semiordiuata  all'  asse  ,  intorno  al  quale  si  aggiri 
con  perfetta  rivoluzione  il  trilineo  terminato  dalla  detta  semi- 
ordinata  ,  dalla  sua  ascissa  computatavi  dal  vertice  ,  e  dall'  ar- 
co ,  eh'  è  in  mezzo  a  tali  rette  ;  si  chiamerà  Conoide  il  soji- 
do  generato  in  tal  modo .   E  questa  Conoide  si  dirà  ellittica , 

(*)  Vegg.   il  lem.  2.  in  fine  della  Storia  delle  Sezioni  Coniche ^ 
voi.  3,  Corss  di  G^om,  £lcm.  e  Subì,  di  Flauti, 
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iperbolica ,  o  parabolica ,  secondo  che  quella  curva  sia  wn  el- 
lisse ,  uu'  ipeihole ,  o  una  parabola  . 

§.  4^7*  ^B'-  xiLXix.  Una  semiellis^e  terminata  dall' as^ 
maggiore  ,  e  dalla  metà  del  perimetro  di  essa  ^  se  mai  aggi^ 
risi  con  perfetta  rivoluzione  intorno  al  detto  asse;  il  solido, 
die  si  genera^  si  dirà  Sferoide .  E  se  una  semidlissc  termina^ 
ta  dall'  asse  minore ,  e  benanche  'dalla  metà  del  perimetro  si 
aggiri  con  perfetta  rivoluzione  intorno  all'  asse  minore  ,  dovrà 
dirsi  Sferoide  schiacciata ,  o  depressa  il  solido ,  di'  h  genera- 
to in  tal  modo. 

§.  428.  Def.  xl.  Un'  iperbole  ,  che  si  aggiri  con  per- 
fetta rivoluzione  intorno  al  suo  asse  conjugato  y  produce  un  so- 
lido ,  che  suol  dirsi  Cilindroide . 

§.  4^9*  Scox.  L'asse  di  rivoluzione  nella  prima  delle  in- 
dicate Sferoidi  è  1'  asse  maggiore  dell'  diisse  generatrice  di  un 
tal  solido ,  e  nell'  altra  è  il  minore .  E  perchè  quella  confor- 
masi ad  un  uovo ,  e  questa  ad  un'  arancia  ,  la  prima  convene- 
volmente fii  detta  Sferoide^  o  Sferoide  allungata  ,  e  1'  altra 
poi  Sferoide  compressa ,  o  schiacciata.  Ma  conducehdo  neffi- 
perbole  MAK*  1'  ordinata  rettangolare  MK ,  e  compiti  i  parai-  *fig,  56. 
Iclogrammi  NF ,  N/"  dalle  coordinate  de'  punti  M  ,  K  ;  perchè 
mai  chiamasi  cilindroide  il  solido ,  che  nasce  dal  rivolgerne  in- 
tomo all'  asse  eonjugato  FCf  ddla  detta  curva  lo  spazio  misti- 
Imeo  MF/kA?  Questo  soUdo  ha  per  sue  basi  due  cerchi  u- 
guali,  e  paralleh  ,  che  sono  qudU  de'  raggi  FM  ,  fK  ^  ed. e 
cinto  dalla  superficie  cava  generata  dalla  curva  MAK  colla  pro- 
posta rivoluzione  :  onde  per  una  certa  ^conformità  ,  eh'  ei  tie- 
ne  al  cilindro  retto  ,  ha  potuto  denominarsi  Cilindroide  .  Ma 
ecco  alcune  princi|jali  conseguenze  del  proposto  Lèmma  recate 
in  forma  di  teoremi . 
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§.  43o.  Teor.  L^  ellisse  sta  al  cerchio- circojicrittole  ^  co- 
me V  asse  minore  al  maggiore.  Ed  una,  sferoide  sta  alla 
sfera  benanche  ad  essa  drcosctittOA ,  in  duplicata  ragione 
"^Jig*  3.    deW  asse  minore  al  maggiore* . 

Dm.  Il  semiasse  maggiore  della  proposta  ellisse  si  chiami 
a ,  il  minore  e ,  ed  ^  sia  una  qualunque  ascissa  GR  Compu- 
tata  dal  centro  in  sull'  asse .  Sarà  per  l'  ellisse  la  semiordina- 

c 

ta  RP  =  —  V  (  ^'  —  ^^  )  ->  ^  V^^  ^o  cerchio  la  semiordina- 
a 

ta  RM  =  \/  (^  a*  —  a:'  ) .  Ma  da  quest'  espressioni  beri  si  com- 
prende essere  RP  :  RM  ::  e  :  a^  ed  RP'  :  RM*  ::  e*  :  a'  . 
Dunque  per  lo  proposto  Lemma  sarà  vero  iL  teorema  • 

§.  4^1  •  Teor.  Se  le  due  iperboli  AMN,  ARN  abbia- 
no un  medesimo  asse  principale ,  e  dìjffèrenii  assi  conjur 
*jig.  56.  gati  ;  U  trilineo  iperbolico  AMN*  compreso  dalle  due  coor- 
dinate rettangolari  AN,  NM,  e  dall'arco  AM  starà  ad  un 
consimil  trilineo  ARN ,  che  con  quello  abbia  la  medesima 
ascissa  AN  ,  come  V  asse  conjugato  della  prima  iperBole 
alP  asse  conjugato  ddt  altra .  Ed  in  duplicata  ragione  di 
questi  due  assi  saranno  fra  ìoro  le  conoidi  generate  da^det^- 
ti  triUnei  AMN  ,  ARN  . 

DiM.  Si'chianu  a  il  semiasse  principale  dell'una  iperbo* 
le ,  e  dell'altra  ;  e  per  <? ,  7  si  dinotino  i  semiassi  conjugati 
della  iperboli  AMN  ^  ARN  .  Inoltre  sia  a:  la  comune   ascissa 

CN    computata    dal    centro  .  Sarà  MN  =— VC-^' — ^0  >  ed 

a 

R]D{  =:~y  (x'  —  £X').  E    dovrà  stare  MN  :  RN  ::  e  :  r,  ed 

MN'  :  RN  ::  C  :  y^.  Onde  pel  proposto  lenuna  si  conchiude- 
rà il  presente  assunto  . 
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$.  433.  Teor.  Se  le  due  iperboli  ì/fFY* ,  RSZ  si  rap-  *  Jlg.  57. 
portino  ci  medesimi  assintotì  reUangoU  CL ,  CQ ,  ed  in  es- 
se cqnducansi  due  quahinque  ordinate  NMR ,  QPS  ;  sarà 
il  quadrUineo  iperboUoo  NMPQ  alt  altro  NRSQ ,  come  la 
potenza  della  prima  iperbole  alla  potenza  delf  altra  . 

Dm.  Si  ponga  l'ascissa  CN  =  «,  la  potenza  della  prima  del- 
le indicate  iperboli  i^uale  ad-^e',  e  quella  dell'altra  uguale  ad-j6', 


e 


dovrà  *  essere  l' ordinata  NM  ss    —  ,  e  l'altra  NR  =  -—  ;   '  $•  a65. 

e  si  conoscerà  intuitirainente  essare  NM  :  NR  II— e*  :  -— «*  ; 

4         4 

e  da  dò  potremo  conchiuderne  V  assunto  pd  proposto  lemma. 
$•  433*  ^^*  ^^'  ^  "'^  curva  conica,  se  ciascuna  se- 
miordinata rettangolare  si  protragga  oltre  V  asse,  finche  la  par- 
ie prodotta  pareggi  la  normale  corrispondente  ;  questa  nuova 
curva  rapportata  al  detto  asse  si  dirà  scala  delle  normali  del- 
la prima  curva  • 

§.  434*  Scoli.  La  stessa  definizione  potrebbe  convenevole 
mente  adattarsi  ad  altre  curve .  Ma  ho  voluto  qui  restringeiv 
mi  alle, sole  curve  coniche  per  ragion  di  metodo;  e  perdiè  in 
queste  sì  avvera,  che  le  scale  delle  normali  loro  siene  pure  li- 
nee di  secoud'  ordine  ,  come  si  vedrà  né*  seguenti  teoremi  • 

§.  43^ •  Teoh.  La  scala  delle  normali  di  ima  datapa^ 

rabola^  è  una  parabola  di  un  identico  parametro ^  la  qua-- 

le  tiene  il  suo  s^ertìce^  ed  il  fuoco  nel  punio  di  sublimità^  e 

nel  {vertice  della  parabola  data  '  rispettiif amente  . 

Per  la  dimostrazione  di  questo  assunto  vedi  il  $.  332  . 

3i 
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§.  436.  Teor.  La  scala  delle  normali  di  una  data  el- 
lisse è  un  altra  ellisse  ,  che  ha  comune  colla  prima  curila 
il  centro ,  e  Passe  minore ,  e  tien  per  asse  maggiore  la  ter- 
za proporzionale  in  ordine  alla  distanza  de^  fuochi y  ed  al- 
V  asse  maggiore  della  data  ellisse . 

DiM.  Imperocché  chiamando  z  una  semìordinata  [di  que- 
sta scala  delle  normali ,  ed  indicando  nelle  solite  maniere  le 
S.  46-  coordinate  rettangolari  dell' ellisse  datarsi  avrà*  per  la  detta  sca- 
la l'equazione 

« 

che  appartiensi  ad  un'  ellisse ,  che  tiene  il  semiasse   minore  u- 

guale  a  e ,  e  '1  maggiore  uguale  ad  — -  ,  cioè  la  terza  propor- 

zionale  in  ordine  all'  eccentricità  ,  ed  al  semiasse  maggiore  del- 
la data  elUsse.  Onde  l'asse  maggiore  di  quella  scala  delle  nor- 
mali sarà  terza  proporzionale  dopo  la  distanza  de'  fuochi,  e  l'as- 
se maggiore  della  data  ellisse  • 

§.  4^7*  Teor.  La  scala  delle  normali  di  una  data 
iperbole  è  un^  altra  iperbole  ,  che  ha  comune  colla  pri- 
ma curva  il  centro  y  e  Tasse  secondario^  ed  ha  poi  per  asse 
principale  la  terza  proporzionale  in-  ordine  alla  distanza 
de  fuochi  ,  ed  alV  asse  principale  di  quella  data  iperbole  . 

DiM.Quì  potrebbesi  colla  guida  dell'  ellisse  ,  e  col  §.21 5. 
dimostrare  ,  che  sia 

e  vi  si  conchìuderà  nello  stesso  modo  il  presente  assunto. 

§•  43^*  Teor.  La  scala  delle  normali  di  una  data  i- 
perbole  riferita  alt  asse  secondario  è  uri  altra  iperbole  , 
che  ila  comune  colla  prima  curva  il  centro^  e  V  asse  prin- 
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crpale  ,  e  tien  per  asse  secondàrio  la  terza  proporzionale 
in  ordine  atta  distanza  de  fuochi ,  ed  aH  <isse  secondario 
della  data  iperbole  . 

DiM.  La  normale    MD  *  dell'iperbole    AM  ^i  prolunghi    *^g.  36. 
insino  al  semiasse  secondario  GB  .  Ed  abbassate  dal  punto  M 
le  perpendicolari  MN  ,  MS  sugli  assi  conjugati  di  detta  curva, 
si  ponga  CS  =  NM  =  x  ,  MS  =  CN  =^  ,  e  poi  CA  =  a  , 
GB  =  c^  Tecceutrìcità  =  e .  Sarà  ,  pe'  triangoli   simili  DNM  , 


IVISE  ,  DN  :  NM  ::  MS  :  SE  ,  doè—/^  :  xn^-.SE: 

Onde  ,    per    essere   ME"  =  MS"  +  SE*  ,   avrassi   ME'  = 


a^oc 


a"  ,   .        ^      a*x" 


a'c^x' 


+  a* ,  ponendovi  c^  per  a"+  c\ 


Se  dunque  ,  si  chiami  z  la  normale  AIE  ,  si  avrà  per  la  pro- 
posta scala   delle  normali  la  seguente  equazione 

e*  /  c^  \ 

E  da  ciò  può  conchiudersi  l'assunto. 

5.  4^9.  Teor.  La  scala  delle  normali  di  un^  ellisse  rap- 
portata air  asse  minore  è  anchfi  uri  iperbole  ,  die  ha  per 
asse  principale  V  asse  maggiore  dcW  ellisse ,  e  per  asse  se- 
condario la  terza  proporzionale  in  ordine  alla  distanza 
de'Jìiochi  deir  ellisse  ,  ed  alV  asse  minore  . 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  può  &rsi  sulle  orme 
di  quella  del  precedente  .  Ma  non  per  tanto  gioverà  qui  re- 
carla distintamente  .  Per  la  qual  cosa  ad  un  punto  E  dell'  el- 
lisse ALB  *  conducasi  la  normale  Ey ,  che  incontri  in  f  F  asse 
minore  di  tal  curva  ,  ed  ella  si  chiami  z  .  Di  poi  compito  il 
parallelogrammo  EDCH  dalle  coordinate  G(>  ,  D£  di  essa  cur- 


/«-  5- 
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va  ,  à  ponga  CH  =  DE  :=  a: ,  ed  EH  ^ss.y .  Sarà  pe'  trìai^di 
•  S.  44.    amili  EDV,  EH/^,  DV  :  DE  ::  EH  :  H/,  cioè  * 

yjr.xlljr:  H/= 


a' 

Ma  si  sa  dal  §.  73  essere  HE'  =— (e*  —  or);    ed    è   pure 


a 

Ey  =  EH*  +Hy^.  Dunque  ne'  sun]x)li  dì  queste  grandezie 
ayremo  la   seguente  equazione. 

E  ,  riducendo  cotesti  termini  col  porvi  e'  pera' — c\  si  avrà 
quest'altra  equazione  conforme  a  quella  dd  §•  /^38.  cioè 

LEMMA    n. 

*jrg,  55.  5.  44^«  Se  la  figura  curvilinea  AQN  *  si  ag- 

giri con  perfetta  rivoluzione  dintorno  al  suo  asse 
AN  ^  la  superficie  del  solido  ,  che  vi  si  genera  , 
dovrà  stare  alla  corrispondente  aja  ABKN  nella  sca- 
la delle  normali  (i)  ,  come  la  periferia  di  un  cer- 
chio al  suo  raggio. 

Dm.  L'  ascissa  AN  intendasi  divisa  in  un  qualunque  nu- 
mero di  particelle  uguali  Np  ,  pq  ^  ec.  ciascuna    delle  quali 

(i)  I  lati  opposti  AB  y  NK  del  quadrilìneo  mistilinéo  ABKN  pas- 
sano pe*  punti  estremi  ddla  curva  AQ .  Ed  in  cA  consiste  la  corri- 
•spondenu  di  queU^  aja  a  qnesta  curva . 
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si  diiami  »  ;  e  le  ordìiuite  N  Q ,  pR ,  7  S  ,  ec.  della   curva 
AQN  corrispmideiiti  a'  punti  N  ,  p ,  7 ,  ec.  ddlà  divisione  si 
esprimano  per  le  ^  ,  ^ ,  y  ,  ec.  :  laddove   quelle    ddl'  altra 
curva  aKN  si  dinotino  per  le  X^  X\  X"  ec.  rispettivamente  . 
Inoltre  nella   prima  di   queste  due  curve  si  tirino  la   normale 
QP ,  e  la  tangente  QF  dall'  estremo  dell'  ordinata    NQ  ;  e  la 
QF  incontri  in  F  la  prossima   ordinata  ;i  R  •  E  lo    stesso  in- 
tendasi praticato  ne'  punti  R  ,  S ,   ec.  E  poi  si  chiami  e  la  pri- 
ma tangente  QF,  tt  la  seconda  RO,  t'*  la  terza,  ec.  E  finalmente 
si  dinoti  per  *k  la  semicirconferenza  del  cerchio  del   raggio  1. 
Ciò  posto  ,  i  due    triangoli  rettangoli    QFE  ,  PQN  sono 
equiangoli,  per  avere  uguali  i  loro  angoli  acuti   QFE,  PQN  ; 
poiché  ciascuno    di  questi  forma  un    retto  coli'  angolo    EQF  • 
Dunque  sarà  QF  :  FÉ  ::  QP:  QN;  e  ne' loro  simboli  ^  \  cùW 
"^  ''  J  ••  ^'r(X\  ik'Kjr  ;  onde  dovrà  essere  sttcty  =  ixictxìX  .   Ot 
nello  stesso  modo  può  dimostrarsi ,  che  sia  it^t^y  =  ^l'ncsiX'  , 
^ici^y  ^=,  ifcctìX"  \  e  cosi  più  oltre  .  Dunque  sarà     . 
?^  (^7  +  «y  +  «y  +  eie.  )  =  a^o)  (  Jr  +  ^^+  JT'^  +  eie.) 
e  quindi 

3^  («r  +  «'/+  «'y'+  ^^^0  •  «^  +  »  ^'i+  «  A"''+  eie.  2-^:1. 
Ma  ,  jiassando  da  queste  grandezze  a'  loro  limiti ,  ben  si  ve- 
de ,  che  il  primo  termine  dell'  addotta  analogia  debba  dino- 
tare la  superficie  del  solido  generato  dalla  curva  AQN  nel 
proposto  modo  ,  e  che  il  secondo  disegni  1'  aja  ABKN  nella 
scala  delle  normali  dell'  anzidetta  curva  .  Dunque  sarà  la  super- 
ficie del  proposto  solido  a  quella  corrispondente  aja  nella  scala 
delle  normali ,  come  la  periferia  di  un  cercliio  al  suo  raggio  . 
%.  441.  Cor.  1.  L'espressione  dell' aja  ABKN  nella  scala 
ddle  normali  della  cmTa  AQN  si  risolva  ne'  due  laltori  linea- 
ri 4^  9  ^  f  9  ^  T*^  5ii(5no  due  qualunque  funzioni    algebriche  , 
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o  trascendenti  dell'  ascissa  jt,  cioè  dell' AN  ;  e  sì  dinoti  per  ir  :  i 
il  rapporto  della  semicirconferenza  di  un    cerchio    al   suo  rag- 
gio ,  o  deUa  circonferenza    al  diametro  (  il  qual   simbolo   sarà 
^  costantemente  adoperato  qui  innanzi  ) .  Sarà  quella    superGcie 

di  rivoluzione  uguale  a  !2ir  x  ABKN  =  3*  x  4^  ^  • 

§.  44^*  ^^'  ^^-  Qu^^^^lì  ^  superficie  del  proposto 
solido  sarà  uguale  al  cerchio  ,  il  cui  raggio  è  medio  pro^ 
porzionale  tra  le  due  linee  34- ,  e  ^.  Poiché  chiamando  R 
una  tal  media  proporzionale  ,  sarà  quella,  superficie  uguale  aa:i{% 
cioè,  pe'  teoremi  di  Archimede,  quanto  il  cerchio  del  raggio  R. 
*  Jig.  62.  §.'443.  Ck)R.  III.  Le  due  ciure  AQB*,  AVL   rappor- 

tate al  comune  asse  GB  abbiano  sempre  uguali  le  normali  QT, 
YS  corrispondenti  ad  una  comune  loro  ascissa  CN.  Saranno  pure 
uguali  le  superficie  generate  dcC  corrispondenti  archi  AQ  , 
AV,  quando  questi  siensi  risvolti  intorno  a  quel  comune  asse, 

LEMMA     in. 

*/^^-  58.  j.  444.  Se  le  ascisse  AB*,  AC,  AD,  etc.  del- 

la parabola  AFB  sieno  contìnuamente  proporzionali, 
e  poi  dalle  loro  semiordinate  BF ,  CG ,  DH ,  etc. , 
e  dalle  differenze  delle  dette  ascisse  si  compiano  i 
parallelogrammi  BK,  Co,  Dv',  etcr^  anche  questi 
spazj  saranno  continuamente  proporzionali. 

E  lo  stesso  dovrà  dirsi  de'  parallelogrammi  MR , 
NL,  SP,  e/c,  che  si  compiano  nella  parte  ester- 
na della  medesima  parabola. 

DiM.  Le  proposte  ascisse  AB ,  AC ,  AD ,  ec.  si  cliiami- 
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no  jc,  a:' ,  jc",  ec.  ;  le  loro  semiordinate  BF ,  CG  ,  DH ,  ec. 
si  dicano  J' j  J^  y'' ,  ce.  ;  e  per  le  a>,  (ù\  (ù'\  ec.  si  dise- 
gnino le  differenze  successive  delle  dette  ascisse ,  cioè  le   BC  , 
CD  ,  DE  ,  ec.  Sarà  chiaro  *  ,  che  le  <»  ,  <»' ,  <x^'\  ec.  deb-*  19.  El.V. 
bano  essere  proporzionali  allear,  x\  x'\  ec.  ^  o  a' quadrati 
delle  jr  ,  jr'^^  y  ,  ec.  E  per  la  natura    della   parabola    poti*à 
immantinente    dimostrarsi ,    che   anche    le  y  ^  y  ^  y'^  ,  ec. 
sieno  contìnuamente  proporzionali.  Inoltre  sia  9  l'angolo  ABF 
delle  coordinate  dalla  parabola  proposta  :    saranno  i    parallelo- 
grammi BK,  Co,  Dt; ,  ec.  rispettivamente  uguali  alle  seguenti 
grandezze  oaj.sen.^^  (xfy  .sen.^yOt/y^sen.if^  ec.Onde  sarà  BK  : 
Qo\':(xyy.sen.<J^  :  (x^'y.sen.^  V.  oy  '  (»'y  V.  (/*  )  :  {xY  ?    ^^" 
tuendo  alla  ragione  <U  a»  ad  d}""  quella  di  j^  :  (7*0*  ad^^* .  E  Sarà 
pure,    adoperando   un  sìnoil    ragionamento,  Co  :  Dv^  ::  (t*)' : 
(^  y>  e  così  più  innanzi.  Dunque  i  parallelogrammi  BK,  Co, 
Di^ ,  ec.  saranno  in  triplicata  ragione  delle  loro  basi  BF ,  CG , 
DH  ,  ec.  ;  e  quindi  quelli    al  par  di   queste    dovranno  essere 
continuamente  proporzionah  • 

Part.  II.  Qui  sopra  si  è  dimostrato  ,  che  le  semiordina- 
te BF  ,  CG,  DH,  ec.^  o  le  loro  uguali  AM,  AN,  AS,  ec. 
sieno  in  una  continua  proporzione .  Dunque  ,  distendendo  la  di- 
most)*azione  dì  questa  seconda  parte  colla  medesima  guida  del- 
la prima,  potremo  raccorre,  che  i  parallelogrammi  MR ,  NL , 
SP ,  ec.  sieno  pur  essi  come  i  cubi  delle  dette  semiordinate,  e 
con  ciò  continuamente  proporzionali,  al  par  di  queste  rette . 

§.  445  •  ^^^*  '•  Nella  prima  parte  del  presente  Lemma 
ho  dimostrato ,  che  sia  BK  :  Co  :  :  BF'  :  CG'  ;  e  nella  seconda 
che  debba  stere  MR  :  NL  ::  BF'  :  CG'  •  Dunque  sarà  BK  : 
Co  ::  MR  :  NL.;  e  peimutando  BK  :  MR  ::  Co  :  NL  .  Or  si- 
milmente guò  conchiuJersi,  che  stia  Co  :  NL  ::  D^;^  :  SP,  e  co- 
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*ia.  E1.Y.  si  più  oltre.  Quiadi  è  ,  che  potrà  inferirsi*,  che  stia    BK   + 
Co  +  Di^-^etc.  :MR  +  NL  +  SP+ete.  ::BK:MR  (i)  . 

§.  446.  Cor.  ii.  Le  coordinate  AB ,  BF  della  parabola 
proposta  sieno  rettangolari,  e  lo  spazio  parabolico  ABF  si  ag- 
giri con  pofetta  rivoluzione  dintorno  ali*  ascissa  AB,  generando 
una  conoide  paiabolìca.  Potrà  dimostrarsi,  come  si  è  prati- 
cato in  questo  Lemma  ,  che  la  somma  de*  cilindri  iscritti  in 
una  tal  conoide  debba  stare  alla  somma  degli  anelli  cilindrici 
ad  essa  circoscritti ,  come  il  primo  di  que'  cilindri  al  primo 
di  questi  anelli;  cioè  ccoue  il  cilindro  generatovi  dal  rettango-* 
io  BK  all'  anello ,  che  vi  genera  il  rettangolo  RM  coli'  anzidet- 
ta  rivoluzione  • 

§.  447*  Cor.  xii.  Se  le  ascisse  Xj  x\  x^'^  eie.  della 
curva  ABF  sieno  come  le  potenze  n  delle  loro  sennordinate 
y  -1  y  ^  y^ ,  eie*  ,  e  quelle  si  suppongan  pure  continuamente 
proporzionali  ;  i  parallelogrammi ,  che  compionsi  dalie  f^y-^ 
y\  eie.  e  dalle  difièrenze  di  quelle  ascisse ,  saranno  benanche 
in  una  proporzione  continua  :  lo  che  può  dimostrarsi ,  come 
si  è  dianzi  praticato  (2)  • 

,  (i)  Il  teorema ,  onde  rìtraggonsi  le  dimostiazioni  Fermaziane  per 
le  quadrature ,  vien  proposto  dal  sagace  Horslej  nel  seguente  modo. 
Se  te  grandette  a,  b,  e,  d,  etc.  sieno  continuamente  proportioha^ 
li ,  e  ciascuna  di  queste  ragioni  pareggi  q  uella  di  m  ad  n ,  sarà 
la  massima  alla  somma  delle  rimanenti  come  m  ««—  n  :  n  •  E  ciò  vuol 
'  17.  El.  V. intendersi,  quando  la  minima  delle  dette  grandezze  sia evanescenVe'^ . 
Ma  la  quadratura  della  parabola  si  vedrk  qui  appresso  rapportata  con 
altro  torno  di  ragioni ,  e  col  metodo  de'  limiti .     - 

(a)  Le  verità  di  questi  Uè  Lemmi  sono  anche  applicabili -a  cur- 
ve diverse  dalle  coniche:  onde  giustamente  potremo  chiamar  Lemmi 
queste  proposizioni  preliminari. 
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CAPITOLO   XII. 
P  A  R  T  E    n. 


DELLE   DIMENSIONI   DELl'  ELLISSE 


PROPOSIZIONE    LXXVni 


TEOREMA. 


§.  44^*  ^^  chiamisi  a  il  semiasse  maggiore  di 
un'ellisse,  e  il  minore,  ed  esprimendo  per  x^  j-  le 
coordinate  di  un  punto  di  questa  curva,  si    dinoti 

^  ^      CUI  tangente  trigonometrica  sia--^  : 

dico,  che  conducendo  da  quel  punto 'un'  ordinata 
all'  asse,  debba  essere  il  segmento  ellittico  troncato 
da  questa  retta  verso  il  vertice  vicino  della  curva  , 
uguale  alla  differenza  del  rettangolo  delle  dette  coor- 
dinate da  quello  de'  semiassi,  moltiplicato  per  la  ra- 
gione dell'arco  tì  al  raggio. 

.Cioè  a  dire,  se  la  IH*  rappresenti  quella  cor-    "^^e*  ^9- 
da  dell'ellisse  HGD,  dovrà  essere  il  segmento  ellit- 
tico IGH  =  ©ac  —  xy . 


DiM.  La  semiordinata  AI  della  proposta  ellisse  HGD  sta  alla 
corrispondente  semiordinata  AK  del  cerchio  ad  essa  circoscritto* ,    *  5.  ^3^, 

AK 
AC        ex 


come  e  ad  a.  Dunque  sarà  AK  =  -^  ,  ed  -—  =  -^^.  Inol- 
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tre  si  cbiami  0  l' angolo  ACK ,  o  V  arco  del  raggio  i  ,  che  il 
misuri  ;  e  poi  si  faccia  i  :  a  ::  0  :  GK  ;  sarà  GK  =  aOy  il  set- 
tore KCG  dovrà  essere  uguale  ad — a^O  ,  il  triangolo    CAK  ad 

21  •  e  quindi  sarà  il  trilinco  circolare  KAG=KCG — C  AK 

2      e 

*  S.  43o.     =-(ae—^^^  .  Ma  *  sia  CG  :  CD  ::  KAG  :  lAG  , 
cioè  a  :  e  ll  —  fà'O — j    :  lAG  .    Dunque  sarà  il  Irili- 

neo  elliltico  lAG  =  — (  acO  —  ^  )  ,  e  1  segnaonlo  ellittico 

IGH  =  acfl  —  xjr  . 

S-  449-  ^^'  ^^  chiami  o  V  angolo  KCL  complemento  di  fl, 

o  r  angolo  ,  che  abbia  per  tangente  il  fratto — .  Sarà  i  :  a 
:  :  ^  :  KL  =:  a  <p  ;  il  settore  KCL  dovrà  essere  uguale  ad  —  ^'9  ^ 
il  biangolo  K A.C  =  — •  — -  ;  e  quindi  il  quadrifineo  circolare 
LKAC  =  KCL+KAC=-^(a9+^YE  sarà  poi  U  qua- 

drilineo  ellittico  DIAC  =  —(ac^ + x/),  e'I  suo  duplo  sarà  uguale 
ad  ac^  +  xy  ....    A 

PROPOSIZIONE    LXXIX. 

■ 

TEOREMA. 

§.  45o*  Poste  le  medesime  cose   della   propo- 
sizione precedente  ,  X  aja  di  un'  ellisse  è  quantxD  un 
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cerchio  ,  il    cui   il  raggio  sia   medio   proporzionale 
tra  i   semiassi  coiijugati  della  della  curva. 

Ed,  indicando  per  -r  :  i  la  ragione  della  se- 
micirconferenza al  suo  raggio  ,  sarà  la  delta  aja  u- 
guale  a  ^^  .  E  la  sferoide ,  che  vi  si  genera ,  do- 
vra  essere  --irac?*  . 

3 

DiM.  Queste  due  viàìtà  fluiscono  immediatainente  da  quel , 
che  ho  detto  nel  primo  lenwia*,  e  nel  preced.  conjl.  *  ^.  ^3^. 

§.  4^1.  G>R.  Dunque  le  aje  di  due  eUftsì   sono   come 
i  rettangoli  de'  lori  cessi  conjugati. 

PROPOSIZIONE    LXXX. 

TEOREMA. 

J.  4^2 .  Se  col  centro  di  mtl  ellisse,  e  coll'in- 
tervallo  uguale  alla  terza  proporzionale  in  ordine 
all'  eccentricità,  ed  sA  semiasse  maggiore  di  una  tal 
curva  si  descriva  un  arco  circolare  tra  le  tangenti 
menate  ^  vertici  delT ellisse,  e  da  una  stessa  parte j 
la  superficie  della  sferoide  ,  che  vi  si  genera ,  sarà 
uguale  al  cerchio  ,  il  cui  raggio  è  medio  propor- 
zionale trai  semiasse  minore,  e'I  detto  arco  circola- 
re accj^sciuto  dell'intero  asse  minore*.  ^fis-  '>d* 

Cioè,  chiamando  9  quell'arco,  sarà(i)  la  pro- 
posta superficie  uguale  a  *^ +  ^'  V  • 


(1)  L'^eDimciazione  della  prima  parte  dì  questo  teorema  concorda 
con  quella  ,  che  r  UgeBio  i*eco  in  ^Itra  guisa  ,  e  senza  dimosfraMon«  . 
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DiM.  La  semiellisse  ADB  sia  la  generatrice  della  sferoide 

proposta  ;  e  la  scala    delle    sue    iiornoali  ne  sia   T-  altra   ellisse 

*  §.  436.    GDO  ,    che  *  dee  ayei'e  il    medesimo  asse  minore   colla    pri- 

(C 
nùera  curva  ,  e  per  semiasse  maggiore  — ^.  A'  Tarlici  della  se*- 

e 

miellisse  ADB  p.  conducano  le  tanjgenti  AK  ,  BE    verso    una 

medesima    parte  dell'  asse  AB  ,  le  quali    incontrino   in  I  ,  Q 

r  eDisse  GDO,  ed  in  K,  E  la  circonferenza  di  un  cerchio  ad 

essa  circoscritto  :  e  poi  si  chiami  cp  la  metà  dell'  angolo  KCE . 

e*      - 

Sai'à  la  retta  AI  uguale  a  — .  Imperocché  ella  ddvrebbesi  gè- 


9  ^^> 


C  ^  €  X  \ 

§.  4^6.    neralmente  esprimere  *  per  —  y  fa*  —  — ;■  J  ,;  ed    essendo 

in  questo    caso  la  a:  =  a  ,<  il   detto ,  radicale    diverrà    uguale 

e  e" 

a   —  V  (  ^'  —  e")  =  —     .  Ciò  premesso  ,    se    jieila  formola 
a  a 

ac^  -f-  ocy ,  che  si  è  detto  nel  precedente  corollario   dover  di- 


à^ 


notare  il  quadrilineo  ellittico  AIQB ,  si  ponga  —  per  a,  e  per 

e 

le  a:,  j  le  a,   e  — rispettivamente,  sarà  AIQB  =  -»— -4-c\ 
E  per  lo  lemma  ii.  dovià  essere  la   superficie    della   proposta 

S&roide  =  ar  X  AIQB  =  'W^ —  +  2^M  .  E  con    ciò  Ur 

"  S-  442.   guale  al  cerchio  ,  che  ha  per  raggio  la  media  proporzionale^* 

tra    e,  4-  2^?  . 

e 

$.  4^3.  ScoL.  f.  La  dimensione   della  superficie  di  una 

sferoide  schiacciata,    avvegnaché   dipendendo   dalla  quadratura 
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ùdV  ij)ei'boIc ,  o  dalla  rcttiilcazioQe  della  pai*abola  ,  sarà  esibita 
alia  fine  di  questo  Cajx) . 

$•  4^4*  ^OL*  li.  Colla  guida  del  secondo  di  questi  tre 
Lemmi  potreuio  imprendere  quella  geometrica,  ricerca  ,  in  che^ 
si  convci'te  il  &moso  astronomico  problema  dell'  j^naniolia  . 
Cioè  :  Vaia  la  semiellisse  AOB*,  dividerla  in  una  data  ra^  *^g'  60. 
gSone  con  una  retta ,  clie  passi  per  uno  de  suoi  fuochi  F  . 
A  tal  uofx)  si  descriva  il  semic^chio  ÀNB  adi'  asse  maggioi^ 
AB  della  data  curva,,  e  dalla  medesima  \,p.rUt  di  essa  «  E  sup- 
ponendo ,  che  O  sia  il  richiesto  punto  ,  si  meni  sulla  BA 
da  tal  punto  la  perpendicolare  OM  ,  che  inconti'i  in  N  quel 
iciiiicerchio  :  e  poi  si  uniscano  le  rette  FO  ,  FN  ,  e  '1  raggio 
CN  .  Ed  essendo  in  virtù  del  primo  Lemma  il  segmento  ellit- 
ticQ  AMO  al  circolare  AMN,  come  MO  ad  MN,  o  come  1'  as- 
se minore  al  maggiore  di  cotefi^a  'dlisse  :  ed  il  triangolo  FMO 
all'  altro  FWN  anche  come  MO  ad  MN  ,  sarà  il  trilineo  ellit- 
tico FAO  al  circolare  FAN  nella  data  ragione  dell'anse  mino- 
re al  maggiore  .  Onde  dovrà  esser  dato  di  grandezza  il  trilineo 
circolare  FAN  al  par  dell'altro  FAO,  e  potiemo  coinodamen- 
te  suj)porIo  uguale  al  settore  circolare  ACP  .  Ciò  j)osto  ,  sia  il  • 
semiasse  AC  =.i ,  e  1'  eccentricità  FC  =  e  .  E  poi  si  ponga 
r  ignoto  arco  AN  =1 9  ^  il  suo  seno  KM  =  x  ,  e  '1   dato  arco 

AP  =  4"  Saràil^6«.c/rc.ACN=  —9,  il  triang.ì^CF  =  — ex 

3  2 

cl^e«.r/rc.ACP=— +.  Ed  essendo  ACP  =  ACN  +  NCF  ,  saia 

4.=  ({>  -f  ejc  ,   .   .  .  A  . 
Or  sebbene  questo  risullamento,  ed  altiì  che  per  la  simile  inda- 
gine si  sotriiouo  incontrale ,  sieno  semplicissimi  ;  pure  i  più  su- 
blimi analisti  si    sono  seriamente  occupali    a  poterli  ridurre  in 
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usi  comodi  di  Astronomìa  .  Intanto  dsJl'  equazione  A  si  deri  * 
Ta  essere  \  —  9  =  eo:  ,  cioè  \  \  e  \\x  i  \  —  9  .  E  perciò 
il  detto  problema  si  trasforma  in  cpiest'  altro  benanche  transcen- 
dente ,  eh'  è  di  :  Dmdere  V  arco  AP  in  due  partì ,  talché 
V  una  di  esse  stìa  al  seno  delT  altra  ,  come  V  eccentricità 
delT' ellisse  al  semiasse  maggiore  •  £  per  tal  verso  un  no- 
stro geometra  (i)  ha  saputo  con  operazioni  aritmetiche,  e  con 
una  grande,  ed  agevole  approssimazione  esibire  dà^jinomalia 
inedia  di  un  pianeta  la  s^era^  o  la  coequata. 


(1)  Qucftto  geometra  ha  comupicato  agli  editori  de' nostri  Opusco" 
U  mcutmatici  usa  ditsertasìoue  su  tale  argomento  per  faryela  inserire. 
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CAPITOLO  XII. 
PARTE     III.  '     ,      . 

Della,  dimensione  dell'  Iperbole- 

§.  455.  Que' geometri  delP  antichità  rìmota  ,  che  conob* 
Loro  le  due  opere  di  Archimede  della  dimensione  del  cerchio^ 
e  della  quadratura  della  parabola ,  vi  dovettero  comprender 
chiaramente  ,  che  dalla  quadratmti  del  cerchio  discendea  quel- 
la dell'  ellisse  ,  e  die  ogni  spano  parabolico  si  potca  quadmre 
con  geometrica  esaltezza.  Ma  ninno  di  loro,  per  quel,  che  sa[)- 
piamo  ,  tentò  mai  di  quadrar  1'  iperbole  ,  o  non  vi  si  diresse 
col  metodo  de'  Hmiti  ,  e  per  le  proprietà  degli  assintotì  di  es- 
sa :  lo  che  agevolmente  avrebbel  condotto  al  disiato  fine  .  On- 
de  questa  curva,  la  più  sventurata  tra  quelle ,  eh*  ebber  la  ge- 
nesi dal  cono  ,  restò  fino  al  secolo  antìpassato  senza  corredo  di 
quadratura  •  Or  io  ,  dovendo  esibiie  la  dimensione  dell'  iperbo- 
le con  prìncipi  analitici  elementari ,  potrei  valermi  del  metodo 
«^po^to  nella  prpp.  4^  y  ^'^^  seiubra  '  commendevole  ,  e  per  la 
semplicità  ,  che  contiene  ,  e  per  la  luce  ,  che  può  diflbndere 
alle  log-miche  funzioni .  Imperocché  il  valore  dell'  aja  assìnto- 
tìca  ,  che  ivi  vuol  quadrarsi ,  h  di  una  comoda  approssimazio- 
ne .  Egli  h  compreso  tra  due  limiti  assai  stretti  :  ne  quindi  ad 
estimar  Terrore,  eh'  emerge  (i)  da'  termini  omessi,  dovrà  iu- 


(i)  Il  dottissimo  sig.Lagrange  nella  Teorica  delle  funùoni  ana^ 
litiche  $.  53.  ha  detto  saggiamente,  che:  la  perfezione  de"* metodi  di 
approssiììiasione  ,  né*  quali  s*  impiegan  le  serie  ,  non  debbasi  atten" 
dere  dalla  sola  convergenza  di  esse^  ma  dal  potervi  estimar  V  crro^ 
re ,  che  risulta  dai  termini,  omessi .   Or  questa  seconda  indagiqe  suol 
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slituirsi  una  nuoya  calcolazione ,  che  il  più  delle  volte  suol  es- 
serne assai  scabra.  Col  detto  metodo  può  risolversi  agevolmen- 
te il  problema  fondamentale  ddla   costruzione    del  Canone  Ne- 
,  penano,  eh'  è  di  :  computare  il  numero  delle  medie  propor- 

zionali 5  che  si  hanno  ad  intercalare  tra  F  unità  ,  ed  un 
numero  dato  in  una  progressione  geometrica^  la  quale  ab- 
bia  per  suo  denominatore  il  fratto  spurio  i,  ooooooi  -  Che 
anzi  in  esso  metodo  traluce  la  formola  F  ,  che  contiene  il  pro- 
cesso delle  operazioni  Briggiane,  per  la  ricerca  de'Iog-mi  tabu- 
lari 5  e  che  il  sig.  Lagrange  con  ingegnosi  ripieghi  ha  rinve- 
nuta (i).  Ma  pure  malgrado  tutte  queste  cose ,  io  non  impon- 


> 
esser  dura  nelF  applicazione.  Poiché  fr^c[Qenta mente  viene  omessa  da 

queir  istesso  analista ,  che  la  propose  :  cioè    nel    rinvenire  i    log-mi 
de^  numeri  primi  ,  i  seni  dagli  archi ,  gli  archi  da^  seni ,  ec. 

(i)  Il  sagace  Bri gg  stabili  con  operazioni  aritmetiche  equiva- 
lenti alle,  analitiche,  che  qui  sono  indicate,  che  posto  il  modulo  del 
sistema  uguale  ad  A  debba  essere  il  log-mo  tabulare    del  numero  y 

I 

uguale  a iZ :.  (   P^edi  la  theor.  des  fonction,   analyt,  del 

A 

Lagrange  ^.  ^3.)  Or  ponendo  A  =;  i  ,  si  avrk  nel  sistema  Nepe- 
riano il  log-mo  naturale  del  numero  y.  Lo  che  con  altri  facilissi- 
mi ripieghi  adoperati  neir  analisi  della  prop.  ^i  sarebbesi  ottenu- 
to .  Ho  voluto  rapportar  queste  cose  j  poiché  quel  lavorìo  aritme- 
tico praticato,  dal  gran  Nepero  noh  fu  chiaramente  espresso  da  que- 
sto geometra  ,  né  da  altri  sufficientemente  illustrato.  Infatti  il  Mon- 
tucla  dovendo  prefiggere  quelle  aritmetiche  operazioni  elementari  , 
onde  conobbe  il  Nepero  doversi  ritrovare  23o2585o  termini  tra  i  e  io 
in  quella  progressione  geom,elrica  ,  i  cui  primi  termini  sono  i  ,  ed 
1  ,0000001  ,  disse  generalmente  ,  ch^  ei  ciò  rinvenne  per  mezzo  del 
talcolo  ,  Il  sommo  Lagrange  si  espresse  più  determinatamente  col  dire, 
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go  a'  giovani  j  che  per  quadrare  l' iperbole  tra  gli  assintoti  vi 
abbiano  ad  eseguire  quelle  indicate  aritmetiche  operazioni,  che 
dovrebberli  travagliare  immensamente*  Ali  basta  eh'  essi  vi  com- 
prendano il  metodo  di  quadrar  tal  curva  ,  ed  i  vantaggi  ana- 
litici j  che  se  ne  sarebber  conseguiti.  £  poiché  i  log-mi  natu- 
rali si  so^iono  oramai  ottenere  con  metodi  spediti,  e  chiari  ;  e 
gli  possiamo  benanche  coUa  regola  aurea  ritarre  da'  tabulari  :  col 
beneficio  ddle  tavole  log-miche,  e  profittando  de'  travagli  de' lo- 
ro compositori,  potremo  nel  seguente  mpdo  quadrare  1'  iperbo- 
le tra  gli  assintoti  • 

§.  4^6.  Teor.  Conducendo  due  ordinate  in  un*  iperbo- 
le  tra  gli  assintoti^  che  però  sia  parilatera^  lo  spazio  tron^ 
catone  da  quelle  due  rette  sarà  uguale  alla  potenza  della 
medesima  iperbole ,  moUipUcata  pe  7  log-mo  della  ragione 
della  maggiore  di  esse  ordinate  alla  minore  • 

PROPOSIZIONE    LXXXI. 

T  B   O  H  E   M  ▲. 

§•  4^7 •  ^^  ^  ^^  qualunque  punto  di  un'iper- 
bole parilatera  vi  si  tiri  V  ordinata  all'  asse  principa* 
le)  l'aja  del  segmento  iperbolico  troncatone  da  tal  ret* 
ta  sarà  uguale  al  rettangolo  delle  coordinate  corrispon- 

che  a  rinvenirne  il  luogo  ,  che  il  io  occupava  in  quella  serie  bÌ80« 

gnava  cercare  per  le  regole  conosciute  i  termini  successivi  a  que^due 

primi  termini  .  Ed  accorgendosi ,  che   quesf  indagine    avrehbene  co* 

stata  un*  iiDmensìssima  (aliga  ^    soggiunse    altrove  ,  che  una   tal  cosa 

poteasi  ottenere  colle  successile  atraitioni  delie  radici  quadrate  ,  e 

forse  col  metodo  da  me  prescritto  nella  prop.  4^* 
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denti  al  detto  punto ,  meno  il  quadrato  del  semiasse 
moltiplicato  pe  1  logaritmo  della  ragione  dalla  som- 
ma di  esse  coordinate  al  medesimo  semiasse. 
♦/ff.  56.  Cioè,  chiamando  x ,  y  \e  coordinate  CN*,  NM 

del  punto  M  dell'  iperbole  parilatera  KAN ,  ed  a  il 
semiasse  principale  AC ,  sarà  il  segmento  iperbolico 

MAK  =  ^  ^  aM.  (^). 

DiM.  Intendasi  condotto  V  assinloto  CB  al  ramo    iperboli- 
co AM  .  E   quivi  ordinate  le  due  rette  AD ,    MB  ,  V  una  dal 
vertice  principale  di  tal  curva  ,  e  1'  altra'  dal  proposto  punto  M  , 
6i  compia  il  parallelogranamo  CNMF  .  Sarà  jicr  lo  tiiangolo  i- 
soàcele  rettangolo  CFE  (i)  il  cateto  CF  uguale  all'altro  FÉ. 

*  $.  243.    Ed  essendo ,  1  er  la  natura*  di  cotesta  ipeiLolc ,  j'  =  a' —  a'  ; 

e  quindi  x'  — j'  =  a' ,  sarà  x  +/  :  a  ::  a ,  jc  — j .  Ma  le 
grandezze  a^  ed  x  — ^  vi  dinotano  rispettivamente  le  rette  AC, 
ME  ;  e  sta  poi  AC  :  ME  ::  AD  :  MB,  pe'  triangoli  simili  ADC, 
MBE  ,  Dunque  sarà  x  +y  :.a  ::  AD  :  MB .  Ciò  posto,  il  qua- 

*  5.  277.    drilinco  iperbolico  ADBM  ,  o  il  suo  ugual  settore  CAM* ,  è  u- 

guale  alla  potenza  dell'  i]3erbolc  KAM ,  moltiplicata   pe  '1   loga- 

*  §  45G.     ritmo  della  ragione  di  AD  ad  MB*  .   Dunque  sarà  il  settore  i- 

IMjilwlico  CAM  =  —e'  .  1.  {  -p — =-  )  •  E  quindi  U  trilin-o  i- 
peilwlico  MAN  =  CPsM  —  CAM  =  — a^ ye' .  l/^-^)' 

(1)  L'angolo  assintotìco  BCR    dell' iperbole    parilatera    KAM  è 

*  J,   254-     reno*  :   e  1  semiasse  CA  il  divide  per  metà  .  Duncpie  sarV  seraireUo 

r  angolo  FGE  . 
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E  prendendone  i  loro  doppj  con    poni  a*  per  — e'*,  sarà  il    *$.  a6i. 
segmento  iperbolico 

MAK  =  jcjr  —  a\lY±àLL,\ A 

$.  4^^-  Cor.  I.  Il  quadrìlineo  ACFM  nella  parte  ester- 
na della  detta  iperbole  è  uguale  al  rettangolo  NCFM  meno  il  tri- 
linco  iperbolico  MAN.  Dunque  sarà  colesto  quadrìlineo  iperbolico 

ACFM  =-!-(.,;>  +r/M    (J1±L)  )   ...   .13 

§.  4'^9-  Con.  if.   Col   ni<'tlc\>lmo  asfc  j.i:::iip](»  tUl' ij  cr- 
oleb  K  AM ,  e  coli'  asse  conjugato  uguale  a  2C  iateudasi  doscrit- 
ti  r altra  i|)erbole  A/».  Sarà*  il  trilinco  iperbolico  MAN  al  suo    * S-  43i- 
corrispondente  trilinco  mAN  ,  come  a  r  e.  Dunque  dovrà  es- 
ser questo  secondo  trilineo  iperbolico 

„,  AN  =S^(ar  —  a\  ì.±ll^  ).....     C 
2a    \    ^  a       / 

§.  4^-  Cor.  ih.  Nell'iperbole  PAQ*  si  tirino  ovunque  *^^.  pi. 
le  due  corde  parallele  MN  ,  PQ  ;  e  la  retta  GBE  sia  il  dia- 
metro di  queste  due  ordinate*.  Sarà  manifesto  esser  tra  se  u-  *S-  ^a^- 
guali  i  due  trilinei  iperbolici  MBD  ,  NBD ,  non  men  che  gli 
altri  due  PBE ,  QBE  :  onde  dovranno  rimanervi  uguali  i  due 
quadrili  nei  iperbolici  PrMDE ,  QjNDE.  Ma  congiunte  le  rette 
PM,QN  risultano  uguali  i  trapezj  rettilinei  PMDE,  QNDE. Dun- 
que vi  resteranno  uguali  i  due  segmenti  iperbolici  PrM ,  QoN . 

§.  46i.  Cor.  iv.  Da' punti  P,  M,  N,  Q  si  abbassino 
le  perpendicolari  PG ,  MF  ,  NI ,  QH  all'  asse  conjugato  della 
d^tta  iperbole ,  prodotto  quanto  conviensi .  Sarà  chiaro ,  che  i 
due  quadrìlinei  iperbolici  GPrMF ,  HQiNI  abbiano  .la  medesi- 
ma  differenza  de'  due    trapezj  rettilinei  GPMF  ,  HQNI ,  per 
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essere  uguali,  come  V  ho  dimostrato,  le  parti  additìzie  PrM^ 
Q^N  di  que'  due  quadrilinei .  £  perciò  la  difièrenza  de'  due 
quadrilìnei  GPrMF ,  HQ^NI  sarà  quadrabile  al  par  di  quella 
degli  anzidetti  trapezj.  Ed  è  un  paradosso  geometrico,  che  sia 
quadrabile  la  differenza  di  due  spazj  iperbolici  ^  niuno  de* 
quali  è  suscettis^o  di  quadratura  . 

PROPOSIZIONE    LXXXn- 

TEOREMA 

§.  462.  La  conoide  generata  da  un'iperbole  pa- 
rilatera  è  uguale  alla  differenza  del  cono  rettango- 
lo ,  che  tìen  per  asse  1'  ascissa  della  generatrice  di 
quella  conoide  ,  computatavi  dal  centro  ^  e  di  un 
cilindi'o,  che  ha  per  base  il  cerchio  del  semiasse, 
e  per  altezza  la  detta  ascissa  diminuita  di  due  ter- 
zi di  quel  semiasse. 

Cioè  colle  precedenti  denominazioni  una  tal  co- 
noide sarà  uguale  ad-^  x^  —  Cx  —  ^  a^  ^a\ 

E  la  sua  superficie  verrà  espressa  da  quest'  al- 
tra formola  -^ri^y  —  e'  +  — •  1- — 1 

"^Jig.  56.  D«M.  Pìlrt.  I.   Il  tr%ieo  iperbolico   NAM*    col  volgersi 

dintorno  alla  sua  ascissa  AN  generi  la  conoide  proposta  •  E 
r  assintoto  GR  di  tal  curva  incontri  in  O  la  tangente  verti- 
cale AO  ,    ed  in  R  la  semiordinata  CN   prodotta  ,    quanto 
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sia  d'  uopo  •  Inoltre  dal  punto  N  si  tioìichi  ita  qualunque  ele- 
mento Nfi  dalla  detta  ascissa,  e  dal  puuto  A  la  PA  terza  par- 
te del  semiasse  AG  :  e  poi  si  compiano  i  paraliologrammi  Ns , 
Nt;,  NO,  NL.  E  sia  CN  =  NR  =  jc,  MN  =  j  ,  CA  =  a, 
ed  Nn  =  0) .  Sari*  jr*  ssx^  —  a' ,  e  quindi  ^o)/'  =  icmc^  —    *  5.  243.. 
iccccC .  E  ciò  vuol  dire,  che  il  cilindro  nato  dalla  rivoluzione 
del  rettangolo  ^s  intorno  ad  Nn  sia  .uguale  alF  anello  cilindri- 
co ,  che  vi  si  genera  rivolgendo  intomo  ad  AN  il  rettangolo  Qi^ . 
Onde  per  la  teorica  de'  limiti  potremo  concludere,  che  la  conoide 
proposta  sia  uguale  al  solido  generato  dal  volgerne  intorno  ad 
AN  il  triangolo  OQR  .  Or  questo  solido  è  la  differenza  'del  co- 
no rettangolo  ,    che    viea    generato    dal    triaugolo    CNR    ri- 
volto intorno  a  CN ,  e    di  quell'  altro  solido  ,    che  in  una  tal 
rivoluzione  sarebbesi  generato  dal  trapezio  COQN .  Ed  ^  quel 

cono  uguale  ad  — icx^\  e  quest'  altro  solido  vi  pareggia  ^ira^ 
-f-  (  jc  —  a  y^<C  =  (  X  —  —a  )  ra*  •  Dunque  la  proposta  co- 

Doide  sarà  uguale  ad  -^  fcx^ —  (  «^  "^  "o*^  )  ^^*  ' 

Pait.  II.  L'iperbole  GIX  sia  la  scala  delle  normali  del- 

F  iperbole  AM ,  il  cui  semiasse  primario  CG  dee  essere  — 

e 

e  '1  secondario  Cg  =  e  .  Potrà   dimostrarsi ,  come  nell'  ellisse, 

e' 
prop.  80. ,  esser  la  retta   AI  =   — >.  E  per  lo  Cor.  11.  prop. 

preced.    si   vedrà  essere  (1)  il  trilineo   iperbolico  GNX   ugua- 


(1)  Leggansi  il  5.  437  ,  €469. 
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CN  +NX\ 


le  a  -^^=-  (CNXNX  —  CGM. 


CG 

a' 


1  .  Se  dunque 


in  qaest'  e^ressione  porremo  e  per  Cg ,  «d-^^  per  CG  ,  il  del- 

to  trilineo  GNX  sarà  uguale  ad  — •(  xj .1 . ).  E 

e* 

ponendo  in  questa  formola  per  le  x  ^  y\ò  grandezze  a,  e  —  1 

a 

che  sono  i  valori  deUe  coordinate  CA,  AI,  cAe   jKTa'+r', 

si  ayrà  il  trilineo  GAI  =  — (  e" -.  l.-r-  ).  Ed  essendo  io 

spazio  ANXI=GNX — GAI,  dovrà  essere  il  quadrilinco  iperbolu  o 

ANXI  =    ^^('aT  — ^'+4-1. 

uà   V  e         ax  -f  ajr, 

E  per    lo  Lemma  secondo  avremo  la  superficie    della    conoide 

proposta  uguale  a 


leec   / 
a'    V 


xjr—.c'  + 


e  ax 


—  ) 


^.  4^3.  Cor.  La  quadratura  di  un'  iperbole  scalena  ,  e 
la  dimensione  della  conoide,  che  vi  si  genera,    dipendono  dal- 
la quadratura,  e  dalla  cubatura  déll^perbole  parilatera,  come 
sì  è  detto  nel  $.  43i«  E  la  superficie  di  quella    conoide   po- 
trà agevolmente  ottenersi  colla  guida  dell'  analisi  ,  che  ho  re- 
cata nella  seconda  parte  di  questo  teorema  , 
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CAPITOLO  XII. 

PARTE    IV. 

Dimensione  della  parìLbola. 

PROPOSIZIONE    LXXXIII. 

TEOREMA. 

§.  4^4-  ^  ^^  ^^  punto  dì  una  parabola  si  ti- 
ri la  semiordinata  ad  un  qualunque  diametro  di  tal 
curva  ^  il  trilineo  parabolico  compreso  dalle  coordi- 
nate del  detto  punto ,  e  dall'  arco ,  eh'  è  in  mezzo 
ad  esse,  sarà  due  terzi  del  parallelogrammo,  che  com- 

.  piesi  dalle  anzidette  coordinate. 

■    • 

DiM.   Intendasi  praticata  la  medesima  costruzione  del  lem-     *fiS'  ^8. 
ma  terzo  .    E  p<H  si  {)onga    la    semiordinata    BF  =  a  ,   1'  altra 
CG  =/  ,  il  parametro  del  diametro  AB  uguale  a  p  ,  T  ango- 

lo  B  =  t),  e  quindi*  Y  ascissa  AB  =  -—    T  altra    AC  =  -^^ ,  e    *  5.  323. 

P  P 

d — •  Y 
la  BC  c=  — - — ^-:i—  Dovrà    essere    il    pHrallclogrammo  BG  = 

P 
-L(^  a* — yyen.^^  r  altro  NK=^(/i — j)s€n.  9  ,  e  1   rap- 
porto àtWà  prima  alia  seconda  di  queste  due  iigàrè'  sarà  quan- 
to  quello  di  a-^j  ^^  J'y  lo  che  behsi'Vède  siriiplifìcando  un 

tal  rapporto,  o  dividendo  per  —(a — j-)s€n.^  le  grandezze, 
che  il  contengo ao  •  Ciò  po^to,  la  somma  de'  parallelograuimi 
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iscritti    nello  spazio    parabolico  interno   ABF  sta   alla  somma 
degli  altri   iscritti  nello  spazio  estemo  AMF ,  come    il  paral- 
*  S-  44^-    lelo^ammo  BG    all'  altro  NK*  .  Donque  passando  da   queste 
grandezze  a'ioro  limiti,  sarà  lo  spazio  parabolico  intemo  ABF  (1) 
all'esterno    AMF  ,  coinè    a +/  ad^  ,  cioè  come  a  ad  i   . 
Imperocché  svanendo  la  differenza  delle  a  ^  y  ^  diviene  a  +  /* 
:^  ::  2^  :^  ::  2  :  1  .    E   perciò  lo  spazio]  parabolico  interno 
ABF  sarà  due  terzi  del  parallelogrammo  delle  coordinate  AB  ,  BF. 
§.  4^5.  Cor.  Da  un  altro  punto  I  della  parabola  propo- 
sta si  ordini  al  diametro  AB  la  retta  lE  .  Sarà  quadrabile  il 
trìlineo  parabolico    AEI  al  par  dell'  altro  ABF .  IS  quello  do- 
vrà stare  a  questo ,  come  EI'  a  BF^  •  Cioè  qiié  due  trilinéi 
parabolici  saranno  in  triplicata    ragione  deUe  semiordina- 
te ,  su  cui  poggiano  . 


(1)  Per  comprender  Fessenza  di  questa  dimostrasione  convien  ri- 
monure  al  lemma  111,  e  porvi  perle  x  ^  x\  9'*  ,  tic.  i  nspeUiyi 
quadrati  delle  y,  /,  /',  eie.  divisi  perla  ;>.  Ed  in  ul  modo  i  pa- 
rallelogrammi BG  ,    NK   si  troveranno   avere  le  seguenti  espressioni 

j; yen.  9  ,  ed  (y  _y'  )  Z».  sen.(^  , 

e  1  rapporto  di  queste  due  grandezze  si  vedrà  esser  quanto  quello 
*^*  /  +  /  «d  jr .  Ma  per  la  proporzionalità  delle  y  ^  /  ^  /',  eie  il 
detto  rapporto  è  costante  ,  eh'  io  dinota  per  m  :  n.  E  ,  quando  que'ret- 
tangoli  vanno  a  terminar  nella  curva  ,  il  medesimo  rapporto  è  di  1  :  i. 
Dunque  lo  spazio  parabolico  interno  è  duplo  deU'  esterno  .  Intanto  U 
proposto  metodo  non  si  restringe  al  solo  asse  ,  come  altri  suol  fare , 
ma  può  adattarsi  a  qualunque  ^diametro  della  parabola . 


K  -{ 


DEtlt  SEZIONI  COSICHE  265       Cip.  12. 

PROPOSIZIONE    LXXXIV. 

TE    O   R   E    M    A  . 

§•  4^6*  I^^  conoide  parabolica  è  una  metà  del 
cilindro  9  che  abbia  con  tal  solido  la  medesima  ba- 
se, ed  altezza. 

Dm.  Si  supponga  esser  retto  V  angolo  ABF  *  delle  dette  '^jig.  58. 
coordinate ,  e  poi  con  perfetta  rivoluzione    si  aggiri  il  trilineo 
ABF  intorno  ad  AB .  Gli  spazj  cilindrici  generati  con  tal  mo- 
to dal  rettangolo  BG ,  e  dall'  altro  GM  saranno  fra  loro ,  co- 
me (  ^    )  «7'  ,  e  (  ira*  —  *y'  )  —  ,  dinotando  per 

p  il  parametro  principale  deDa  parabola  •  Cioè  saranno  que'  so- 
lidi in  ragion  di  uguaglianza  •  E  quindi  la  conoide  generata  dal 
trilineo  parabolico  ABF  sarà  uguale  *  al  solido    generato    dal-    *  S.  44^- 
lo  spazio  esterno  AMF  •   Onde  quella  dovrà  essere  una  metà 
del  cilindro  ad  essa  circoscritto  . 

PROPOSIZIONE    LXXXV. 

TE   O   a   E   M   À. 

^.  467 •  La  superficie  dell'anzidetta  conoide  è 
quanto  un  cerchio,  il  cui  raggio  è  medio  propor- 
zionale tra  la  terza  parte  del  parametro  principale, 
e  k  differenza  de'  raggi  d'  osculo  ne'  punti  estremi 
della  generatrice   di  una   tal  superficie  (i). 

(1)  L' enuncianone  di  cpxesta  verità,   che  parmi  assai  semplice,  e 
rite&erole  ,  forse  noa  si  e  usata  da  altri  in  tal  rincontro  . 

34     "- 
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Cioè,  poDendo   l'altezza  dì  quel  solido  uguale 
ad  X ,  saia  la  superficie  di  esso  uguale  a 

1 


(ipf±in-,,y 


*^g'  ^^'  l)i^«  1^  parabola  DBK  *  sia  il  luogo  delle  normali  della 

*  S'  435.    proposta  parabola  ÀMN*  ;  e  chiamando  p  il  comune  parametro 

principale  di  queste  due  curve,  pongasi  nella  prima  delle  det- 
te parabole  l' ascissa  AN  =:  a: ,  e  nell'  altra  si  ordinino  da'  pun- 
ti A  ,  N  le  AB  ,  NK  ,  e    la  NA  la    incontri    in  D  .    Sarà 

DA=  ~p,AB  =  ^p,  ND=1^  +  X,  NK  =  V  {p^  +  \P')y 
4  «  4 

*  J.  464.    il  trilineo  *  parabolico  BAD  =  —  BAx  AD  =  r-7  //•  ,    T  al- 

tro KND  =JLkNx1NT)=  I   (  x  +  ip)  V  (p^  +  P'  ) 
=  -5—  fp^  +  iP*  j    •   ^  quindi  il  quadrìlineo  parabolico 
ABKN  =  —-(px  +  \  p^y  —  -r--;  //.  E  finalmente  per  lo  lem- 

Op  3«i^ 

ma  II.  la  superficie  della  conoide   parabolica  generata  dalla  ri- 


voluzione del  trilineo  AMN  intorno  ali*  asse  AN  sarà  uguale  a 


Ala  il  ruggio  4'  osctib ,  che  appartieiisi  al  punto  M  della  jn'o- 

X 

'  S'  417-    Fsta  parabola  AM,  e  *  uguale  a ^-^  V  ^  ^   ^    cioè    al    cubo 

?P' 

della  normale  diviso  per  lo  quadrato  del  semiparMuetro  dell'as- 
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se  :  ed  è  — p  il   raggio  d' osculo   nd  vertice  della   detta  cor* 

va*:  dunque  sarà  vero  il  teorema  nel  concetto  geometrico  ,  e  '^  5-  4i9- 
nelT  altro  analitico  y  co'  quali  V  ho  quassù  esibito. 

$•  ifiA.  Cor.  Di  qui  si  deduce ,  che  :  Le  superficie  di 
due  conoidi  paraboliche  ,  le  cui  curve  generatrici  hanno 
-parametri  uguali ,  debbano  essere^  come  le  rispettive  diffe-^ 
reme  de  raggi  d*  osculo  ne^  punti  estremi  di  esse  generatrici. 

PROPOSIZIONE    LXXXVI. 

T  E   O   B    E    IH   A  . 

§.  4^9  •  Se  da  un  punto  di  una  parabola  con- 
ducasi la  -semiordinata  all'asse  ^  e  poi  si  congiunga 
la  metà  di  questa  retta  col  vertice  di  quella  cur- 
va :  sarà  V  arco  parabolico  terminato  dal  proposto 
punto  y  e  dal  vertice  della  curva  uguale  alla  detta 
congiungente  y  ed  alla  quarta  parte  del  parametro 
moltiplicata  pel  log-mo  della  ragione  deUa  somma 
della  detta  semiordinata ,  e  della  corrispondente  nor<- 
male  alla  smmormale  (i). 

Goè  y  chiamando  y  quella  semiordinata  NM"*  *  fig.  63. 


(i)  Il  sagace  Horsley  chiama  elegantissima  quella  composisio- 
ne  geometrica  ,  che  seppe  ordire  V  acutissimo  Gotes  nel  rettificare  un 
arco  parabolico.  Or  ad  una  tal  composizione  io  mi  sono  ingegnato 
di  conformare  il  tema  del  presente  teorema .  Ove  ben  si  yede  ,  che 
dalla  quadratura  dell'  iperbole  dipende  la  rettificazione  della  parabola. 
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della  parabola  ANS ,  ed  a  il  semiparametro  prmci- 
pale  della  curva ,  sarà  V  arco  parabolico 

DiM.  L'  asse  AM  della  proposta  parabola  ANS  si  pro- 
lunghi oltre  il  vertice  ,  sinché  la  parte  protratta  AC  vi  pa- 
reggi il  semiparametro  principale  di  essa  curva  .  E  poi  , 
centro  C  ,  col  semiasse  principale  AG  si  descriva  V  iperbole 
parilatera'  AQG  .  E  preso  nella  parabola  V  archetto  piccolissi- 
mo Nn  ,  si  tirino  pe'  punti  N  ,  n  le  due  rette  NP  ,  np  pa- 
rallele all'  asse  AM  di  tal  curva  ,  cui  si  tiri  per  N  la  norma- 

*  §.  332.     le  NR.  Sarà,  per  la  natura  della  parabola  ANS  *,  la  normale 

NR  =  V  (7**  +  ^'  )  r  e  per  la    natura    dell*  iperbole    esterna 

*  §.  190.     AQG  dovrà  essere*  la  semiordinata  PQ  =  \/{y*  +  a*) .  Dun- 

que sarà  NR  =  QP.  Ed  essendo  N/i  ;  No  ::  NR  :  MR,  pe'tri-^ 
angoli  simili  NOn  ,  NMR  ,  cioè  N/i  :  Pp  ::  QP  :  AC  ,  sarà 
N/^xAC  =  P/7XQP.  E  ciò  sempre  dimostrandosi,  sarà  l'ar- 
co   parabolico    AN    moltiplicato    pel    semiasse   AC  uguale    al 
^  §.  458.    quadrilineo  ipei-bolico  ACPQ,  che  si  è  qui  sopra  *   dimostrato 

1                       AC*      CH  4-  HO 
uguale  ad  -  CH  X  HQ  + • .  1.  — ^—^  .   Sicché  dividendo 


a  CA 


quest'equazione  per  AC  ,  e  ponendovi  per  le   CH  ,   HQ,  AC 
le  loro  uguali  NR,  NM  ,  MR  ,  sarà  V  arco  parabolico 

1  RN  X  NM       1  ^^^  .   NR  +NM 

^N=  — .  TT^ +  — MR.l.  — ~ —  . 

2  MR  a  MR 

Ciò  premesso  ,    si  conduca  dal  punto  N  la  NF   tangeute 

della  parabola  ANS  .  Ed  essendo  per  supposizione  MB  =  BN, 

*  5.  327.    e  per  la  natura  di  questa  curva  la  *  MA  =  AF  ,  sarà  quella 

cpngiungente  AB  parallela  alla  tangente  NF  ,  ed  una  metà  di 
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questa  retta  .  Ma  pe'  triangoK  simìii    RMN  ,  RNt"  sta  RM  : 

MN  ::  RN  :  NF  .   Dunque   sarà  NF  =  ^^j^^^-  equin- 

a:  ah        *  wi?      *     RNxNM    _  , 

di  Ai5  =  ^JSt  =— .  •  — gj^ — .  E  la  precedente  equazione 

darà  Farco  paraboUco  AN  =  AB  +  — MR  .1.  ^^  "^  ^^ 
'^  3  MR 

Inoltre  riponendo  in  quest'  ultinia  equazione  i  proposti  sim- 
boli delle  rette  ,  che  vi  si  osservano  ,  sarà  Y  arco    parabolico 

AN=-i.=Lv(r+«-)+f..i.  /+vc/+°-) . . . A 

§.  470-  CoJ^-  >•  ^  retta  QP  si  prolunghi  ,  sin  che  in- 
contri la  CL  ,  che  divida  in  parti  uguali  Y  angolo  retto  PCF. 
Sarà  LP  =CP  =  MN,  e  quindi  LQ  =  LP-f.  PQ  =NM  +  NR. 
Cioè  a  dire  :  Nelf  iperbole  parilatera  esterna  AQPC,  ogni  se- 
.nuordinata  prodotta  sino  all' assintoto  CL  di  essa  curva  è 
quanto  la  somma  della  semiordinata ,  e  della  normale  della 
parabola  corrispondenti  a  quella  retta  .  E  questo  principio 
geometrico  è  utilissimo  per  le  seguenti  analitiche  ricerche  . 

§.  47»-  Cor.  n.  Per  la  qual  cosa  pongasi  cotcsta  retta 
QL  =  i'  ,  cioè  i'  =7  +  y  (7>  4.  a»  )  ,  e  quindi  v  —jr  = 
V  (  /'  +  ^'  )  •  S»''^  '    quadrando    quest'  ultima    equazione  , 

i'*  —  2ajr  =  n'  ,  ed  7  =  ■  «  E  dovrà  essere  \/(^''^a^\ 


v^  +a^ 
che  si    è  dimostrato  preggiare  i^  — j'  ,  uguale  ad  — ^ — 

Ed  in  tal  modo  1*  equazione  A  liberata  da'  radicali  darà  Tarco 

parabolico 

v^  —  a*        I  if 

AN  =     ^'         H a  .1.    —   .  •  .  .    B 

$.  473»  Coa,  in,    E  re  porremo   uguale  a  z  la  somma 
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^leHa  semiordioaia  ,  e  della  normale  della  parabola  ,  le  quali 
corrispondono  al  ponto  S  inferiore  all'  altro  N  ;  sarà  come  dian- 
zi si  h  dimostrato  ,  V  arco  parabolico 


E  quindi 


AC      ^* — ^*        *         1    ^ 

Ax^  SIS  •'    '  •    *  ■  "n        '"  ^«  !•  "" 


z^ — a^      i»*  —  a^        1         ,     z 


NS  =  AS-AN=  -^^-  -g^+  -a.  1.  -  ...  D 

*^^-  61.  §.473-  Cor.  IV.  L'iperbole  PAQ  *  sia  quella  dalla  cui 

quadratura  dipenda  la  rettificazione  della  parabola  RÀV ,  come 
si  è  veduto  in  questa  dimosti*azione  .  E  nella  detta  iperbole  in- 
tendasi praticata  la  medesima  costruzione  del  cor.  4*  prop.  81. 
Ed  oltre  a  ciò  le  rette  GP  ,  FM  ,  IN ,  HQ  incontrino  la  sot- 
toposta .parabola  RAV  ne^puntiR,S,V,T.  Sarà  (RS  —  VT)X/« 
=  GPrMF  — .  HQ  j  NI  =  GPMF  —  HQNI  .  E  ponendo  la 
differenza  di  questi  due  trapezj  rettilinei  uguale  al  rettangolo 
della  retta  a  in  un'  altra  q  ,  sarà  (RS  —  VX) Xa:=:  a  q  ^  e 
quindi  RS  —  VT  =  ^. 

^.  474*  C^^*  ^«  Dunque  :  Dato  un  arco  parabolico  ^ 
può  sempre  assegnarsene  un  altro  ,  talché  la  differenza 
loro  sia  rettificabile  y  tuUocchè  niuno  di  essi  sia  suscettiw 
di  rettificazione  .  La  qual  cosa  è  un  geometrico  paradosso  , 
ai  par  di  quello  ,  che  fii  recato  nel  cor*  4*  pn>p.    &i  • 

PROPOSIZIONE     LXXXVII. 

PROBLEMA. 

§,  ^'jS.  Dato  l'arco  parabolico  ED,  assegnar- 
ne un  altro  NS ,  che  stia  a  qiiel  dato  arco  nella 
ragione  di  ^  ad   i. 
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SoLuz.  Si  chiami  K  T  aggregato  delk  normale  della  pa- 
rabola ,  e  deUa  semiordiuata  corrispondenti  al  punto  inferiore 
D  del  dato  arco  ED,  «d  A  sia  una  coiisiiDÌl  somma  per  V  etire^ 
mo  £  superiore  .  Sarà  *  quest'arco  * ^.  4^1. 

Laddove  per  lo  cordi.  3.  prop.  prec.  dee  essere  ilridiiesto  arco 

Ma  per  le  condizioni  del  problema  conviene ,  che  sìa  N5  : 
ED  ::  /i  :  1  ,  cioè  NS  =  re  X  ED .  Dunque  xie'  valori  di  que- 
sti archi  vi  sarà  la  seguente  equazione 

z^  —  a^       V*  —  a*        I  z       TìK^ — na^      nh^ — na^  ,1  ,   K  _ 

8az*  8w"  a         «^  8fliC»  8^**  2  ^ 

Intanto  il  presente  problema,  die  ci  ùfù^  le  due  ignote  v^  z  , 
non  può  risolversi  ,  se  una  di  esse  non  si  elimini  ,  e  non  vi 
si  tolgan  puranche  le  grandezza  log^^iiche  che  Sfanno  trascen- 
dente .  Onde  per  renderlo  insieme  algebrico  ,  e  determinato , 
potremo  sujjporre  uguali  gli  ultimi  termini  del  primo,  e  del  se- 
condo   membro    dell'  equazione  C:   cioè  — wr.l. — =  •^•"T" 

»  .    K  .  2f        •/•  -^  \« 

ovvci'o  1  • — =  n  .  1. .—  ,  o  finalmente  —  =(  -5—  1   ,  passan- 
(/  n  sf        \  n  y 

do  da'  log-mi    a'  numeri  .  Laonde  ,  se  faremo    per   brevità  di 
^—^J   3=  r ,  ne    verrà  z^^ìv  .  Ed    in  tal  modo  la 

detta  equazione  diverrà  determinata  ,  ed   algebrica  ,  qual   n'  è 
la  scgucfàte 
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^.^4 ^4  y4  —  ^4         ;jjf4 7j^4         „^4  ;,^4 

Or  -questa  equazione  ,  eh*  è  di  quarto  grado  derivativa 
del  secondo ,  facilmente  può  risolversi  pe'  metodi  comuni  ,  e 
poi  co$truirsi  colla  guida .  del  corollario  secondo .  Infatti  nelP  i* 
perbole  AQG  prendasi  F  ascissa  GT  ,  eh'  esprima  una  radi- 
ce reale  della  detta  equazione .  E  condotta  per  T  la  TQ  pa^- 
rallela  all'  assintoto  GL  ,  ed  insin  che  incontri  1'  iperbole  in 
Q ,  si  tiri  per  Q  la  QN  parallela  a  quell'  asdssa  ,  incontran- 
do la  parabola  in  N  .  Sarà  il  punto  N  un  estremo  dell'  arco , 
che,  si  richiede  .  E  V  altro  può  rinvenirsi  col  medesimo  artifi- 
zio 9  e  con  avvertirvi ,  che  la  z  dee  eguagUare  la  rv  . 

§•  476'  ScoL.  Questo  problema  ,  che  da  trascendente , 
qual  sembrava  ,  si  è  qui  ridotto  in  algebrico  ,  fu  per  altre 
vie  risoluto  da*  due  predaris^mi  geometri  Giovanni  Eernoulli  , 
e  1  marchese  de  1'  Hopital,  che  potran  consultarsi  da  chi  bra- 
ma intender  più  cose  di  un  tal  soggetto  . 

[PROPOSIZIONE    LXXXVm. 

TEOREMA. 

$.  477*  L^  superficie  della  sferoide  schiacciata 
è  uguale  al  cerchio  ,  il  cui  raggio  è  medio  propor- 
zionale  tra  F  asse  maggiore  dell'  ellisse  generatrice  di 
tal  solido ,  e  qiiell'  arco  di  una  parabola  ,  che  vi  tien 
per  base  r  asse  minore  della  detta  ellisse,  e  per  vertice 
il  punto  medio  dell'  eccentricità  di  ^questa  curva  . 

*  7?g.  62.  DiM.  Descritta  la  parabola  BEB*,  che  abbia   per  base 
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r  asse- nunore  BD  dell*  ellisse  BADG  generatrice  del  proposto 
scdìdo  j  e  per  Tertìoe  furìiicipaie  il  punto  medio  £  deU'  eccen- 
tricità CF  di  essa  curva  (t),  vi  s'intenda  anche  delineata  l'i- 
perbole HAK  *  luogo  delle  normali  della  detta  ellisse  riferite  "^  5*  439. 
all'^asse  minore  •  £  preso  in  quest'  asse  l'elemento  Nn  ,  che 
tà  chiami  co  ^  si  tirino  pe'  punti  N ,  n  le  rette  NH,  n  A  pa- 
rallele all'  asse  maggiore  di  tal  curva  •  £  poi ,  ordinata  nella 
parabola  B£D  dal  punto  M  la  MI,  vi  si  conduca  per  M  la 
normale   MR  ,  e  si   ponga  GA  =x  a  y  GB  =  e  ,  CF  ass  e  ,  e 

CN  =  MI  =  jc  .    Sarà  C£  =  — e  ;  il    parametro    prìncipa- 
le  della  parabola  ,  eh'  è  tt^  ,  sarà  ugual»  a ;  onde  dovrà  as-  ^ 

serela sunnormale^RI= — ,  eia  norniale  MRsa^/r—  +x''j  *S.  33i. 

Ma  essendo  RI  :  RM*^  ::  MO  :  Mm,  pe'triangoli  simili  RIM, 
MOm  ;  sarà  ne' simboli  di  questo  rette 


e 

e 


II 

E  poiché  si  è  dimostrato  fui  sopra*  essere  nell'  ellisse  la  nor«   *  5.  439. 
male  QT,  o  la  sua  uguale  NH  =  ^^(^  «f*^'  \  sarà 
il  rettangoletto 


N/iAH 


=  7^VC7+-->''>*-?V(f+-)- 


(i)  £  dato  il  vertice  «  e  P  asse  di  tma  tal  parabola  »   ed  anche 

n^  è  dato  il  parametro  principale  y  come  terza  proporzionale  in  ordì- 

ne  alle   due  rette  da|e  EC,  CB.  Dunque   vi  saxà  dato  il  fnooò ,  e 

la  direttrice  .  Ond*dla  potrà  descriverli  per  lo  C.  3ii. 

3Ì 
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Cioè  quanto  V  archetto  parabolico  Mr/r  tìioltit^ìcato  pel 
semiasse  maggiore  a  della  proposta  elUsse  .  Onde  V  armiUa  ge- 
nerata dairarchetto  ellittico  Qq^  nel  rivolgersi  la  semieUisse  BAD 
intorno  al  suo  asse  minore  BD  ,  sarà  uguak  à  2ica  XÌAm  , 
come  r  è  noto  per  lo  lemma  n.  Quindi  tutta  la  siqperficie  di 
cotesta  sferoide  schiacciata  dovrà  uguagliare  3fra  X  BED  ;  e  con 
ciò  sarà  quanto  il  cerchio  ,  il  cui  raggio  è  medio  proporziona^ 
le  tra  V  asse  della  proposta  ellisse  ,  e  1'  arco  BED  della  para* 
*  §.  442.    hola  indicata*  . 

^.  478*  Cor.    1.  Nella  formola  A  della  proposizione  86 

pongasi  la  jc  per  la  ^  ,  e   '1  fiatto  per  a  .    Si  avrà    con 

e 

tal  sostituzione  V  arco  parabolico 


Onde  poti'à  inferirsi  da  quel  ,  che  si  è  detto  in  questa  dimo- 
strazione 5  che  la  superficie  descritta  dall'  arco  eUittico  AQ 
coir  indiciata  rivoluzione  sia  uguale -a     -, 


§.  479-  Coi^.  /i.'Col  medesimo  asse  AG  della  propp-' 
sta  ^lis^,  e  cpjQ  un  altro  asse  secondario,  eh'  io  dinoto  per  a?^ 
intendasi  descritta  F  iperbole  AVL  ,  cui  si  tiri  la  nor,male  VS 
dal  punto  V  ,  dove  nella  psFle  'esterna  la  ijlcontri  la  seriiioi - 
dìnata  NQ  della  detta  ellisse  :  e  poi  si  chiami  6  \  eccentricità 
S.  181-  di  una  tal'  iperbole  ^  cioè  *  la  grandezza  V  (a'  +  r'  )  .  Si  po- 
tran  conoscere  pe'  §§.  338,  4^9  i  valori  delle  normali  QT  ,  SV 
di  queste  due  curve.  Qoè  sarà 
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•    •    • 


B 


E  queste  due  rette  dovranno  essere  uguali ,  sol  che  sia 

e*        y*  '  e  y' 

$.  4^*  ^^*  ^1-  Intanto  si  risolva  rispètto  a  y  quest'  ul- 
tima equazione  .  Si  vedrà  immantinente ,  eh'  ella  liberata  daW 
dicali  debba  d^enerare  in  un'  equauone  biquadratica  derivati- 
va del  secondo  grado  ,  di  cui  la  radice  reak  e  positiva  ,    che 

vi  s' incontra  ,  è  —  .  Ed  è  anche  chiaro  di  p^   se    stesso  , 

che  ponendo  nel  valore  della  SV  il  (ratto  —  per  y  ,    e    (  i  )' 

a* 
quinoi  — ;•  per  •*  ,  debba  essa%  r  e^reanone  della  SV  quanto 

quella  della  QT .  Per  la  qual  oosa  potremo  stabilire  colla  luce 

del  §.  443*  il  seguente  geometrico 

§•  4^'*  Teor.  Se  descrivasi  uri  iperbole^  che  abbia 
per  asse  principale  t  asse  maggiore  di  un'  ellisse  ,  e  per 
semiasse  secondario  la  quarta  proporzionale  in  ordine  alP  ec- 
centricità ,  ed  ci  semiassi  conjugati  dèW  ellisse ,  e  poi  que^ 
ste  due  curve  si  aggirino  con  perfetta  rivoluzione  intomo 
alt  asse  minore  delt  ellisse  ;  saran  sempre  uguali  quelle 
superficie  della  sferoide  ,  e  cilindroide  ,  cfie  corrispondono 


(i)  La  grandezza  «* ,  che  qui  sopra  sì  i  veduta  uguale  ad  a*-|-y^y 
in  ul  sapposìzi<me  dìverrii  a*  -|-   =  -^  X«"5  ponendovi  a*  per 
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ad  una  medesima  ascissa  presavi  dal  centro  nelV  asse  mi-' 
nore  deW  ellisse  . 

^.  ^%!x.  ScojL.  !•  Il    sommo  d'  Alembert ,   poiché    ebbe 
chiarite  le  nozioni  della  conoide  ,  e  della  cilindroide  ne'  cor- 
rispondenti articoli  dell'  Enciclopedia ,  ne  invitò  i  geometri  a  ri- 
solvere quel  problema  proposto  dal  Signor  Parent  ne'  prìncipj 
del  secolo  trascorso,  ied  espresso  ne' seguenti  termini:  Ritrovare 
il  rapporto^  die  debbano  avere  gli  assi  cori jugati  deW iper^ 
bole  generatrice  di  un  cilindroide  a  quelli  di   una  sferoide 
schiacciata  ,    che   convenevolmente    le  j'  iscriva  ,   affinchè 
le  superficie  di  questi  due  solidi  sieno  continuamente  tra  se 
uguali ,  come  son  quelle  della  sfera ,  e  del  cilindro  cipco- 
scrittole  .  Or  il  primo  geometra ,  cui  riuscì  di  sciogliere  que- 
sto problema  ,  fu  V  insigne   P.  Gregorio  Fontana ,   servendosi 
.  a  tal  uopo  del  calcolo  integrale ,  e  di  un  metodo  indiretto .    Ma 
dopo    lui  i  nosti-i  geometri  D.  Stefano    Forte ,    l' Ab.    Gian- 
nattasio  ,  e  '1  Sig.  Sangro  lo  han  saggiamente  risoluto  co'  soU 
principi  dell'  Analisi   de'  finiti ,  o  colla  Geometria  elementare  . 
Ed  io  vi  aggiungo ,  che  volendo  risolvere  un  tal  problema  con 
un  metodo  analitico  diretto  ,  e  generale  s' incontri  un'  equazio- 
ne diiSerenziale  del  primo  ordine ,  ed  a  due  variabili ,  di  cui  il 
proposto  teorema  n' è  un  integrale  particolare  (  Ved.   Opus  e. 
Matem.  della  nostra  scuola  pag.  118.  ) 

§.  483.  ScoL.  II.  Le  curve  coniche  ,  che  compongono 
la  piccola  Simiglia  delle  linee  di  second'  ordine  ,  e  che  in  que- 
st'  opera  le  ho  mostrate  adorne  di  proprietà  aflSni,  variano  mol- 
lo fra  loro  neUe  dimensioni  .  La  rettificazione  del  cerchio  di- 
pende dalla  quadratura  di  esso    (  1  )  .'    La    parabola ,    che  puòr 


(1)  Come  fu  dii^Qstrato  dall'  immortale   Archimede  , 


•-  J 


>• 
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quadrarsi  per  mezzo  della  Geometrìa  elementare* ,  non  è  poi  "*  $.  464* 
rettificabile  :  e  ne  abbisognano  i  log-mi  ad  esprimer  gli  archi 
di  una  tal  curva  •  La  quadratura  dell'  ellisse  dipende  dalla  di- 
mensioqe  del  cerchio* ,  o  dalle  fiiozioni  circolari  :  e  quella  del-  "^  5.  4^0. 
r  iperbole  da'  logaritmi*  •  Ma  le  rettificazioni  di  queste  due  cur-  *  5.  4S7. 
ve  non  vi  si  possono  per  le  quadrature  di  esse  rispettivamente 
ottenere,  cioè  per  le  circolari,  e  per  le  log-miche  funzioni  ;  ma 
ne  impegnano  in  formole  delle  dette  funzioni  assai  più  trascen- 
denti .  E  pure  malgrado  questa  trascendenza ,  e  la  diversa 
ramificazione ,  che  in  esse  curve  ravvisiamo ,  la  rettificazione 
deli'  iperbole  può  determinarsi  per  quella  dell'  ellisse ,  come  non 
^ha  guari  si  è  tal  cosa  da'  geometri  conosciuta  (1)  •  Onde  gli 
archi  ellittici  vengon  riputati  per  le  trascendedti  le  più  sempli- 
ci dopo  le  fimzioni  circolari  ,  e  le  log-miche ,  e  sogUon  dirsi 
trascendenti  ellittiche  :  che  in  verità  sarebbero  un  nuovo  istru- 
uiento  di  calcolo ,  se  la  loro  natura  ne  fosse  più  cliiara  ,  ed 
i  valor  di  esse  più  precisi  •  Intanto  i  Signori  d*  Alembert , 
ed  Eulero  ,  lasciando  a'  geometri  posteriori  il  pomuover  del- 
le dette  transcendenti  la  chiarezza],  e  la  precisione,  si  diedero 
studiosamente  a  riti  tracciar  quegl' integrafi ,  che  dalla  rettificazio- 
ne delle  éurve  coniche  dipendessero  •  E  lo  stesso  Eulero  ,  e 
dopo  lui  i  Signori  Lagrange,  e  Legendre  si  sono  occupati  di 
un  più  subUme  ,  ed  utile  ai*gomenb> ,  eh'  è  quello  della  com- 
parazione  delle  trascendenti  ,    che  hazmo  la    seguente    forma 

Zdz 

"T-, : 7^  1  ove  la  Z  sia  una  fiinzione  razionale  del- 

V  (  I  +  wiz*+  nz^)  ' 

la  z*  .  Ma  di  queste  analitiche  ricerche  quali  verità  di  Geome- 
tria, e  pel  nostio    soggetto  rileveremo?   L'Eulero  ne  ritrasse 

(^)  Cioè  dal  sig«  L^indin  ,  e  poi  dal  sig.  Legendre  , 
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tra  le  altre  cose,  che  :  Preso  un  arco  di  ellisse  da  un  estre^ 
mo  di  un  quadrante  di  tal  figura  ,  si  possa  mai  sempre 
^  dàU^ altro  estremo  prenderne  un  altro ,  sicché  la  differenza 
loro  sia  rettificabile^  Ed  anzi  può  dirsi  generalmente,  che  :  In  o- 
gni  sezione  conica ,  preso  un  arco  ad  arbitrio ,  si  possa  mai 
sempre  assegnarne  un  altro  da  un  altro  punto  di  tal  cur- 
va 9  sicché  la  dij^renza  di  essi  arclii  sia  geometricamente 
determinabile.  I  giovani  vorrebbero,  ch'io  nel  primo  di  que- 
sti due  teoremi  vi  determinassi  geometrìcaoiente  V  arco  che  vi 
si  domanda ,  e  la  retta  che  dee  uguagUar  la  differenza  di  es- 
so dall'  arco  dato .  E  vcnrebbon  pure ,  eh'  io  dimostrassi  quel 
teorema  in  chiarì  modi ,  e  senza  rimetterU  aUe  malagevoli  for- 
molo Euleriane  ;  affinchè  questo  teorema ,  che  rese  immortale 
l' illustre  Conte  Fagnano  ,  possa  decentemente  coronare  questi 
'  miei  ,  qualunque  siensi ,  didascalici  lavori  • 

PROPOSIZIONE    LXXXIX. 


TEOREMA. 


fie*  ^4-  §.  484.  Se  da  un  q[ualanque  punto  M*  del  qua- 

drante ellìttico  AMB  conducansi  la  normale  MP  ^ 
e  la  semiordinata  MN  all'  asse  ^  e  poi  si  prenda 
r  ascissa  CT,,  che  stia  al  semiasse  AC ,  come  la 
semicHtiinata  MN  alla  normale  MP ,  e  dal  punto  T 

'  vi  si  ordini  la  TQ^  la  diflferenza  degli  archi  ellit- 

tici BM  y  AQ  presi  dagli  estremi  de'  semiassi  con j  un- 
gati BC,  AC  sarà  rettificabile. 


DELLE   SEZIONI   COMCflE  279        CiVP.13< 

Disi.  Si  tolga  dall'  ascissa  CN  la  particella   Nai    infinite- 
sima ;  e  condottavi  per  n  la  semiordiuata  nm ,  si  prenda  Ta- 
scissa  Ct  y  che  stia  al  semiasse  AG  ,  come  la  semiordinata  mn 
alla  normale  della  cuna  in  m  ;  e   poi   si   compia  Ja    figura  , 
come  ne  appare  .  Inoltre  pongasi  uguale  ad  i  il  semiasse  mag- 
gioie  AG  del  proposto  quadrante,  l'eccentricità  di  tal  figura  u- 
guale  ad  e ,  il  semiasse  minore  CB  =  e  ,  l'ascissa  CN  =  x  ,. 
r  altra  GT=  v ,  e  quindi  N/i  =dx  (i),  eTt  =  dv.  Sarà*  la     *  §.  i6. 
semiordinata  NM  s=zcy/(ì  —  ^'  )  ,  T  altra  QT  =c  V(i— ^0?  *     *  S-  4^- 
la  normale  MP  =c  V(i — e'^'),e  quell'altra  QF=c  \/(i — ^eV). 
Ed  essendo  per  ipotesi  MP  :  MN  ::  CA  :  GT  ,  e  quindi  MP'  : 
MN*  ::  GA'  :  GT%  sarà  ne' simboli  di  questi  quadrati,  i — ^'•^'  • 
I  — a:*  ::  1  :  i^'  .  E  con  ciò  -^*: 

jc'  +  i''  =  1  +  e'jtr'  v'  .  .  .  .  A 
Ciò  posto  ,  r  equazione  A  ptiò  avtte  b  seguente  forma 
x'  —  ^'orV*  =t  1  —  (^*  ,  da  ctd  può  trarai  queét'  analogia  i  ; 
a:'  ::  i  — eV:  i  —  v'";  cioè  i  :x  ::  V(* — e V)  :  yj(ì — i^'), 
e  finalmente  QF  :QT  ::  CA  :  CN  .  E  poiché  sta  Um  :  Mr  :: 
MP  :  MN  :;  AC:  GT,  pe'  triangoli  simili  Mmr  ,  MPN  ;  sarà 
ne' simboli  di  qaeUe  rette  Mm  s  djt  li  i  i  p«  £  così  pure  può 
dimostrarsi ,  che  stia  Q^:  rfl>  :  :  i  :  x  .  Onde  dorrà  essere 

dx  r\  ^^  Ti 

s^  ^         X 

* 

Intanto  si  differenzii  l'equazione  A  (2)  ;  e  '1  risultamento  .   .  •  . 


*. 


(1)  Le  parti  jnfiuilesime  dejle  grandezze  variabili  a;  ,  p  si  soglio- 
no esprimere  per  dx  ^  d\f . 

(2)  Il  somiDo  Newton  ,  che  a^ea  adottato  i  sintetici  ragionamen- 
ti neir  esporre  i  Prineipii  Matehiatici  della  Filosofia  Naturale ,  dovè 
proporvi  in  qualità  di  lemma  una  veritk  di  Calcolo  differenziale , 
che  gli  abbisognava  (  L'^.   |i.  lemm.   a.   ),  Or  io  ad  esempio  di  si 
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axdx  +  2vdsf  ==  ae'  (  v^'xdx  -f  ^Va^ì'  ) 
si  divida  per  ^^x-;  sarà 

dx       d^         ,,-,,. 

1-  —  =  e  C  wo:  +  JJw  ) 

9  X  ^ 

cioè  I 

Mm  +  Q^  =  e'  (  ^dx  +  orc/v^  ). 

Ed  integrando  quest'  ultima  equazione  (  i  )  ne  otterremo 

BM+BQ  =  e'w+ Co^^ D 

Ma  supponendo  la  a:  =  o  ,  ben  si  vede  dover  essere  e\x  =  o, 
BM  n^  o ,  e  r  arco  BQ  divenir  uguale  al  quadrante  .  ellittico 
AQB.  Dunque  sarà  AQB  =:  Cosi.  E  \  equazione  D  con  que- 
sto debito  valore  della  costante  degenera  in 

BM  +  BQ  =  cVa:+  AQB,  cioè  in  BM  +  BQ  —  AQB  =  e\x. 
Donde  sarà  finalmente  BM  —  AQ  =  eVo: . 

granduomo ,  ed  in  questo  Trattato  analitico    propongo  un    consimil 
*^g.  65.    lemma.    Cioè  ,  il  differenziale  del  rettangolo  ABCE*   ,   *  cui  lati 
AB  ,  AE  sieno  variabili  *  ,  è  uguale  alla  somma  de^  due  rettangoli 
fatti  da  ciascuno  di  essi  lati  nel  differenziale  delT  altro.  Imperoc- 
ché il  lato  AB  cresca  dell*  infinitesima  particella  'Bb  ,  mentre  Taltro 
AE  ne  cresce  delle  E  e  .  Compito  il  parallelogrammo  Abce ,  e  diste- 
se le  BC ,  EC  instno  a' suoi  lati  ec,  he  ^  si  vedrai  esser  lo  gnomo- 
ne B6  e  e£C  il  detto  differenziale.  Ma  questo'spazio  può  stimarsi  uguale 
ai  due  rettangoli  C  ^ ,  C  e ,  essendo  il  rettangoletto  C  e  di^rezzabile 
rispetto  a  ciascuno  di  essi  .  E  questi  due  rettangoli  sono  BC  X  B& , 
ed  EC  X  ^  ^  •  Dunque  se  chiameremo  rp ,  p  i  due  lati    AB  ,  AE  y 
e  d  X  ^  dp  i  loro  incrementi  B  ^ ,  E  e ,  dovrk  essere  il  differenzia^ 
le  del  rettangolo  ABCE  ,  cioè  B.ory  s=  v  d  x  ^  xdv, 

IP.  E    si    yedrk    immantinente  esser    D  .  «*  =  2  a-  ^  or ,  e    cos} 

IIl^.  E  sark  poi  J},x*p^  =  2P*xdx  ^  o,x*vd9  •  come  può   rile- 
varsi  dal  proposto  lemma  . 
(1)  Vedi  /i.  I.  Tfot,  prec. 
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$•  486»  Cor.  i.  Per  eiTettivameate  costruire  la  retta 
€\a:  y  che  àte  pareggiare  la  differenza  degli  arcki  ellittici 
BM  y  AQ  ,  ecco  V  artificio  geometrico  ,  eh'  è  prescritto  dagli 
eiemeoti  di  Analisi  •  Si  ele\fi  al  semiasse  AC  dal  suo  e^ 
stremo  A  la  perpendicolare  AO  uguale  aW  eccentricità 
della  proposta  ellisse»  E  congiunta  la  CO,  si  distendano  in 
sino  ad  essa  le  semiordinate  MN,  QT  ddla  deità  cwva.  E 
poi  si  ritrovi  la  quarta  proportionale  in  ordine  alle  tre  rette 
AC,  TL,  NK.  Tal  quarta  proporzionale  sarà  uguale  alla 
differenza  degli  archi  BM  ,  AQ  .  Imperocché  pe'  triangoli  si- 
mili CAO ,  CTL  sta  CA  :  AO  ;;  CT  :  TL  ,  cioè  1  :  e  ::  ì;  ; 
TL  =  e  i^.  E  cosi  pure  sì  dimostra,  pe'  ti'iangoU  simili  CAO  , 
CNK,  essere  la  NK  =  ex.  Ma  la  quarta  proporzionale  in  or- 
dine alle  rette  AC  ,  TL ,  NK ,  cioè  ad  1  ,  ev^ ,  ex^  dee  es- 
sere uguale  ad  e V  x .  Duncjue  quella  quai*ta  proporzionale 
dovrà  pareggiare  BM  —  AQ  . 

§.  496*  Cor.  u.  La  differenza  degli  archi  BM  ,  AQ  sia 
uguale  alla  retta  k  ^  e  sia  A  la  differenza  degli  altri  due  archi 
Bm  ,  kp  ;  cioè  sia  BM  —  AQ  =  À-,  B/u  —  Ap  :=  h.  Sarà  , 
sottraendo  la  seconda  di  queste  due  equazioni  della  prima  , 
M/7» — Qpz^k — h.    Dalla  qual  cosa  può    trarsi  il  seguente 

m 

geometrico 

§.  487-  Teor.  In  ogni  ellisse  ,  preso  un  arco  ad  ar- 
bitrio ,  può  sempre  assegnarsene  un  altro  ^  da  altro  punto 
di  tal  cwva  ,  sicché  sia  rettificabile  la  differenza  loro  . 

$•  488.  ScoL.  L^  artificio  emìstico,  che  qui  Jf  adopera  , 
è  un  certo  regresso  da  un'  equazione  finita  alla  sua  differenzia* 
le  ,  che  divisa  per  lo  prodotto  delle  variabili  rìnviensi    intuiti- 
vamente integrabile  *  Ma    le  operazioni  geometridie  ,  onde  ho 

36 
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Qssegnato  il  secondo  de'  detU  aixhi  ,  e  ^ella  retta  ,  che  .dee 
pareggiare  ìsl  difièrenza  loro  ,  non  son  che  ovvie  ,  ed  ele^ 
mentari .  Or  se  con  somma'  lode  fu  oomroendato  i'  ingegno 
di  Giovanni  Bernoulli ,  nelF  aver  ei  risoluto  un  Mmil  problema 
per  gli  archi  parabolici  *  ,  che  son  meno  trascendenti  degli 
ellittici;  di  maggior  gloria  dovrà  esser  degno  F illustre  Fagna* 
no  ,  per  avere  un  &cil  mezzo  impioto  nella  presente  ricerca , 
che  al  dir  di  Eulero  credevasi  trascendere  le  foi*ze  dell'  Analisi 
moderna  • 


FINE 
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CAPITOLO    I. 

Beetb  SxoftU  PBLi.'  Aroombhto  . 

^.  1  •  U  primo  geometra  dell'  antichità  rìmota  ,  che  con- 
templò i  luoghi  solidi,  e  V  uso  che  di  essi  convien  &re  in  Geo- 
metria ,  fu  Arìsteo  seniore  ,  filosofo  della  Magna-Grecia  ,  e 
successore  nella  scuola  italica  al  gran  Pitagora  ,  che  ivi  V  a- 
vea  fondata  si  mirabilmente.  £i  compose  cinque  libri  su  i  co- 
nici ,  ed  altrettanti  sa  i  luoghi  solidi  ,  che  a  quelli  eran  coe- 
renti: ed  anche,  come  pare  (i)  ,  ad  altri  oggetti  di  Geo* 
metria  volse  con  buon  successo  il  suo  pensiere  .  Ma  il  tempo 
distruggitore  delle  umane  cose  non  d  ha  trasmesso  cotesti  scien- 
tifici elegantissimi  lavori ,  che  al  saggio  Euclide  parvero  mo- 
deUi  di  un  venusto  ,  e  saldo  geometrizzare  •  E  noi  non  cono- 
sciamo que'  Luoghi  geometrici ,  che  per  una  fuggevole  rimem- 
brania  fattane  da  Pappo ,  o  nella  geometrica  divinazione  y  on- 
de il  celebre  Viviani  ha  cercato  di  adeguatamente  restituirfi  . 
Afa  non  per  tanto  suppìam  di  certo,  che  quivi  dovean  manca- 
re i  prindpj  risolutivi  del  fiunoso  problema  delle  quattro  ret- 

(i)  Leggasi  la  pag.  6.  della  pref.  ddla  Divinaz*  di   Vincenzio 
VÌTianì  su  t  luoghi  solidi  di  Aristeo  femore  . 


Gà».  1.     iàB6  Trattato  AivALiTtco 

te.  Poicliè  lo  stesso  Pappo  nella  pre&ziyo^  a)  s^U^no  libro  àà^ 
le  sue  Mafótiiàlidié  collezióni  disse  dilaìrftineDle,  dbe  con  quel^ 
le  teoriche  di  Arìiteo  y  né  ^EucUde ,  né  Apollonio  ,  nP  altri 
potè  mai  risolvere  il  dis^isato  problema  :  e  che  Apollonio  eb^ 
bevi  a  Supplire  nUbvi ,  ^  elegiUdt  teotètni  j  p^tthè  riles^asse , 
che  quelle  locali  non  erano  che  curve  coniche  date  di  po^ 
sizione  (i)  . 

§.  3.  Ma  da  qaeste  cose  come  si  potrà  mai  inferire  ,  che 
Apollonio  non  avesse  risoluto  il  {>fobleQia,  se  egli  ne  conob- 
be il  risukamento  y  avendone  già  escogitati  iprincipj  di  ri- 
soluzione  :  se  il  wntpà^  pèfféUMmMte  5  t^A  averne  dovuto 
premettere  P  analisi  geometrica  :  e  se  di  tutte  queste  cose 
menò  mai  sempre  rigogliosa  esuttàzioAe  •  £  pure  il  signor 
Cartesio,  checciiè  ne  fosse  cagióne ,  scrìsse  càtèjgòrìcamentey  die 
il  problema  delle  quattro  rètte  non  ra  sciolto  da'  geometri  an* 
tichi  co'  principi  loro  (a) ,  e  che  égli  il  dóveà  assolutamdité 


(i)  LeggAli  U  léMeira  di^Mè  ÌA  AifhÌ<Mb  «d  BMteo  fru  i  di;- 
versi'  argomttifti  de'  ailfai  libri  de'  Cootoi  ,  e  ^ell»  p«rtlèoiaràftiitB 
del  Ltb^  III.  Si  «oiuideri  attefitamente  «io  ohe  ne  disse  P*ppé  nd* 
la  pre&zione  al  Lìb.  VII.  delie  sue  Matematiehe  CoUesioni^  e  quei- 
r altro ^  che  il  nostro  Ab.  Giannattasio ,  nelle  noi.  a3,  e  ii4  della 
Stòria  Selle  *Seiìoni  Còniche  né  ha  recato  di  questa  mia  icòiigèttura  , 
e  del  Uiifò,  bile  d^  dirUi  Ul^  ise^nU  èliì>ri;sstohÌ  'dt  Kj^'ò  :  'qtùkni 
tocmh  ai  Hiimaè  ìtan  '^'^rfectUhi  >  rtèque  ^ìk  ^  A)i^oè^  )  >>'eK. 
fitère  poùrùt  ,  ^e^e  iUiì^ui9  alias  z  nd  neqak  péaUùluM  i/iM  àdm 
dert  ii%  \  quae  EucUéhs  séripi^  per  em  tanàtm  éeéSia  ^  ^tàste  iùtpAi 
ad  EucUdis  tempora  f^raemonstrata  sunt^  .  •  • 

(2)  Cartesio  area  fondato  questo  suo  parére  'ne&'  addotta  autorità 
di  Pappo.  Ma  io  son  di  avviso ,  che  leggendosene  il  cdtflesto  se  ne 
trarrebbe  un  alito  senso  .  ItfatH  ApòHónió  in  quella  Jienedii  diretta 
ad  Eudemo  gli  dichUrò ,  eh'  ei  nel  JLib.  HI.  de'  iaoi    Èdttìcli   vrek 


ili'  tfiaiisi  iQOflkni  lolhyoiwi  por  ccmèwfe.  a  iot  •  Io  altrove 
bo  recate  le  nue  ooDgelbire  a  {xro  Jd  ^geometra  di  Perga^  aorte* 
De&do  aver  egli  colla  teorica  de^conid  risoluto  il  problema  ddle 
(]imtlm  rette.  'Ora,  che  deggìo  andìtìcBiiieirte ragionare  de'luo- 
f^  sofidi ,  cai  ^oeBo  si  ridsce,  h  hea  die  omesse  coteste  crì*^ 
tìche  ifissembiii ,  a  totftemfdar  tm  volga  V  msenza,  ed  il  meritò 
dd  sistema  GaitesiatR)  su  tale  assunto  • 


dovuto  invenUr  non  pochi>  ed  ekganti  teoremi,  pet  ottenere  la  com- 
poiizion  del  Luogo  ad  tres  et  quatuot  ìineas  ^  t  che  lEucIide  aveala 
rimasU  imperfetta,  per  ìrob  tepér  tjfiìi'  tediami .  Ma  Pappao  'm&l  Kif- 
frend*  colak  W^gamza  di  Ap4iHonio  sol  miiisiimo  EncUfle ,  e  to« 
)en3da  repriinere  alquanto ,  latm  niegò  il  latto ,  ma  tol  ne  aggiunse 
le  ragioni  •  Cotesto  locali ,  oosk  ei  disse ,  non  fiirono  perfesionate  né 
da  EucBde ,  né  "da  Jtpìilìd!^  ^  lié  vda  ^hH*;  e  nemméno  W  potè  loro 
ilggiugner  cosa  cid  ^olo  aUemersi  ai  Conici  di  ArÌBteih^  cui  erasi  al» 
tenuto  Éu(iÌide  pé^  un  ossequioso  rispettò  a  si  granduomo.,  "fpu  quan» 
tutti  biien^i  potuit  àè  loco  per  ejù$  (  Aristaei  ^  conica  memoriae 
fA^idii.  &  Àp<ttòtìib  pcrfétetìlAietite'fitiYi  ^u^lte  àggtUifìSòtii'(ya'^ 
tUepàèk^  WfléNéiid^  à  ^ìùakò  ei^iicrtUo,  ed  IIMgikko^a  Ettcli* 
^  M  ud  :pr6jpdiìto>.  4i  «oà  .^i  èonolibe,  che  ^il  'Luogo  ^^àìie'tift^  « 
aUe  quMro  nue  aia  mnà  earva  otaica  data  -di.^òsisUne,  vesttfndqf^ 
tuttaraa  ignota  la  locale  a  più  di  quattro  linee  »  Dunques,  oo8Ì«oa«* 
chiudo  :  Apollonio  sciolse  generalmente  il  problema  delle  quattro 
rette ,  e  non  ri  «Ihtese  la  soluzione ,  alibisognandone  più  rotami  a 
Biitieil&férlà  UÀ  Mètodo  di^lé  'antiche  Vcuole  .  Roberto  Simsoh  bella 
«ifc  «)mMzictoè  "riù  s  Liio^  Piùhi  di  ^poilonio  ^ì  ItsL  impioto 
«n  volaUe  in  ipnikib:  e^POWoittétra  «di  l^ei^a  tt^Miti  èà  i  Xubglù 
#oli8i  »^bbeHe  in^^i^iili  l 


.  •  » 


Cap.   1.     adS  :  T»AWATO  A»AiiTico 

EspojnziomE  del  metodo  dsl  càxnaào 

su  I   LUOGHI     SOLIDI     TRATTATI     COLL'  ANALISI     tfODERN  A  • 

§.  3.  Appena  questo  geometra  francese  spinse  V  aualiti* 
ca  soluzione  del  proUema  ddUe  quattro  rette ,  che  il  ridusse 
a  dover  costruire  un'  equazione  quadratica  a  due  indetermioa- 
te  ;  o  ,  eh'  è  lo  stesso ,  a  recare  analiticamente^  e  con  preci* 
sione  la  teorica  de' luoghi  solidi,  aUaqual  meta  ei  con  pari  ce- 
lerità ,  e  sagacia  pervenne  •  Imperocché  un'  equazione  qua- 
dratica a  due  indeterminate  ,  che  vogliasi  generalmente  espri- 
mere ,  può.  avare  la  seguente  forma 

j'+ 3flta^  + /3/ =  YX' +  Jjc  +  6 A. 

E  risolvendola    rispetto  ad  jr ,  come  se  la  ;r  fosse    grandezza 
nota  ;  e  ponendo  per  semplicità  di  calcolo 


m 


n 


sarà  j^= +  h±\f{px'^ifx^t).  .  •  •  B. 

Ma  da  questi  due  principj  cotanto  elementari  ,  che  pajono  af- 
fatto sterili  ,  chi  avrebbene  raccolto  il  desiato  metodo  ,  come 
raccolselo  il  valentuomo  ?  La  parte  rauonale  del  vaiare 
della  y  ,  così  disse  il  Cartesio  ,  ci  offre  la  posizione  del  dior 
metro  della  curva  conica ,  che  dee  essere  il  luogo  délte- 
^uazioneA.  E  dalP  irrazionaìe  potremo  agevolmente  cono- 
scere la  lunghezza  di  quel  diametro^  e  del  parametro  di  esso. 
§.  4-  ^  volendosi  queste  due  cose  a'  giovani  dimostra- 
re ,  è  ben  ch'io  qui  illustri  un  certo  dato  ,  eh' è  implici- 
to a  siffatti  problemi ,  e  che  riguarda  le  direttrici  delle  anzi* 
dette  indeterminate.  E  perciò  un  angolo  costante  XPY  sia  il 
fg'  lì    regolatore  della  costruzione*  :  cioè  a  dire  le  PX  ^  PY  sieno 


^^mmi 


rie'  hìXÈùn  iotn»    .  u6g    Gap.  i  « 

le  aiRmte  dbtUrki  :  osre  la  IPX'sia  ^  linea  ratta  delle  x  ,  e 
(fari  le  X  positìve  dìootiiio  le  parti  del  lato  PX  ,  che  tì 
procedano  ìndeQ|iitameiUe  dal  vertice  del  detto  angolo  ndla 
continuazioiie  di  esso  Iato  .  E  le  ^  |)osi(ive  èspnmano  le  .pard- 
lele  all'  altro  lato  PY ,  le  quali  stieno  ndl'  apertura  deD'  ango- 
lo regolatore  tra  la  linea  delle  j? ,  e  la  curva  da  descriversi . 
I^dove  le  rette  opposte  alle  -f  x ,  ^f  saranno  espresse  per 
le— r  X  y  -— j"  rìqpettivamaite  ,  ooda»  si  vedrà  con  più  chia-* 
rena  nel  poiiui.  i. 

$•  5.  Gò  pramessò  j  sijacda  una  nuwa  variabile  9  e-, 
guah  atta  parte  razianaie  del  valore  della  jr ,  come  si  è 

mx 
detto  nel  $.  3  ,  cibi  v  = h  A  ;  e  poi   con  queU' angolo 

r^olatoffe  ai  costruisca  qaes^  eqpiazioDe  lineare  ,  servendoci  di 
nonna   le  due  seguenti  supposizioni  da  doversi   five  in    detta 

mx 
eguaidone.  Goè  suppongasi  f^!=o,  ovvero  ——4*  ^=  ^  •   S^~ 


A  x^ 


m 


•  E  ficendovi  x  =  a ,  risulterà  v  ^h  .  E  ciò 


Yool  dire  ,  che  l' incontro  della  locale   ddl'  anzidetta  equazio* 
ne  coBa  linea  deDe  x  debba  &rsi  al  disopra  del  punto  P  per 

In  r^ta  — ;  e  che  P  ordinata    corrispondente  al   punto  Pdeb* 


m 


disopra 


perche  si  prolungi 
, ,      .  nh 


m 


.  E  poi  dal  pun- 


to P  sulla  Py  si  tolga  la  PB  uguale  ad  A .  Ed  infine  si  con- 
giunga  la  DB  ;   questa  retta  sarà  la   locale  delV  equazio- 


mx 


*h  •  Imperocché 
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dinata  lUi  ,   «rìi  Ì)P  :  PB  :;  UN  :  Nft  po'  trìadgoii  si^ 
t  DPB ,  DfCR  ;  e  mf  dmbofi  di  qadk  rette  «rrué 


:  /b  :: l-x:  i^;  e  cpiiiidÌ7Ì  si  vedrà  verificata  Ve- 


quazione  i^=  —  +  ft  • 

$.  6.  latama  si  ckiami  t  &i  p^Me  aroìAmah  di  qmt 
fidare  delta  y  ndf  etfuaaàme  By  àA  ùit  ^{po^  +  q^  +0» 
Sarà  in  virtù  ddl'  anzidetta  equazione  7*  sa  v  )fe  a  ;  cioè  alla 
vetta^  NRy  dt^^pule  ad  r,  dbvrà  aggp—grtm  peit  dHtto,  e 
dat  ponto  H  la  Rn»  ssa  ^  e  fto^ew  dft  CKa  k  K&C»2  ^  4^ 
finché  i  punti  m ,  M  stieno  ndfar  curva  conica,  ricfaiesta  .  £ 
ciò  chiaramente  ^mostra  ,  dhe  la  retta  DB<^  debba  passare 
pa^  pani»  m%ì\  ddle  evdìnflta  M  m,  €ào.  deUft  dette  cattai  ^  e 
quindi  eBs»e* u»  dianetm  .  E  si*  vedUi  fiwinwide y  datata 
sendo  dato  di  ^ecie  il  triangolo  DPB ,  debba  essere  data  la 
ragicme  di  DP  ,  DB  y  die  può  esprìmasi  per  quella  di  n  ad  r. 

$.  7*  Per  dimostrare  il  secondo  de' due  prèjjftMi  assunti  v 
0  per  detentiinare  il  diametro,  e  1  parametro  della  dMrva  VM  t;  m, 
sia  G  il  òentro  dèli*'  ellisse  MVm  (  dia  tpA  cùt^  iò>  soli  av 
attengo  nel  rischiatere  questa  parte  )  é  poi^  fiMiàsfi  k  4ìtlaiK 
za'  ddl'  ignoto  punto  G  dall'  altro  B  y  cioè  1»  retta  €B  =  /9  , 
il  semidiametro  G(^s=  X  ,  e'I  parametro  del  diametro  V  v  egua- 
lè  a  «•  ;  esprìmendo  queste  lette  ignote*  cdle  iddkslH'  Uxtaté 

aél  greco  al&beto .  Su-à  BR  =  -^  ,  esstsmlo  Iff*  :  BB^  ::' 

n 

PN  :  BR,  cioè  »  :  r  ::  i  :  BR=  — .Es»à  w»CR  s: 

n 


BR  —  CB 


V -»■>'« -•=^-(f--^>"- 


m^ 
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RM"  .  Dunque   sarà  RM'  =  JL  A»  —  e'  — ^+  —  ) 

Ma  per  supposizione  dee  esser  la  stessa  RM'= ^+  ifx px^  (i)  . 

Dunque  uguagliando  questi  due  valori  di  RM'  ,  avremo 

*  +  7^-pa:  =  ^  (X  -«  )  +  ___.  ....  e 

E  pareggiamlo  i  temniii  analoglù  dell'  un  membro  e  del- 
l'altro,  potremo  determinare  le  grandezze  ignote  »,  fl  A  cd- 
l'o?vio  Metodo' de' coefficienti  indeterminati,  come  lù  praticato 
daBo  Schooten  per  29.  casi,  dovendo  omettere  in  tal  metodo 
P  iperbole  tra  gli  assintoti .  Intanto  ecco  di  questo  un  agevolo 
esegoimento. 

$.  8.  Dair  equAUone  G ,  eh'  è 

ritraggono  le  sottoposte  equazi^  parzìaK ,  doè 

I.  «X'-.ir«'a=aX<,  U.  ^  ss  g  Ifl.    —st» 

E  prendendo  il  valore  <B  X  «klT  equaùnù  II.  e  m. 

n^  an*/» 

E  quindi  dal  pareggiamento  di  questi  due  valori  cE  X 

or 
0  —  - —  •  E  finalmente  l'equazione  I.  con  questo  vai 

e  con  qudlo  di  X ,  eh'  è  in  D ,  dovrà  diventare 

(1)  Com'è  noto  d«i  Conici, 

38 


9 


;^  ^ivideiNlofe  |)ei*  — r-  9  >e  jiTendeodo  poi  oel  quoziiente  U  va- 

àore  di  * ,  sarà  7r  t=  —  V  (p<  +  T  f'  )  •    E  per  tal    ido- 
^  r  4 

'^do  conoscendosi  il  parametro  ^  di  quest*  ellisse ,  se    ne  saprà 

UT* 

il  suo  diametro  aX  ,  dalP  essfsee  in  D  ,  X  =  — — ,  Ma  si  ye- 

^rà  nel  Cap-III.  come  f  aesti  risvU^meiiti  coav^gaa  eoo  quel- 
li ^  che  io  nel  n[iia  $istQffia  propon*ò  più  appresso  • 

S*  9*  Questo  metodo  purameQte  ai^alitiro  ,  ed  ingegofìso 
fu  chiarito  CQU  lirevi  note  .dal  Signor  .Florìmoiido  di  Peame. 
£  Francesco  Schooten  ^  recò  poi  un  accuratissimo  comento  • 
Ma  quest'  opera  ,  che  per  potersi  intendere ,  dee  esser  carica  di 
note  e  di  comentar) ,  ancorcbjb  le  une  yi  tossacQ  3a|ge  ^  e  gli 
altri  si  riputassero  compiuti  ,  non  può  mai  valere  per  un  uti- 
le corse  d'istituzione .  £  perdo  fii  .de|;po  di  lode  H  S^nor  Gio- 
vanni Witt ,  nitid^ipiQ  ,^jeomistea  oWdosj^ .,  (:he  voUe  scrivere 
con  ordine  sci^tìfico  su  tal  soggetto,  e  giusta  le  orme  di  Arìsteo  ; 
recandoci  «ìaiireye  i^uadone^u  i  Conici ,  cm  ne  aggiunse  un 
Trattato  «^litico  de'Jtuoglu  fi/m^  «  4?gb  ;9ltii  >  chf  .solidi  chia^ 

miamo .  Della  tpial  cosa  ragKtnerò  qui  apprfn^  più  distintamente  • 

•   *   ■   • 

Esporre  il  ihetodo  del  sia.  Giovanni  witt 

:SUL,  MEDESIMO   ASSUNTO* 

5.  10.  Jje  pftjtì  es^ea^ali  di  .^^tp  motoso ,  per. guel^V 
a  me  pare  ^  soi^o  le  seg\^nti  :  Si  assefffjf  ^  ciascuna  curva 
conica  la  più  sfijmUce  '^(fm^Sone  ,  c/te  pfiò  competerle .  E 
poi  iSi  riduca  ad  una  tal  ^w'ma ,  e  con  introduryi  nuove 


ittdèifinwuue  (t)  F  èifuazion&  da  co^trmpéi  ^  che  upjmr* 
tengasi  Ma  stessa  emvOy  e  che  siane  dttfudla  più  comples- 
sa .  jFìnaim^tle  '  si  proceuri  di  geometriemmente  eosSnmre 
t  equazione  ridona  .  Si  am^à  tinSenio  .  Cod  la  pia  sea^ìce 
c^MtzioBe  dia  parabola*  y  cene  V  è  noi» .  af  ^Mimeltt ,  è  la  se« 
fgiÈeùìè y  :ss, px  .  Ihan^ve  .t^lctwb.ruiinii  ia  lai  fivoia  Kaltra 
ei{iiaBÌoQe  y  -^  3«[)^s:  ìmt*^  a%  di'  è  «ih&  alla  sètasa  cuih 
¥a  e  ^  Qpdk  è'  più  compoala  ^  dovrà  fimi  il  JaèiMiio  7*  -^  4 
uguale  dUa  nuora  indoleraiÌBata  jz  .  £  nsullandb  la.  ^ssz4*^f 
sì,so$lif^sf9  2  4ri^jp^  T  MU'^uafeìmie  dbta;  avneiiiQ.£?  sxoai^y 
è  q^di  sarà,  ^pi^ìiltfmac  exfstakmtt  paiifoisae  alla^cbla^*  ^^p^i 
e  dovrà  i»el  sffffk^Mfc  maio  castrwni  (2)^  Il  pmtdo/P*  ndKa  ^  /f^.  %. 
reità  PX^  M  A<  ]pnineipi0  delk  indettrmim  eM  iPN  ^  KR  awi^ 
prendenti  raMgoh  cot^amte  PNRi  e^f  «qvr^iaai/m*'  le  Xy  yf 
wpeUiMmenHri>em0  si  ^  ssippas^  mi  $^  4^  JK  fi»  pair 
«lifer  /a  «'ss^-*-^,  m*  <m  d(d' pièOo If  ^  ed.altim^delik 
PNy  Zia  réeia  PV  panitela  oMa  NM^  atf  i^^Mtbr^itfsi*  lUsa^^^ 
£€2o?idq(tap<»*VtoVT  p«rai0f^  uìtaV^y  si dàsems^a utHè 
parabeia  col  diametra  yX  y  che  kbhia  il  smot  vertice  àa 
V  y  per  parametro  la  retta  a^  f  e  faccia  colle  sue  ordina- 
le y  OHgoh  VTM ssiI^KB*  Jvremo  ottemuàa  la  hcah  del-- 


(^)  Lf  JTmmieni  m  iraamHqao  ù»  altie  feriM»  coa  ialf oAuttì  nn^ 
ve  varUbfli ,  a>  riieneoiUvì  le  sieiae.  Kel  {nriiao  di  ^lualt  d«e  omih* 
di  vasgOA  liaipUfiaale  4«)  Signor  Wiu  le  4^ta49liaaHH|i;.<r  4«iral- 
Uà  mci^  davvii  valip»!  nel  Qip.  IH.  (  f^^ggi^  fiukff*  m/T  tmr^ 
MAnal.  dcgt  Jnf.  Cep.  II.  9ot.  /.) 

(a)  Ho  volala  coclruir^  la  proporla  «faaataaa  aelU  Unto  w^g^ 
4a  del  SigoQK  Wìti  y  •  seaui  Talarmi  dell'  aog^U  rega(a«^re  XPY  ^,1 
ehe  pf oparrò*  nei  Cap<>  IL ,  e  che  aVMbbeU  rasa  piìlc  t^^itai^  e  pììk 
chiara . 


/ 
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t  tqiMziùne  y"  ^^  a^  8=  lut  —  a*  netta  paràbóUi  descriuà. 
$«  u.  Ma  quali  regole  vi  fiifoo  proposte  geoeraliiieiite  dal 
Signor  Witt ,  com'  ei  &r  dovea ,  |wr  queste  geraMtrìche  co^ 
struùoni,  cke  son  la  parte  principale  delf  argomento  ?  Se  la  teo* 
rìca-ddla  PemmioMone  delle  coopdmMe  sa  fosse  oonosduta 
da'  geometri  di  que'  tempi ,  egli  di'  era  sagacissimo  scrittwe  y 
avrebbele  di  là  caipite  con  lq[giadra  semplicità  ;  e  non  sareb- 
besi  rawoho  tn,  moke  geometrìdie  figure ,  che  rcìHe  a  tal  fine 
congegnare  •  Poiché ,  arendo  elabcnrati  per  ogni  curva  conica 
irarj  •  sistemi  cU  rette  maodate  &a  loro  ,  vi  ,eàkà  per  ciascuno 
di  questi  la  corrìspondente  equazione  di  quella  ;  mostrando  qual 
sito  dovrebbero  avere  le  coordinate  delia  rìdiiesla  curva  ,  e  la 
loro  *  orìgine  relativamente  a  due  date ,  o  a  due  assunte  diret- 
Irìd  V  Ma  coteste*  figure  reticolari ,  e  le  moltiplid  loro  dichia- 
raziolDÌ^,  flfdcoiìchè  fonerà' compiete \  sono  ugualmente' incorno^ 
de  allavpoteoaa.  visiva,  ed  alla  ritenitiva.  Onde  pochi  giovanet- 
ti ebbero  la  pa&ienaa  di  apprenderie  ddH'  opera  quassù  cit^tfà  , 
e  niun  analista  giammai  le  propose  (1)  in  alcun. Corso  d' b> 
stituzione  ;  bastandogli  di  recarne  per  sola  chiaretza   élquantt 


(1)  Coterie  regole  genevali  sono  rajplpcntaie  diRl  sigaor  Witt  nel 
Cap.  IV  in  36  pag.  in  4*  ^  per  17  figure ,  che  contengono  un  in* 
Ytlnppo  di  rette  .  Onde  non  fia  -maraviglia ,  sé  i  geometri  non  ab- 
bìfano' voluto  <tistintameu|e  peroq>trl^.  Ma  piìi  ni  duole,  che  il  Io* 
dato  geometra  assegni  per  locale  di  ciaicana  cqnaziime  aha  parte 
di  ^uàa  curva  cònica  ^  e  hon  gik  V  intero  pèrMietrb  è'i  esik.  Còsi  tra 
molte  di  coteste  asserzioni,  che  potrei  qyn  afiegare,  io  mi  restrìngo 
a  ^ella  della  pàg.  269  in  fine.  Partio  tufvae ^  quae  inirr  verticem 
ei  redarn  AX  -intercipitur ,  erit  loeus  quaesitus .  E  lo  stesso  difetto 
pu^' netaHl  nel  IVàiuto  de* Luoghi  Geònlenici  del  March .  de  l' Hopi- 
tal ,  che  dovrò  abbozzare  qui  appresso  . 


ns'  loooRi  fiouM  '  •  ioS    Gap.  i 

esempfi  .  £4  io  soq  di  parere ,  che  jmù  per  tafi  «iifetti  ,  che 
per  la  gravexia  dell'opera  U  àg.  GioTanoi  Craig,  e  '1  Marche- 
se de  r  Hopite)  ne  aTeasero  inventato  un  dire  metodo  di  quel- 
lo -più  generale,  él  a' casi  dati  più  adattabile  ;  k  cui  natura  io 
.qua|;già,  dssqfiro  in  pochi  tieni,  e  nella  sók  ediase  .  ?  fttoa- 
curo  di  appreaianri  la  hice  dd  $.  4  ^  affindtè  ognuDo  intenda 
gli  stanù  del  detto  metodo,  e1  possa  estendere  ad  altre  curve 
ooHcbe.  «e  ne  sia  d'uono. 


■te 
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Mbtoix)  n'  stB.  ouic  ,  v  i)e  l'  ÀentAt 

scialo  sruao  AitooMfcnto  •     - 

■ 

$.  13.  D  pottlD  P*  nella. retta  FK  sia  il  priocipio  d^  *j!g,  , 
ceordiBate  PN  ,  DM  eipNaae  rispéMvimeBte  per  le  x ,  y\ 
£  M»  stem-^punto  F  si  liri  r iMfeiui*  mnb  )N^  inditHila 
aD»  PX  setlvvB  àugoi»  qaahwqiw^  e  f  akra  PB  pahdlda 
ad  MM ,  e  idi  qmia  lungheeza  ,  che  ve  piÉoda  .  luoitre  dal 
ponto  B  conducasi  h  retta  Bk  paraj^^b.  a  ,|^  ,  «d  ..anche  di 
quella  giandena  ,  che  ne  aggrada  ;  e  la  BC  aia  il  sdento 
minore ,  la  Cv  H  ma^;ÌQre  ddla  B  v.  I^palinenle  descrivasi 
T  ellisse  ìiVmv  col  diametro  aCV ,  che  akna'il  dato  para- 
mfetro  p ,  e  le  sue  <>rdmBte  si^'pandlde  alla  JUK  .  Qò  po- 
sto ,  'pbngaà'  (a  rena  PB  =  c  ì<  Pdtra  BG  =e  ,  e  la  CV  =s  «. 
1^  fif«eiKlo..4at9  dÌ<fpQci4.iLftóaki9Qlo>iPSIf.)  Inni  iati.MS, 


mo  m  ,  riyr.  Oqde sarà NS  =z. . — r^e^S  ^-rr-f  E, finalmente 

.   ■.^)  •«'!'[    Ili'  i       i'   ■  ili   •♦!■  ,  »•  ,-<       'fwi^ ''   "^    • 

dovrà  essei^  MH  s=NR  --NM=  NS+  SR— NM=  _4c_^, 


Cap.  r..    ^9lS  Trattato  tàwàwrtct 

i 

e  CRii=BR  — BC  =i  —  — e  .  Ma  per  la  nahira  della  ^estrilta 

— \fC— W; 

» 

flt^r  ..^  f!!^  ^^e  Y  ::  fr  :  3»  .  Sicché  cangiatilo  m  équazì^ 

ne  ^lest'  analog^>'  con  praticare  ^  «rrìi  ricbyci^^    avreioo 
la  seguente  equazione 

5.  i3.  Dunqjoe  Yoleodp  goa  fueat^tfuazione  regolatrice 
costruire  un'  equazione  all'  eUiisse  ,  qual  surebbe  ,  per  cagiòa 
^  esempid^  )a  sq^ueitee  7'  *  +  :>«•  ^ 4am—  lajr-^-  ^  =0  , 
dovre«io  ttn](»i«ai^te^ptr^pi«e4  taMJm  att&kighi  4tell'  hbs.  efiw> 
aione  e  4^  allm^p««  à4pM]1mMrvl^  lei  gmndfnM^gttieiidii'  m\ 
^)  r,  p;i^fi<?)  ,«<  Jnfiittì  4i4'Coo6wtP  db'^sMradiVtiniithii 
delle  :4^  .efiuw^ls3eYiii*^i9ae9«^  éo^laIÌ6^=hiv 

e  quindi  PN  toinddénfé  eoo  IPS  ',  Éfo^*V  =  « ,  ed— =  i,. 
E  dal   pen^gone  de  lem   terpami  (  Iràsciirando  .-; —      qf  èr 


zèro,  e  TOnaiA>  l  per  -*—    1  avremo -^—=r n ,  cioèp=:4ft.^ 

/      7t     ^      •     -   :.Vfr*l(  A  =.:(    I    mr    d'i'.       '^     ,     !. 

iShnihileÈte  nel  ^c6ÉfrMlÉ«^li^  fuàrtiH  ^Mttniitr  y  ^  -  }k»l4  4JL 
pél!  /;!  ;  zero  ptarnr^ÌHLr;=£l^,  rikmweiii»  é^  lii^  j'xie&e^à. 
Inoltre  dal  pareggì^enlo  de'^j^eiHiltimi  lermtni  à  otterà  e  =za  =ie. 
£  finalmeirtè  uguagfiancb^  '  glTi  «Itma  termini,  dette  miedesime  e- 
quazioni.,  .e  rimettendo  ih  essi  i  yalori  delle  c^^.pj  e  y  digjài 
ritrovati  ^  avremo-  a*  —  i»*  +  20"  =z^a\'  "cioè  »  =za\/2y  e 


qttindi  pmia^a^  ei  wviMknctro  CMJugrto  <U  «  sark  da  ^ 
Mme  n  i(iUt>vferii  ma  Cap.IS*  ptr  everse  vie  / 

i  5*  ^4*  ^A  c^  •>>^  ^^^  9  ^^  ootssbi  metodo  intnodottó 
àìf  Si^Cnif,  Q  4e  T  Bopìtal  aia  inditeiio^  ptooedenik»  dalla 
edstmBboé  dt  xaa^t  cama  joamea  aH*  «faaslbtie  idi.  «n ,  fé  «lort 
già  dn  iguesU  ^'  esbizion  di  t|ud)a  ,  coioe  fior  d  d^vea .  £ 
poi  un  giovane  ,*  xhfi  per  tei  mezzo  voitebbe  costruire  un'  e- 
^•aaìpiie  ^adratio»  a  due  indelemiitiata ,  t>  dovrèbbe  attigner  H 
da  qnalf^fae  Mi)^  qaelF  ciqpiaiioii  geacnde  ^  di  4:ui  ia  ditta  i 
im  OMO  }  o  40mbbe  dovuto  Tecarsì  a  mente  V  equazsone  D ,' 
ed  wktn  tciafue  di  uà  «onsìiml  ft>rflMi ,  per  potersi  sceglier 
^puAm  y  Aq  oonmiga  •  £  Y  una,  e  feltra  oo6a  non  parmi  u^ 
tile ,  o  decente  ad  una  scientifica  is^tuzàme.  Ed  è  andie  non 
lieve  difetto  di  questo  metodo  ,  cke  le  più  facili  di  coteste  e« 
quaziodu ,  k  evi  gcoaaetridie  coitnnìoni  veggwwi  <li  per  >8e 
stesse ,  divceaitìna  assai  diffidi  md  ralorle  darivan  Aa  ifueite  ge^ 

isinio  Eoberto  Simson  nel  proemio  della  sua  divinadone  de'iao^ 
;ghi  piani  di  Apollonio  • 

ÌIÈÈtem  eiarnsaiAMo  mpormato  MiiL-HitMAifiiò  ^ 

^.  ìS.  Dunque ragìonevoltiKefrte  Pacutis^nro <jiacomo  Er>- 
^anno  simpUBcò  (1)  quel  mètodo  CarteSistitó  su  i  luog|hi  sòlidi  : 
per  essere  una  td  ricerca  puramente  analitica  ,  diretta ,  ed  uni^ 
Versdle.  E  son  benanche  degni  di  lode  gF  insignì  geometri  H  Pv 
i^incenzo  Recala  ^  e  'l  signor   Prony ,   'Ae  han  contribuita  a 

(1)  Voi." IV.  Accad.  di  Pietrob,  " 


«  ^  itf 


renda- queste  rifofflM  di  metodo  aasai  pi»  perfette,  opu^iedita^ 
Ed  in  vero  qui  non  si  usa  il  metodo  de' eoeflkieiiti  iodetermina* 
ti^  per  conoscer  la  lunghezza  del  diametro,  e  del  parametro  dd- 
k  riclùesta  curva  conica,  com'  è  ùd  $^  8  ;  ma  ne  vico  sosti- 
tuita la  risduziòiie  ddl'equazitme  -^  pjc'+  qx  -f  ^  ^=>09  te  cui  radi- 
ci sono-^-  +  Y"  V(7f  +  4/^0  »  e^—  ^  ^  (  W  +  4/^0  • 

E  si  avvisò  r  Ermanno,  che  prendendo  nella  PX,  e  dal  paolo 
P  le  rette  Vh^  l^H  oguali  atte  indicate  radici,  i due  punti  *, 
H-doveano  essere  les^estigie  divertici  ddS aìnùdetta  curva v 
e  che  per  ritrovar  questi  bastava  da'  punti  A  ,  H  condwrre 
le  rette  hv  ,Wf  parallele  aUa  PB  ,  ed  insiao  alla Dv^  locale 

deir  equazione  (^  = ^hdel  J.S.Edio  vi  aggiungo,  che 

da  questo  geometrico  lavoiìo  può  &cibiiente  e^rimersi  k  haor 
ghezza  di  UÌ  diametro  nell'  iperbole  ,  o  ndl'  dlisae  • 

$•  i6.  Ma  se  propongasi  T equazione  pò:*  -f^^^f  ^=^^t 

e  sìa  I  >  —  ^,  le  sue  radici  debbono  essere  immaginarie  ;  e 

iP 
quindi  il  metodo  Ermanniano  non  potrà  usarsi  nel  costruire  il 

luogo  di  quest'  iperbole  riferita  ad  un  suo  diametro  conjugato  • 
Il  P.  Riccati  con  varj  mezzi  geometrici,  ed  analitici  è  riuscito 
neU' esibir  cotesta  locale.  E  vi  ha  benanche  sijq>plito  il  luogo 
dell'  iperbole  rapportata  agli  assintoti  •  Ma  io  non  so ,  s' ei  vi 
abbia  mantenuta  l'unità,  e  la  semplicità  del  metodo  Ermanniana. 
So  pon  pertanto ,  che  lo  stesso  Ermanno  dovè  alterarvi  quel* 
l'unità  di  metodo ,  quando  fu  obbligato  di  ripiegare  nel  siste- 
ma, di  de  r  Hopital,  per  estendero  a  tutti  i  casi  le  sue  ricerche, 
quasi  che  fossegii  ftlKto  il  metodo  ^  che  imprese .  Ed  eccone 
^  sue  parole  •  Omnes  reliquos  casus  percensere ,  gui  a  si-^ 


p9omm  i^rfetate  pendent ,  nim»  longoni  Jbrei;  sed  eomm 
^oc0  ìibéè  canUruere  ueifUotionem  genercdem ,  qua$n  iUustris 
Machia  HospHaUus  prò  ettipsibui  instar  canonis  dedil ,  ciwì 
^a  offines  casus  pariiadares  hoorwn  ad  eUipses  oomparaviA 
(  Vedi  vdLir.  Alli  di  l^telrok.  ^  e  l'ajóas.  D  per  l' ellisse  )  *. 
§.  17.   Istanto  io    8011  di  parere^  che  reqpncione  2s 
V(  ^H  qx  ^t}i  ch'^  la  seconda  di  quelle  due  dì  già  aasun*- 
te  dal  Carterio  per  lai  fine  * ,  abbia  kif^iienitB  in  qtwstò  me»  '^  5.  5  ,  &: 
tode  iltìa  eefta  d\ftreK2a ,  che  di^iace  a'  gieoiiieCrì  di  bwn  sen- 
so •  Pcndiè  se  col  geémeta  Francese  impì^heremo  il  metodo 
délF  equaiioni  ìdlentiche  per  conoscere  la  lunf^zca  ad  diame- 
trof  •  e  del  paMn^ro  ddlfl  ncbiedta  curva^  mr  fai  ricerca  noia 
sarà  mitia  eletncMape  t  nk  gfi  arlifii)  analitici,  cBe  airremo  im-- 
piegati y  peiraniBo  Ibciltifente  tradursi  in  geometnd  ragienamen* 
fi,  come  U  più  ddle  voite «otiTÌen  fiore.  Se ooil'£rmamio  voi^ 
temè  segnare  i  Tertiei  ààìkt  delta  curva  ndlk netta  Bv*,.  fecale    ^  fig,   ^, 
deUa  pfima  equaaione  del  S-^r  dovremo  riaelvere  f  e^aaùone 
f^dratìea  p^*  ^4j^'*^t±=^,.  eomTei^  cefpi«eMMv  Ed  urte- 
remo iovdnle  ift  gmndèzM  immagìnaiìo  r  ove  ne  fiirà.aconio  V  a<^ 
Ver  adotMo  per  uà  ftttibiE  ine  vu  iupetabil  meoBM  ^  £.  poi 
«aa  tei  ticatat  y  eoijie  diansi  t  ho  mestl-attis  nei»  S^  n&  àomple^ 
lr>  tk^  el«gttn%  è  Uà  audie  ^uuìtà^  di  melèdò«  vi  «rriiioe  .  Fi-^ 
nttlmetite ,  se  fif  dàScttfiar  ordinata 'RK   dbHà:  locate  RD  tol^ 
gasi  dal  punte  %  la  ÌM,itzyf(^p3^%  ^ -^a),.  o*lè  akag^ 
gitiiigà  per  «Ulto  la  RmasbV(p;i>^ -fe  4jr*^#);  il; punto  M  ,, 
e  P  akr^d  ih  dorrà  appartmere  kcK  ma  <^ffva  coniea.  Ed  in.  tal 
modo  certi  prestantissimi  analisti  delTetà  nostra  sogliono,  per  as» 
segnaùcMi  di  ponti,  e  generalmente  esTbìrc  coteste  linee  ik  seeon* 

d-  ordine .  Ma  il  perimetro  di  ciascuna   di   queste  cuTte  j  che 
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sardibe  una  sme  d' ìniGniti  punti  intearvallati  fra  loro,  non  pò* 
tra  mai  avere  la  continuità  «Ielle  parti ,    cb'  essenzialmente  coih- 
vìensL  all'  esteso  •  Anzi  ne  saran  ;quÌYÌ  infinite  ordinate  allema- 
tàvamente  areali ,  ed  immaginane;  ^oode  la  teorica  delle  interse- 
zioni ddle  curve  coniche,  che  si  lichiede  a  costruire  i  problemi 
solidi ,  dovrà  svanire .  E  perciò  jsaggiamente  si  avvisarono  i  geo- 
metri deU'  antichità  rìmota  ,  die  le  Jinee  »di  second'  ordioe  do- 
veanà  intender  generate  dal  segare  un. cono  con  un  piano.  Ed 
i  moderni:  con  pari  sapienza  le  concepiscon  prodotte  con  moti 
continui ,  o  per  organiche  desorizÌQni  •  Anch'  io ,  nell'  istituirmi 
su  i  Conia  di  Apollonio,  rilevai  dalle  r^platrid  di  queste  cur* 
ve  una  nuova  proprietà,  che  loro  si  appartiene,  ed  è  :  che  dar 
scuna  ^emiordinata  di  una  qualuiujue  sezione  fConica  sia  me* 
dia  proporzionale,  tra  le  corrispondenti  coordinale   di  Una 
r-etta  data  di  posizione  (i).  Ed  avrei  potuto  da  dò  stabilire 
per  assegnadon  di  punti  .una  genesi  generale  da  tali  linee  ,  e 
con  un  metodo  assai  'più  >fiK:Ue  di  qu^o ,  che  conviensi  a  co- 
struire la  grandezza  V  {v^*  +  f*^  +  ^  )  •  Ma  por  evitare  l«t- 
ti  qu^li  sconci ,  die  ora  ho  divisati ,  io  qui  reco  in  sua  ver 
ce  un  nobilissimo  teorema  dd  Cavalier  Newton  su  tale  assunto  ; 
'  fit'  3,    cioè  :  Se  i  due  angoli  PAD,  PBD*  dati  di  sito^  e  di  gran- 
detza  in  uno  stesso  pianoy  si  facciano  simultaneamente  ro- 
tare  intomo  i  loro  i^erffti.A^,  B ,  e  vi  si  proccuri  che  V  in-, 
tersezione  de  lati  AX ,  9¥  vada  sepmndo  la  retta  ^V  da- 
ta  di  sito  ;  V  intersezione  degli  altri  due  lati  AD ,  BD  dovrà 
descrivere  una  sezione  conica ,  che  passa  pé  poli  A  ,  B  . 

(i)  Vegg.  le  istlt.  delle  Curve  Coniche  delF  Ab.  Gìannattasio 
5.  3o.  Ed  avvertasi  ,  che  qui  per  sezione  conica  deesi  intender  be- 
naachc  il  cerchio ,  ed  il  triangolo .  E  Lo  stesso  valga  pel  seguente 
tteorema  Newtoniano . 
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CAPITOLO    n. 

Prenozioni  dei«i«'  'a&gomento  • 

5.  r8.  Volendo  qui  proporre  un  metodo,  che  sia  ms'em 
diretto^  generale^  e  didascalico^  ho  pensato  dovermi  a  quello 
attenere ,  eh'  io  ne'  primi  anni  di  mn  giorinena  comunicai  a' 
valorosi  giovani  della  nostra  Capitale  :  e  che ,  se  il  mio  pensie- 
re  non  mi  delude ,  dee  essere  di  qne  tre  caratteri  fregiato  ;  cioè: 
uri  equazione  quadratica  a  due  indeterminate  può  general^ 
mente  esibirsi  per  la  seguente 

y^  ^  2!^  +  /37  =  Va:'  +  S^  +  s 

intendendo  ridotti  al  primo  membro^  e  quivi  ordinati  quei 
termini  di  essa  ,  che  contengono  F  indeterminata  jr  ^  ed  al 
secondo  i  rimanenti  •    Inoltre  io   compio  il  qfiadrato  del 
primo  membro ,  e  nel  secondo  proccuro  di  compiere  il  qua-- 
drato  di  \que^  termini ,  che    contengono  F  altra    indetermi- 
nata X  •  E  con  queste  due  operazioni  sì  facili  ed  demen^ 
tariy  quan£è  la  prùp.  4?  del  II.  degli  Elementi^  chi  il  crede- 
rebbe  t  F  equazione  proposta  dee  acquistarsi  ima  costru&il 
forma  ,  cioè  tale,  che  ci  presenta  F espressioni  delle  cookìU- 
nate  della  richiesta  curva^  e  7  rapporto  loro .  Da  questo  rap- 
porto comprenderemo  di  repente  la  natura  della  detta  cur^ 
va\  e  da  quelle  espressioni  il  sito  di  essa  rUes^eremo .  Fir 
nabnente   le   dimostrazioni  j   che  dovranno  farsi  ne'  casi 
jl^ x^-^Xy  di  +  j  ,  — J  ,  riusciranno  per  tal  riduzio- 
ne  ugualmente  agevoli  i  ed  anzi  da  una  di  esse  dovranno 
intendersi  le  rimanenti^  senza  pia  fare  .  E  quindi  F  intera 
curva  j  e  non  mica  un  arco  di  essa  ,  come  altri  suol  dircy 
sarà  il  luogo  geometrico  deW  anzidetta  equazione  v 


•  ♦ 
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§•  19.  Nella  cqstruibH  forma  ,'  cbf  avrà  presa  una  di  co* 
test'  equazioni ,  dee  tralucere  una  proprietà  jninc^e  di  una 
curva  conica  rispetto  ad  un  diametro  di  essa,  e  la  posizione  di 
questa  retta  a  due  date  direttici  •  Dun^e  ^arà  bene  ,  eh'  io  per 
ordine  di  scienza  iUustri  qiieste  due  cose  in  conVeiievol  modo: 
.e  che  quaggiù  le  rechi  d<^  aver  definite  akiin^  voci  . 

§.  ao.  DfiFiN.  1.  Ciascuna  ci^ra  può  dirsi  Zuogo  Geo- 
metrico  ,  o  semplìcen^ente  Luogo  di  qudrequaziooip  y  di'  espri- 
ixie  la  sua  natura,  E  '1  costruire  urieqw^wone  a  due  indeter-- 
minate,  non  è,  che  T  esibire  il  si^o  luogo  feomel^ìco,  o  ,  come 
suol  dirsi  9  la  stia  Locale  . 

'  §.  m.  Fu  nobil  pensiere  degli  analisti  esprìmere  la  natu- 
ra di  ciascuna  curva  per  lo  rapporto ,  che  vi  han  le  coordina- 
te ,  o  per  r  equazione  in  che  convertesi  un  tal  rapporto  •  £  fa 
saggio  di  lor  parere  ,  die  per  comodo  di  nostra  immaginazione 
debbansi  dinotare  per  x  ^  y  ìe  dette  coordinate  ,  se  pur  non 
convenga  altri  àmboli  adottare  .  Ma  riman  sempe  all'  arbi* 
trio  defl'  analista  lo  scegliere  le  direttrid ,  o  il  prefiggervi .  un 
certo  asse  ,  e  quivi  il  principio  ddle  x  ,  ch«  ne  sono  le  ascis^ 
se  .  E  perciò  non  fia  maravigfia ,  se  dlansi  infinite  equazioni 
differenti  fra  loro ,  di  ad  ciascuna  può  la  natura  di  una 
stessa  cuxva  dinotare  .  Perdiè  colesia  ^varietà  non  vien  d'al* 
Ironde ,  die  .4a  qudf  arbitraria  posizione  àAe  direttrici  .  E  k 
Jette  equazioni  non  sono  «ssenadalmente  fi<a  se  diverse  :  poteur 
dòsi  ciascuna  £  ^esse  con  artificj  dementarì  in  ciascun'  altra  deHa 
medesima  fiimìglia  trasformare  ,  ed  in  quella  specialmente  ,  che 
conoscasi  la  più  semplice  ìfa  esse  (1). 


(  1  )  Nel  Cap.  IIL  si  vedrk  in  ojui  rÌQ<^pti:o  uà   tal  par^d<»f« 
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^.  33.  Or  il  pnrMemA  «A  (UMtroife  W  equasoiteqfadni* 
lica  a  due  indetermiiiate ,  eh'  è  f  invera  di  quell'  altro  ,  ove 
tradlaisuanD  Is  Diana  di  ma  cMnrai.cobica  in  equaiione ,  a^ch'ei 
|9bseitfa  MD  sianB  fwdcRtt)  <,  àm  :  ^coiMMufo  cAfMwmi  yra 

4o  » .  fMmgasi  ima  siemi  ìnm4^a  ^ .  potéamdp  sokofému  he 
pamime,  di  fs§$m  JDoa  due  ì&Kfimci  iAhb  .  «BiOKpite  a'  iMret 
w  sa  trf  fithlrwa  t  jok' è  F  qggciloid)  noMis  ^lecakziom  ,•  gfo-^ 
Ycrà  di  conTertire  T  equazione  popoita  in  eaUmìSA  jformu  t: 
perchè  non  solamente  si  possa  conoscer^  qual  aa  cotesta  cur« 
va  ;  ma  vi  s' intenda  eziandio  k  sua  posizione  con  due  date 
Uinttrìd  »  £  ^quindi  se  gK  istàSfÈ^  diqai#  algebrìooridiicimen- 
to  aono  afessB  sea^pUd,  tdiimcaiari ,  eome  si  è  4^0  qui  so^ 
fih*  ,  b  «caidotla  della  aobsbMeiMUPii  l^n  oènftK^eiiie  a ttd  prò-  "^  5.  18. 
Uepoa  ^  amiB  ^pMlk^  ehe  dal  pi^«iisa  ilMtto  gli  è  prolferita. 
$.  ji3»  ^  la  yariablla  s  dinofi  '«oa  ^iakioq«ie  mtéfft^ 
nata  6i  un.  disàff^  dalla  pandiola  ^  Il  parameim  èA  qui^e  si 
dica  p,  V  la  comspondenle  ^scissa  odpputata  dal  vertice  ;  fé* 
quaziona  aUa  parabola  sarà 

i^ìÀ  y^aaf^iUàè  coMÌfaiate"i» ,  a'^di  fpiella  grande»^ 
la  ,  die  piise  «  B  h  lOfBsm  vuil  inlettdcjwi  per  le  altre  eurve 
cemdie  ,  tPtMm  H  <cd»  ^tiréà^  ofe  quctf  asgc^  dee  esser  ret^ 
to.  iBokw  pSb  asgMBti  cAive  le  ^Mte5  tornai  in  eid  ^ame^ 
IFO,  e  dal  centro  ,  .  : 

$.  34*  *^  dicasi  z  una  qoaliiii^ie  swaonflbieta  di  nn  dia» 
metro  del  cerchio  del  raggip  r^iyV  asci^  ,  che  dal  centro  le 

•fto  .  Che  aii2i  ni;"  seguenti  $$.  comuoqne  si  ^adoghi  V  origine   del- 
le «  ,  V  ineoaCfesà  ima  nuora  eqttaiione 


t* 


y 
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corriaponde  ^  tequatUone  ai  cerchia  sarà 

.  $.  25.  Ndl'eUisse  U  qmrdtato  di  dascnUa  semioMiìiiata 
un  ijiialmiqae  ^ametra,  è. quanto  l'eeoefiBo  ad  quadrato  i 
seuùdiaiQetro  secondario  sul  quadralo  della  oonvpondente  aad 
sa  m^tiplicata  per  lo  rapjporto»  del  semidiametro  secondario 
priuiario.  Cioè 'cSiìamando  ^/qudla  seHÒMDdbala,  p  F  ascìM 
ed  a^c  ìH:  senkUametro  jiriniftijò^  e  1  aecoodaiò  ««pciti^ 
te  4  f  equazione  alP  ellisse  sarà 

a'  =  c'  — ili;'  . 

^  $•  a&.  Ndi*  iperbole  rappoEtata  ad.  uut  diametra  pnma** 
rio  aa,  il  quadrato  di  ciflsqtna  anoMrdinaia  j3  ad  un  tal  diame- 
Ivo  ,  è  ugnale  at  difetto  del  quadmlo  del  semidiametro  eonjug»» 
to  e  dd  quadrato  ddb  corrispdQ<fettte  ascissa  «/^  QHihip]icata.peii 
lo  rapporto  del  semidiametrp  secondario  al  priikiario..  Cioè,  a  di- 
ce :  P  eqìumone  alF  iperhoìe  per  diametro  primaria  aa  sarà 

e* 
z^=  — v^  —  c\ 
a* 

§.  a'].  £  rapportandc^  questa  curva  al  diametro  secon- 

daiio  ^o  y  sarà  il  quadrato  di  ma  sennordinata  z  £  un  tal 

diametro  uguale  alla  somma  di  due  quadmti)  V  uno  &tto  dal 

semidiametro  primarie*  a,  e  Tallio  dalk*  cotrispondente  ascia-* 

sa  i/  moltiplicata  per  lo  rapporto  ad  semidiametro  primario  a^ 

al  secondario  e  .  Vale  »  dire  i  t  equazione  alt  iperbole  pek 

diametro  secondario  %csarà 

e" 
%^  a8.  Finalmente  nell'iperbole  fra  gli  assintoti  il  rettane- 
gob  delle  coordinate  v  ,  z  dee  uguagliare  la  potenza  della  det-^ 
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J 

ta  curva ,  eh'  io  1*  eqvimo  per  p'  .  Cioè  a  dire  ,  t  equazione 
air  iperbole  tra  gli  assrntoti ,  sarà 

Z9^p\, 

§.  ^9.  Cor.  i.  Dall'equazione  dell'ellisse  può  ottenersi 
qudb  dell'  iperWè  rifeiita  al  diametro  primario,  col  solo  can- 
giare i  segni  de'  termini  nel  secondo-  membro  .  È  per  ava-* 
ne  qodl'altra  rispetto  al  diametro  secondario,  vi  si  ddwaano  cook 
mutare  i  sq^ilttmetri  .conjogati.,  scrivendo .  a' .  ^  c%  e  cV 
per  a' ,  con  fiir  anche  poskivì  amendue  i  lermini  del  secon- 
do membro.  ,  » 

§.  3o.  Cor.  lu  E  si  potrà  inferir  generalmente  (  lo  che 
si  vedrà  anche  nefla  parabola  verificato  )  y  che  :  per  ciascuna 
cwva  conica^  il  quadrato  di  una  delle  coordinate  debba  sta- 
re in  una  ragion  data  alla  somma  ^  o  alla  differenza  di 
due  quadrati y  P u9h>  fatto  iaff  akra  coordinata^  e  Vat^ 
tro  da  una  quantUà  cattante  (t) . 

§•  3i«  Scoi».  Prima  di  gir.  più  ohre  ,  debbo  qui  rassodar 
due  cose-,  vhe  P  equazione  alla  parabola  si  possa  da  quel- 
la deWelUsse  derivare.  E  che,  dalT iperbole  riferita  ad  un 
suo  diametro  primaria  posnam,  fatalmente  F  equazione  fra 
gli  assintoti  raccorrei  E  riguasdo  al  primo  assunto  ponga- 
si la  (;  =  a  «—  X  neir  equazione   all'  eOisse  quassù  dichiarata 

cioè  nella  z*  =  e' ^  =  — ;  (  a'  —  j^'  ) ,  e  si  chiami  p 


(i)  11  Sommo  Eul^o  ne]  5-   no.  Voi.  II.  jinal.  de fV Infiniti ^ 
e  1  sagace  Kestner  nella  sna  Geom.   Subì,  convengono  essere  di  tal 
forma  la  generale  equazione  delt  ellisse   e  deW  iperbole ,  prenderti 
do  le  ascisse  dal  dentro  detta  fi fgura^  ed  in  un  diametro  di  essa. 
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il  paràmetro  dd  diametro  aa .  Sìtrà  ;2*  =  —  fa*  —(a — «3:)' J 


=  -^—  (  aa  —  jc  )  .  E  faceficbvi  aa  =:  od.  e  quindi  aa  *— jc 
ss:  3a  }  la  precedente  equazione  si  ridurrì^  ia  ^esl'  altra 

"*  $.   23.    df  )r  alili  ]»9d^là*  « 

$.  ^.  koitre  st^Ml  €H -,  GK  gli  ó^fiìMeM   MI'^ipdfMlb 

""^^^   4-    N'^^)  il  ^  ^mAa6s«^  ^»dpak  CA.  ste-  ìé^^  é1  iMé conftigftifò^ 

A6=  AD.  sia  e.  Sark.  pe'frianeoU  ornili  CAB.  GMH.  GA  *  Mìì  ^-^ 


^ 


GM  :  MH,  cioè  a:  e::  ^:MH  = — ^  e  quind 


.s<^« 


e'v 


*  S-   26.    Ma  è  poi*  MN*  =  — ; e',  thmme  sarà  lllH'— MN*  =  c\ 

o  ■ 

lotanb»  dai  ponto  N  a  tàn  b  2%  patattebi  àll?  òs^tdfb  Gh . 
Sarà  il  triangolo  NKH  simile  a&'  «Kw  DiCB^,  di'  6  fed^è  ; 
onde  ck>VKà>  essere  NK  Ho  KH.  E  peté^  tìùs^éààd  xj  r  le 
coordinate  GK^  KN  dètt'  iperMe  M  ^  «fiiitttìti  NA« ,  sAtliè 
anche  KH  ssjr.  Ed  eanndoy  p^  lo  pacatt^ìriBd  delle  «tfe  tlN, 
G  A,  a  rettangoto  €KH  diralkn»  kì^K^  ctms  itG*  dd  HA',  o  c<^ 
me  GB'  a  BB*  ^  suk  ìk'  sìttèdi  di  tpie^  girMidfezte  fx  i  e'  :: 

a'  +  e'  :  4',  e  c[uindi  ^0?;=:  -^(a*  -f  e'  ) ,  cA'  <»  f  ei^iiaao. 

we  air  iperbole  tra*  suoi  àsslMoU . 

*  $.   23.  S^  35.  Essendo  nella  parabola*  là  semienfinata  z=s^  ps^^ 

sarà  manifesto,  che  supponendovi  T ascissa  (^  =  o,  debba  risul- 
tare anche  lats:za.  È  se  Vi  si  pohgà  !à  0  negativa,  doserà 
divenire  imntaginaHa  la  z ,  come  uguale  à  y  —  p\h. 

*  $•  ^5-  §.  3^.  E  poiché  neU' ellisse^  rinvia  la  z  =^'^\/(a'  —  9'\ 

a     ^  ^ 
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n  fedrà  cbi«i*ameaie ,  che  allo  stanpr  della  (^  risulti  la  x;  =  e . 
£  che  que^  a  dmntì  bnm^^naria  al  prendeivi  la  m  >  a  » 
£  ciò  dee  volerò  benanche  per  lo  cerchia  Go&veiieTolmraie  * 
$•  35*  Ma  udì'  iperbole  riCerlta  ad  qd  diametro  primario 

si  rileva  la  z  =  —  .  Duoque  ponetidbvi  la  v  eguale  a  zero,  o 

ad  uoa  gran^ez^  minora  di  a  )  dwrà  farsi  la  %  imma^t' 
noria.  £  perciò,  volendo  evitare  queste  g^andezae  inmiagiDasrie^ 
dovremo  pernouitarvi  le  coordinate  di  ona  tal  Curva  ,  pon^ido 


.»— » 


i>'  =s  4*  +  — ;— ,  ovvero  9  =±  — V  (  ^*  +  ^*  )  •  I^o^che  ,  '  se 

e  v 

fiicciasi  zero,  o  negativa 4a  9 ,  che  qui  diiegna  un'ascissa  dal  cen- 
tro in  un  diametro  coniugato,  non  può  mai  divenir  zerala  v^ 
e  né  tampoco  immaginaria . 

P  O  S  T  U  L  A  T  0  '  L 

§•  36.  !•  Io  qui  assumo  per  regolo  delle  seguenti  cosfru-' 
zioni  un  angolo  costante  XPY*y  che  dinota  per  ^,  e  'Ichia-  »^^.  2. 
mo  j^ngolo  regolatore  i  poiché  i  suoi  lati  PX,  ,  PY  rappre- 
sentano le  due  date  ^  o  le  due  assunte  direttrici  4  £  propria- 
mente il  lato  PY  ,  che  quaggiù  suol  essere  delineato  in  sito 
verticale,  è  la  lÌMa  deQ(^  iadetermioale  a:  kU'  equaiMw  de  cò« 
struir^:  e  quivi  le  jt  positive  esprìmono  le  parti  dial  latoPX^ 
le  quali  procadooo  ifidefinitaménte  dal  vertice  del  ddto.aiH 
gelo  insino  ad  uà  arbitrano  punto  del  lata  PX  .  £  le  ^  po- 
sitive debboa  dinotarvi  le  parallele  ali"  altro  lato  PY  ,  che  stie^ 
no  nell'  apertura  deH'angolo  r^olatore  tra  la  linea  delle  ^,  e  la 
curva  da  descriversi .  Laddove  le  -^  ;r ,  e  le  •— *  jr  domumo^ 

esprimervi  le  rette  rispettivamente  opposte  alle  primiere  • 

4e 
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■§.  37.  II.  E  per  più  chiiffezza  di  dire  ,  i  lati  PX,  PY 
del  detto  angob  regoIaìDi'e  si  prolunghino  indefinitamente  ,  al 
di  sopra  ^el  vertice  di  esso ,  cioè  verse  X' ,  Y\  Si  vedrà  chia- 
ramente ,  che  r  apertura  dell'  angolo  regolatore  XP Y  sia  la  sede 
delle  indeterniinate  +^r+J"i  e  che  Tapotura  del  suo  oppo- 
sto X^'PY'  racchiuda  le  —  a: ,  —  j  .  Imperocché  le  —  a: 
debbon  dinotarvi  quelle  rette  indefinite  ,  che  si  troncano  dai 
vertice  del  detto  angolo  sulla  retta  PX' ,  eh'  è  il  prolunga- 
mento del  lato  PX ,  e  te  - — jr  si  imnno  a  ritrovare  in  oppo*- 
sizione  delle  +j"  ,  cioè  debbon  esser  parallele  alla  PY  ,  re- 
stando tra  la  retta  PX'  e  la  curva  ,  eh'  è  nella  parte  XTY' . 
Inoltre  nell'  angolo  XPY'  vi  staranno  le  +  a:  e  le  — f  :  e  nef 
suo  opposto  YPX'  dovran  contenersi  le  —  x  e  le  +jr  .  Le 
quali  cose  è  ben  che  s' intendano  diìaramente  da' giovanetti  ,  af- 
iinchè  essi  conoscano  eoa  distinzione  quel,  che  dovrò  dimostra- 
re ne'  capitoli  seguenti . 

§.  38.  III.  Dal  vertice  P  dell'  angolo  regolatore  XPY  e 
ne'  suoi  lati  PX  ,  PY  si  tolgano  le  4'ette  P  A* ,  P  /  rispettivamen- 
te uguali  alle  n  ^  m  ^    che   dinotano    il  denominatore  e  1  nu- 

• 

meratope  del  fratto  — ,  il  quale  spesso  incontrasi  nelle  seguen- 

ti  equaziotti  r  e  poi  si  compa  il  parallelogrammo  PA:  /i  /,  ed  in 
esso  coddttcansi  le  diagonali  kl^  PA.  La  prima  di  queste  diago- 
nah,  doè  la  /r  ^  potrà  chiamarsi  la  sottésa  déW  angolo  rego» 
latore  9  ;  e  la  altra  P  A  sarik  la  sottesa  del  suo  supplemento  PA:/i. 
Quella  dovrà  essere  uguale  a  ^(mm-^-  nn — nmn  .cos.  ^),  e  quest' 
altra  dovrà  eguagliare  \/(  nim+  nn  -f  ^wn.  cos.^).  Ed  io  per 
geuralità  di  concetto  pongo  la  r:s:)/(mm+nnrk2mn.cat,^y 
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$.  3^.  IV.  Se  nel  lAto  PY  deU'angok^rf^ojalore  :^PY  ^'ior 
tendan  tolte  da  P  verso  Y,  le  p^rU  ra^pir^utaoti  ^  J'^  e.  poi 
le  X  siea  le  parallele  all'  altro  lato  PX  ,  restando  comprese  tra: 
la  PY  e  h  curva  da  deKitTìersì  v  quasiché  far:  jr  dinotassero  lo 
ascisse,  e  le  a*  le  applicate;  dovrem  dire»  cbele^è  kordi 
questo  caso ,  e*' quelle  del  $.  87  sten  commutate  fm  hro  :: 
a  die  le  une  oppaHemgami  alla  patte  mUma  déUa  eurvay 
e  le  olire  alt  estema .  G)sì  nella  curva  X^MN  le  rette  PNy 
NM  vi  dinotaDo  ha  jo  ^  jr^  mmei  diatnzi  ho  detto  ^oma  confH- 
la  il  parallelo  gcammo  N/9  saranno  P/3  ,  /9M  \t  jr^  x  . 

$.  4^*  V.  Se  rafppficafa  MN,  ck^esprìmésiperj^^  si  pm^ 
lunghi  olire  la  linea  PX,  sinché  h  parte  adonta  NS  sia  tt«- 
guale  ad  una  data  vetta  g  ;  Falera  MS  sarà  uguale  ady  -f^  g, 
come  r  è  chiaro  •  Ma  rapportando  alle  due  (direttrici  PX .,  PY 
la  retta  NS;  quesia  dovrà  dinotarsi  per  -^  g\  poiché  da  quan* 
to'  si  è  detto  qui  sopra  *  ben  si  conosce ,  che  la  NS  ritrovane  *  5.  3  j, 
dosi  ira  le  appficate  negative  debbar e^srìmersi  per-»^  g*  £  cosi 
pure  togliendo  daUa  MN,  e  dal^  punto  N  h  retta  NT:;rg  ;  sarà  la 
rimanente TM taif-*^ g w  Lmkh^e ia mederimafiT ,  per  es^ 
sere  watapp^aia^  che  rapportasi  aUe  diohettrArPX,  PY,  ed 
è  rinchiusa  nell'  qiertura  dell' angola  regolatore  ,  sofà  +  S*  * 

LEMMA    t. 

r  a  o  i  X.  E  M  r« 

§.  41.  Dato  Fangplo  regolatore  XPY*,   i  cui    ""J^^,  ».. 
lati  PX ,   PY  sicno  le  direttrici  delle  a?  ,  v ,   e  T 
punto  P  il  principio  di  tali  grandezze.;  vu<d  ritro- 
varsi il  principio  d^Ue  nuove  cocwdinate  vt^  Zy  che 


Gap»   2.     ftió 


Trattmo  ^  Atxxmicù 


ove  le^,  g  disegnino  due  i-ette  date  :' 

SoLUs.  Sappdniatno  y  che  db  6¥Miko  deV- ascissa  ti  sva* 
nisca  tziandioT  applicala  2,  coìrne  interviene  lalk  coordinata  del* 

*  5.    33.    la  parabola ,  di  cui  qaì  sopra  ho  ragionato* .  Sarà  diiaro ,  ohe 

facendovi  la  t;  sa  o,  debba  essere  anche  il  auo  valore  .r^-^tto, 
e  quindi  «r  sn  -^^f*  £  poiché  si  è  lupposto  ^9  che  in*  tal  caso 
dd>ba  svanii;  benanclie  F  applicata  z^  sarà  pure  il  suo»  vaiò* 
re  ^  +  g  c=,a  j  e  con  ciò  1&  jr^ps;>-*^g .  Dunque  rapportandosi 
alle  direttrici  PX  y  PY  cotesto  pritwpio  della  u  ^  z  t/ovm 
dirsi  y  che  le  sue  coordiMOte  debbano  essere  le  parti  costan- 
ti de'ioro  i^ahri  oc  +/,  erf  j  +  g,  aj^tie  di  ooni^ariti  ae- 
gnoy ctóè  le  ,-h-/^,  e..—  g. 

Sbppoiiiaina    in  seoont^  lu0go  ^  che  svan^do  una   deUè 
coordìuaite   i^  y  z  Y  altra  noa    div^tl  2Qro,  e  .né    taitopOcó  vk* 

*  $.   35.    suhi  iknmaginaf ìa  *  •  E  9Ìa  <^.  Quella  4;he  ivmiaea  «  Stura  ciwm 

prima  or  4-/3:50,  e.con  dojpad.-r*/^  InMMo  k  s  amicbè 
-svaniMt  iniietQ(^.«ieeUftj#  ^^ow^diAPzi  F.ahtHfttrt  iHljqweUàv^.dH 
Vinti  tigualè  àdy^f  g^  ^afamque  si^'  la  grandeasfia  d^leipiìfia* 
ta  y.  Sarì^'obia^a,  dà  q/^  che  ho  dimortniio  («ecedrtitoafeeiH 
te  ,  che  r  estremo  della  retta  g  debba  avere  la  —  g  per  ordina- 
ta ,  qualcHra  il  rapportiamo  afle  cKreétrid  PX  ,  PY  •  Dunque 
anche  in  quesf  aUroi  oasc^  dovrà  cougludersi  tutto  quello ,  che 
.nel  primo  ho  inferito  « 

%.  42.  Covromviam  iGcombtiuca  wl  prqìwma 

*  Tfg.  a,  <3o«r»OT.  Ded  ifcHtce  P*  delfdngóló  regolatore  XJPY,  « 

^io/^a  d»  «m/  Im»  PF  i^  iiee<<»  PE  a»/,  la  quale  ttìu  in  ju* 


M^LOOGBI  SOtlOt 


3ii      Gap.   ti. 


io  Jato^  q  nel  suo  prohagainenio ,  iesenJoehè  In  gmnékz^ 
Ul  costante  f  sia  negaiis^y  o  posUSva.  E  smilinefitè  dallo 
stesso  punto  'P^ed  m  stdF  altro  lato  FY.  del  dettò  angolo^  si 
tronchi  la  parie  POtog;  ed  ella  stia  in  esso  lato  PY, 
o  nàl  suo  proluiègfU^ento  PY%  secondochè  si  osservi  esser 
la  g  negdtkay  o  positiva  •  £  poi  dalle  dae  rette  PF,  PO 
si  compia  il  paraBelagrsumno  POCF  •  //  ponto  C  sarà  il 
richiesto  principe  delle  coordinate  «^^  2;  e  la  linea  delle  v 
sarà  in  quel  hUo  del  detto  paraUetogrammo ,  cK  è  paratie^ 
lo  alla  linea  dette  ec ,  e  conduoesi  pel  principio  suddetto . 

Dm.  Emendo  k  rette  PN  =  dr^  e  T  akm  PFes^,  sa- 
rà CS  =  PN  +  PF  =  a:  +/.  E  per  esser  benanche  NM  =/, 
NS  =  g ,  sarà  MS  =±  MN  +  NS  =::  J^  -f  g  .  Dunque  le  coor- 
dinate CS  ,  SM  saranno  rispettivamente  uguali  alle  x  +fy 
^  -f  g.  E  prendendo  nel  lato  PY  dell'  angolo  regolatore,  e  dal 
suo  vertice  P  b  retta  P V  i^uaie  a  g ,  e  coilipito  il  parallelo- 
grammo  PVGF  dalle  due  PF,  PV,  si  dimostrerà  come  sqpra 
dover  essere  GT ,  TM  rispettivamente  uguali  alle  x  ^  f  ^ 
j  ««»  g ,  Ed  «tù^  te  ^  si  ttoncki  in  sol  lato  PX  ,  dd  ptm* 
to  P,  la  retta  Vtf  uguale  ad  y,  e  poi  si  compiano  i  parallelo- 
grammi POcy,  ^  gfy  saranno  cS  ,  SM  rispettivamente  u- 
gudi  ad  *— /,  r-hg;  è  fe  aMi-e  gt,  TM iiguali  ad jc  — /, 
y  *(*•  g  ii^p^K  iHiétìiè  . 

§.  43*  Con.  I.  L'addotta  costruzione  di  questo  Lemnìa, 
per  r  insigne  utilità ,  che  in  se  "  racchiude ,  può  proporsi  nel 
sdguenlv 

Civoms  :  //  principio  delle  v ,  z  rispettiifamesite  uguali 
à^  hinomj  x  ^f  >  /  +  ^j  ^  rapportate  clF angolo  regolatore 
XPY,  d&e  amre  .per  srn  cootdbuae  ìe  pani  costantPJi  si^ 


«•t^  " 
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fatti  bhtomjy  die  sieno  affette  di  contrario  segno^  cioè  — /, 
-•^  g.  E  la  linea  retta deUe  appUeaie  v  do^rà  condursi  dal 
detto  principio  parallela  alla  PX  linea  delle  x  .  E  ionio 
sarà  il  dire ,  si  prenda  il  punto  G,  che  abbia  per  sue  coor^ 
dinate  le  rette  — /,  -^  ^  ;  quanto  effktth^amente  esibirlo 
colla  /orinazione  del  detto  paraUehgrammo  POGF,  E  tana 
cosa  potrà  usarsi  per  V  altra ,  come  piace  altanalisia. 

§.  44*  ^^*  ''*  li  princìpio  ddle  ìndetermiiiate  ^^  z  può^ 
essere  allogato  nell'  apertura  dell'  angolo  regolatore  ,  io  quella 
del  soo  oppòsto  ,  o  in  ciascuna  degli  altri  due  angoli  laterali  p 
la  qual  cosa  dalla  sola  ispezione  deOa  figura  ben  si  comprende  ^ 

L  E  M  M  A    n. 

PR0BL.E1IA.. 

§.  45.  Dato  r  angolo  regolatore  XPY  ,  a'  lati 
del  quale  sì  rapportino  le  coordinate  Vy  z  rispettiva- 
mente uguali  alle  grandezze  ~(»+/) ,  edj)r+g+~5 

rinvenire  il  principio  delle  v^  ,  z  • 

Qui  le  quantità  m,  n^  f\  g  sono  costanti,  e 
comunque:  e  dee  essereh r=\/(ìn+n''±2mn.cos.^)^ 

SoLuz.  Pongasi  uguale  a  zero  h  Tarìabile  y.^  cioè  il  suo 
valore ^ x  ^f)i=zo\  sari,  come  nel  lemma  prec,  x  sa  — yL 

Ed  in  tal  caso  dovrà  esser  la  z  ^sjr  ^  g iL.   poiché   sL 

ri- 
vuoi [orre  — •/  per  ^r-  ia*  quel  tnooniio  •  ìhfDqp» ,  dn  quant» 


te'tUÓCHI   SOLIDI 
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—^  ) ,  e  potrà  geometricamente ,  ed  in  facìl 


si  "è  detto  qui  sopra  ^ ,  il  principio  delle  nuove  variabili  p  ,  z 
rifiorito    alle  direttrici  PX,  PY  avrà  per  sue  coordinate  le  due 

modo  esibirsi. 

Ma  per  conoscere  la  lìnea  della  v  ,  la  quale  non  è  paral- 
lela idla  FX ,  come  in  quel  lemma ,  facciasi  la  a:  =  o  /risulterà 
la  z:=ijr^g.  E  sarà-^jp,  <x>me  si  è  detto  quassù*,  Tordi* 
nata  dell'  estremo  della  retta  g^  Dunque  dovrà  esser  dato  queir 
altro  punto,  che  rifiorito  alte  medésime  direttrid,  abbia  per  sue 
coordinate  o^  —  ^  ;  e  si  potrà  anch'  esso  geometricamente,  ed  in 
&cil  modo  esibire  •  £  perciò  :  ia  retta  ,  che  si  conduca 
per  questi  due  punti ,  f  uno  che   abbia  per  coordinate  ^^f^ 


(8 


sL\' 


n 


);  e  r  altro  le  altre  o, — g,  sarà  Iz  linea  delle  sf. 


$.  43 


5.  40. 
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CosTHux.  Supponendo  la  m  si  o ,  i  valori  delle  v  y  z  Ai- 
verranno  rispettivamente  uguali  a'  binomj  x  ^Jrf^J  +g  del 
precedente  lemma.  E  perciò,  cogli  artifizj  prescritti  nella  costru- 
zione di  esso,  si  foroB  dalle  grandezze  costanti  /,  g  una  figura 
parallelogramma ,  qual  si  converrebbe  alla  precedente .  Ed  ol* 
Ire  a  ciò  da  quelF  aiuolo  di  tal  figura  ^  eh'  e  in  sulla  PY  ,  si 
meni  la  parallela  alla  sottesa  dell'  angolo  regolatore ,  o  del  suo 

supplemento  ,  secT)ndoche  il  iratto sia  positivo  ,  o  negativo  . 

Cotesta  parallela  sarà  la  linea  delle  sfi  e't  principio  di  es-* 
se  dovrà  essere  quel  punto ,  Oi^e  la  detta  parallela  incon*- 
ira  il  lato  di  quella  figura ,  il  quale  è  equidistante  dulia  ÌPY» 


.  4. 
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DiM.  Essendo  i  triangoli  SOD  \,  COH  simili  al  triangolo. 
P  /r  / ,  come  ciò  ne  appare ,   dappoiché   avtemo  tirata  jjer  k> 
punto  O  la  retta  HOD  parallela  alla  A  /  sottesa  dell'  angolo  re- 
golatore XPy,  sarà  Pk  :  kl  ::  OS  :  OD  ::  OC  :  OH  ;  e  quia- 
*i2.  El.  V.di  Vk  :  kl  V.  CS  :  HD  *  .  E  ne'  sìmboli  di  queste  granAate  a- 

r 
vreiDO  n  :  r  ::  jc  +/;  HD  ,  che  sarì^  uguale  a4  —   (  ^  +/)• 

E  per  essere  PA:  :  P/  ::  OS  :  SD  ,  cioè  ni  mix  i  Su  ^  sarà 

SD=^,  ed  MD  =  MS^.SD»^  +  g+^.Dunq^^le 
ft  fi 

coordinate,  che  à  richieggono  nel  caso/  die  aien  positivi  i  tet^ 

mini  y ,  — .^  ^  gr ,  ^i  — .-  ^  debbon  essere  le  HD  ,  DM  • 

E  se  mai  peU'espre$sion  dell'ordinata  sia  negativo  il  termine 

—  ,  cioè  a  dire  se  una  tal  retta  sia  uguale  ad  ^  +  g  -^  — ^ 
.  n  n 

dovrà   condursi   per  lo  punto  O   la  retta  H^QD^  paraHela  alla 
sottesa  del  supplemento  dell'  angolo  regolatore ,  cioè  alla  retta , 
che   congiunge  i   due  punti  P ,  A  .   E  si  dimoi^rerà ,  come^ 
qui  sopra,  che  il  punta  H'^  sia  il  principia  ddle  coordinate  H^D^^ 

^^  Itti  Af^ 

P^'M  rispettivamente  uguali  ad  —  (Jj^  ^)  edjr+g—  —  ^ 

E  così  dovrebbesì  per  altri*  casi  ragionare  • 

5.  4?*  ^0^-  ^«  L^  presente  ricerca  può  ridursi  a  qodla  del 
precedente  lemma  ,  col  supporvi  la  m  ss:  o,  e  quindi  r  bc  n*  E 
sol  dovrebbesi  di  poi  condurre  quella  parallela  alla  sottesa  ddl^ 
angolo  regolatore ,  o  del  suo  supplemento ,  secondochè  nelT  e* 

mx 

spressione  dell'ordinata  siavi  positivo^  o  negativo  il  monomio-'—  • 

Anzi  in  un  più  &cil  modo  potrem  riuscire,  ch'è  il  s^uente» 
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C.    48.  Cor.  lu  Si  trassi  un  punto  ^  che  riferito   alle    *fg'  a- 
proposte  direttrici  PX  e  PY  abbia  per  coordinate -^  f  ^  e 

—  r  fir  -^  -^  }  •  E  da  un  tal  punto  si  tiri  la  parallela 
alla  sottesa  delV  angolo  regolatore ,  o  del  suo  supplemen- 
to ,  secondqqhè  sia  positwo  il  monomio ,  o  negativo^ 

Questa  retta  sarà  h  linea  delle  v  y  e  quel  punta  il  principio 
di  esse .  Iroperocctiè  essendo  FH  =  g  — •  -j^  ,  FC  =  g,  sa- 
rà CH  =-Sl,  cioè  CH  :  film:  n,  ovvero  CH  :  CO  ::  ^l.Vky 
n 

e  quindi*  sarà  l'angolo  CHO  ,  o  il  suo  alterno  HOP,  uguale* 6. El.  "VL 
all'altro  P/A:;  e  con  ciò  la  retta  HOparaUeb  alla  sottesa  Ik. 
5.  49-  ^1^*  "^*  La  retta  HOD ,  die  ho  condotta  per  O 
parallela  alla  sotte^  deir  angola  regolatore  ,  incontra  ne'^  punti 
H,  Q  i  due  lati  FC  ,  fc  de' paraUdogramiai  POCF  ,  VOcf. 
E  la  parallela  menata  per  lo  stesso  ponto  O  alla  sottesa  P  h  del 
siip|)l^ii|ento  del  detto  aiuolo,  doè  la  ratta  H^OD^,  incontra  ne- 
gli altri  punti  H^,  Q^  i  medeMui  laliFC)  F  e.  D|inquei^^i]^ittrp 
punti  H,  H^,  Q,  Q^  saranno  i  rispettivi  prindpj  d^  coordinate 

-(/+^)  ed/ +  g +-^  ,  —  (/+ X  )  ed  7 +g  — --- , 

cioè  deUe  rette  HD ,  DM  ;  WV  ,  IKM  j  QD ,  mi  -,  Q'D' , 

D'M ,  che  da  queHe  grandezze  sono  rìspettivamente  espresse.  E 

lo  stesso  dicasi  per  le  altre  quatta-o  ceppie  di  coordinate,  che  al- 

la  parte  sinistra  della  XX^  debbon  cadere . 

§.  5o.  ScoL.  Se  nell'  espressione  dell'  ordinala  siavi  un  ter- 

4i 
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mine  ± ,  qual  tì  rmvieae. nel. proposto  trinomio/ +^± ' 

n  TI 

r 
la  corrispondente  ascissa  dovrà  avere  per  coefficiente  iliratto  — ^ 

*  5.   38.     essendo  *  la  r  ac  y  (  wj*  +  n*  *  am/i.  cos.  9  ).  Imperocché ,  se 

r  espressioni  dk  tali  coordinate  suppongansi  essere  7  '=^  g  »f  , 

X  +/^  le  rette ,  che  queste  dinotano ,  dovranno  essere  le 
MD,  CS,  che  non  posson  convenire  neMoro  estremi  i) ,  S;  ed 
,un  tal  incontro  aUa  posizione  delle  coordinate  conviensi  neces- 
sariamente .  Dunque  non  ^potrà  x  ^f  dinotarvi  quell'  ascissa  . 
:£  nello  stesso  modo  può  &rsi   questa  dimostrazione  indiretta  , 

be  in  quel  trinomio  àa,  negativa  la  g  ,  o  la ,  o  amendue 

queste  grandezze . 

POSTULATO    n. 

^.  5i.  Un'espiazione  <[aadratica  ,  che  conten- 
da le  due  indeterminate  s^  y  y^  può  generalmente 
^primersi  nella  seguente  forma 

y+  ^i^  +  /3/«yx'  +  Jx+4  • W 

rimettendo  al  primo  membro  ^  e  quivi  ordinando 
tatti  que'  termini  di  essa,  che  contengono  la  y^  ed 
al  secondo  i  rinianei^  •  JE  se  mai  oote^  equazio- 
ne sia  mancante  del  secondo  termine,  cioè  ,di  quello, 
iche  racchiude  il  prodotto  delle  x^  y  ^  eUa  potrà  di^ 
notarsi  per 
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£  quest'  equazione  per  legge  di  metodo  deesi  coa* 
siderar  prima  di  qaell' altra  • 

Dilucidazione.  Il  solo  comenfo ,  che  può  recarsi  a  que- 
sto postulato ,  è  che  i  coefficienti  de'  termini  dell'  equazione  W  , 

i  quali  successivamente  esprìmonsi (1)  pe' simboli-—^,  fi^y^^y^j 

sicDO  grandezze  costanti  e  comunque,  cioè  intere  o  fratte,  ra- 
zionali o  irraizionali ,  positive  o  negative \  Ma  nd  costruir  geo- 
metricamente la  detta  equazione ,  i  mentovati  coefficienti  deb* 
bono  avei'e  (a)  una  giusta  dimensione  ',  se  pur  nella  sua  gene- 
si non  siasi  assuntk  qualche  retta  uguale  all'unità.  Vale  a  di- 
re le  cnrandezze  —  e  y  debbon  essere  di  niuna  dimensione. 
^  n  ^ 

eome  son  per  appunto  i  numerii  volgari^  o  i  rapporti  di  grandez--  ./^^ 

ae  date  •  I  coefficienti  ^ ,  2  contecranno  una  sola  dimensione , 
cioè  a  dire  debbon  esser  grandézze  lineari  •  E  finalmente  la  t  f 

convien  che  aa  di  due  dìmensiònr ,  come  T  è  un  rettangcJo  dato, 
e  un  quadrato  .  E  sebbene  F  equazione  W  potrebbesi  jwoporre* 
in  una  fcnna  più  generale,  e  per  più  usi ,  qual'è  la  sdente- 
Aj'+Bx^+Cx'+Dj  +  Ear  +  Fsso; 


(1)  Ho  adottato  per  coefficienti  generalf  dé^termihi  dell^'eqaazib* 
ac  "W  le  lettere  del  grocor  alfabeto,  per  dìitin(piere  fueste  gencricfiv 
grandette  da  qneDe  particolari  e  determinate,  che  io  uso  negli  esem- 
pj ,  che  le  dinoto  per  le  lettere  a ,  i ,  e ,  etc.  dd  nostro  alfabeto  - 

(2)  Yi  è  qualche  moderno  analista ,  che  asserisce  ìe  riduzioni 
di  cotesti  confidenti  in  numeri  esser  preferibili.  E  ciS  parmi*  detto 
con  innavvertenza  :  poiché  chi  mai  non  vede  ,  che  in  tal  modo  pò- 
trebbonsi  assegnar  rette  uguali  a^  quadrati,  e  che  si  estinguerebbero 
i  rapporti  irrazionali  dalle  geometriche  grandezze  t 
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pure  con  ovvie  eieòieiiSarì  operazioni  potrà  àà  quesla  riflrarsi  k 
W ,  che  ho  proposta  nel  presente  postulato ,  e  die  panai  al  mio 
disegno  ben  conveniente  «  In&tti  dividendo  per  A  V  anzidetta  equa- 

zione  ,  i  coefficienti  -— ,  /3,  y,  J,  <  saranno  rispettivamente  u- 

n 

.     B       €      . 
guali  ai  seguenti  fratti  —  ^  —  ^ 


D 


E 


A 


PROPOSIZIONE    I. 


TEOREMA. 


{•Sa.Ciascuna  deUe  due  equaEioni  V^W,  cioè  tanto 

« 

può  trasformarsi  in  un'  altra  ,  eh*  è  pàriforine  aHà 
z'=Av'+e'.  Ove  k,  e*  smio  grgttadezze  cóitànti,  e  le 
z ,  V  posson  dinotarvi  le  coordinate  di  una  locale. 

Dai.  Part.  1.  Conipiasi  il  quadrato  dd  i*  meihbrt  del- 
l'equazione  V,  ed  un  tal  c(«npuneàto  à  &ggi«hgà  al  h*,  «  avrà 


t^uak 


47 


.  Dun- 


que r  equazione  A,  con  questo  valore  di   quel  binomio  diverrà 


«1 


E  ponendo/  +-^  =  z^a:+  --=:  v,  ed  ^^'.—  —  +s^'i 
l'equazione  V  dorrà  ridursi  nella  seguente  aV=y^*+  e^. 
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Pakt.  II.  Si  oonipMi  il  quadrato  dd  t^  membro .  clell^  e^^ 
akttie  tv  ,  ed  «fi  tal  «ompioieiito  aggiungasi   al  il^.  ,  »  anà 

E  ponendo ,  per  brevità  di  calcolo  ,  V+  —  =  p,  d  + —  =:^  , 

^  l^S^  -f  8  =  e  ^  come  si  è  praticato  nel  $.  3 ,  sarà 
4 

«scudo  tt  Wnooi» /w' +  <7*  »<»«n8  ^'*«"  *' *^  ^^^^  : 

uguak   a  p  (  *+  ^J— ^-  *^  .!*  1^  ^  ^***^  ^"^^ 


.9 


espressiom  e  loenuca  ^-^\^-  t"^^  ,  -  i—  - 

a^òmento  dee  conveniri«  in  virtìi  del  J.  So,  aflSndiè  le  gran- 
dezze rinchiuse  ne'vincoK  dell'equazione  ì>  possaiio  dinotarvi  le 
coordinate  .*  Dtóicplfe  *tìA e  ^ 

Ed  ts^tkMMdo  iper  «  a Irinoni» /•♦•*;;;"  + ^^  1  P»*» 

n        "i    ^  V 

Mila  parte -I..  si  i  tondiuiK) , . *' =  -j^v  .+  e  . 

§.  53.  ÙÉF.  II.  tJtf  equtóictoè  quadràtica  a  due  tedeter- 
xoinate  dicesi   ridotta  i\  Co^ttuibU  forma  ,   se  ie  tadici  di 
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proposizioni:  n. 

PROBLEMA* 

§.58.  Data  un*  equazione  quadratica  a  due  iade- 
terminate,  che  non  siasi  ridotta  in  costruibil  forma» 
vuol  cpnosGBFsi  da' suoi  termini  ami  debba  essere  1^ 

■ 

sufi  Ipcale,  e  si  vogUoqo  esibire  CQtesù  crit^rj  , 

SoLuz*  Si  h  veaulo  nella  4iwQSlra^e  Al  precedente 
teorema  ,  che  V  equazione  W ,  qualor  si  cqiofk  il  ^u^^^to 
del  i^  membro,  ed  un  tal  compimento  a^ungasì  al  u**,  deb- 

...     •  '  '  PUH  ■.    ■     -  ■  '»     '  tttB  '      ,  I 

ov'e  la  p=— -+y,  la  <7  =  J+----,  eh  «  =  -j/3  +  «> 

Uri  il  4 

Or  io  vi  aggiungo  ,  che  la  grandezza  p  ,  che  ho  detto  poter^ 
sì  chinuv^  eoeffio6mt9  earatteriséico    delF  equazione  ,  deb- 
ba  decidere  della  natura  deU^  locale   di  essa  .  Ed  ecco  il  ca-» 
none ,  die  ^i  propongo  ti  t4.  eggelto  ,  e  per  amendue  F  equa- 
zioni W  •  U  .  Cioè 

Pàrt.  I.  1J  equazione  W  d^  avere  per  locale  una  pafa*- 
boia  ^  )|D  el^gs»',  a  qa' iporb^e ,  ^emdockè  jt  sui(  co0hwy- 


min 


te  caratteristico. p,^  cioè  —r—^  +  j-^  sj^  ;5eifp,  .Mgativp^  oppu^ 


nn 


iwo.  E  quesjfc' iperbole  dovrà  riferirsi, ai  un  suo  dlameti>o  pri- 
mario ,  o  secondario. ,   secondochè  sia^'  negaiisfa  y  o  positivo  il 


binomio  «•—  -^.  (  Vegg.  i  §§.  26  ,  27.  )  - 

Part.  h.  e  cosìr  pure    V  equazione  U  ,  cioè  j'  +  i?^  = 
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yx^'\'ix  +  B^  avrii  per  sua  locale  una  parabola,  un'  ellisse,  o 
un'  iperbole  ,  secondochè  il  coefficiente  della  x^ ,  cioè  la  gran- 
dezza 7,  sia  zeit)',  negativo,  o  positivo.  Ed  ella  sarà  un  cer- 
e  hio ,  se  mai  sia  r  =  —  *  j  e  retto  ¥  angolo  delle  coordinate. 
Part.  ih.  Finalmente  l'equazione  W  si  apparterrà  ad  un'i- 
pei*ko!e  fra  gli  assintoti,  se  in  esaa  manchino  amendue  i  quadra- 
ti delle  indeterminate  x  ^  y  \  cioè  a  dire ,  s' ella  sia  concepita 
ne'seguenti  tei*mini  xy  +  /3;^  +  ^«^  =  «  •  Imperocché  risolvendo 
in  fattori  il  primo  membro  ,  si  avrà  l'equazione  («r-f-/?)  (7*+^) 
=  6-f /3$,  eh' è  pariforme  alla  vz^=zp*  del  §.  38. 

m 
§.  59.  ScoL»  I.  L'equazione — j'  +  «^  +  /?;^  +  J^=è, 

r 

che  colla  luce  del  problema  precedente  vedesi  appartenere  ad 
un'iperbole  rapportata  ad  un  diametro  di  tal  curva,  può  rife^ 
rìrsi  all'  iperbole  tra  gli  assintoti  nel  seguente  modo .  Si  divida 

per  lo  binomio  /•  +  J  la  data  espressione  — y^-i^xy-j^fy^^Sx. 

Dona  essere  l'altro  di  lei  fitttore  uguale  ad  — ^^^^^ Jt , 

se  quell'espressione  abbia  questi  altri  due  termini  ìfi.  —  *--  ^. 

71 

La  qual  cosa  ben  si  conosce  daH^  eseguir  f  indicata  divisione 
Dunque  aggiungendo  1  due  termini  /3$ ,  e S^  al  primo 


3. 


m 
n 

e  secondo  membro  dell'  equazione  proposta  nd  p 

sto  scolio ,  otterremo 


cioè  

4a 
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Tkattàto  analitico 


*  $.  59.      ^  perciò  riduccndo  quest'ultima  equaaone  in  cottroibil  Ibisna*, 
sarà 

^.  60.  ScoL.  li.  Ma  questa  ricerca  avrebbesi  potuto  isti- 
tuins  con  un  metodo  diretto ,  sebbene  meno  dementare  del 
utacedente  .    Cioè   il    prodotto  xlelle    due   ^ndezze   /  +  ^  9 

ed  — y  ^  jcr  -|-  j3  4.  ^  ,  suppongasi  uguale  ad  ^\B^  ore  le 

A  y  B  sien  grandezze  costanti  da  determinarsi .  Sarà  ,'  fatta  la 
moltiplica  di  que'  due  Ettori , 


E  togliendo  da  quest'  equazione  quella  ,  eh' erasi  gii  proposta, 


cioè  - — y^  +  jx  +  /S/  +  ìx  =  «  ,  resterà  Jy  -^   —  ? 


LT 


j^^^j^Al'ss.B.  Ove  pareg^ando  i loro  termini  analoghi,  si ot- 


m 


terrà  ^  4.  -^^  Jy  =  a,  e  /tó  +  urfi  =  jB,  Or  4a]la  prìuia*di  %m 


m 


avremo  irf==— 

aome  si  è  conchkno  nello  scolio  i. 


m 


J,  e  per  la  seconda  sarà  B.=  fiS^^ —  5% 
n  n 
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CAPITOLO    III. 

CoSTAUZIORK   GEOMF.T!lICA   D£Ll' EQUAZIONI     QUADEATICBE 

4   DUE   INDETERMINATE.      , 

§.  6i.  Un' equazione  quadratica  a  due  indeterminate ,   che 
co' princìpi  del  Capo  ii.  siasi  ridotta  in  costniibil  forma  ^  sì  ve- 
drà ap|)avtenere  aduna  curva  comesi  data  di  specie  j  e  di  gran^ 
dezza  .    E  se  d  fermiamo   alquanto    a  considerar  cotesta  cur* 
va,  conosceremo  eziandio,  che  vi  debb' esser  data  la  sua  po^ 
sizione  con  due  proposte  direttrici .  Che  anzi  poti'em  rilevare 
eìò  ,  che  nel  prmcipio  di  quest'  opera  ho  asserito  ,  che  :  la  ri^ 
cerca  de  luogJit  solidi  sia  un  problema  posizionale  ;  e  prO' 
priamente  il  problema  inverso  di  quelV  altro ,  in  cui  la  na^ 
tura  di  una  cwva  conica  si  suol  tradurre  in  equazione.  II 
grande  Apollonio^  sin  da'  tempi  rimoti  della  Geometria  percepì. 
un  simile  riducimento  ^  quando  da}  contemjJare  il  problema  del*- 
1«  quattro  rette  concepì  qùell'  elegmtissimo  teorema  ,  che  Pap- 
po ci  trasmise  neUe  sue  matematiche  coUezioni ,  e  che  or  pro- 
pongo ne'  seguenti  termini  :.  «S'è   diansi   di  posizione  quattro 
rette  giacenti  in  un  piano  ^  e  da  un  punto  esistente  in  tal 
piano  cadano  in  esse  altrettante  rette  sotto  dati  angoli  ,  e 
talmente^  che  sia  data  la  ragione  del  rettangolo  di  due  di 
queste  incidenti  a  quello  delle  altre  due  ;  //  detto  punto  do- 
¥rà  ritrovarsi  in  una  curva  conica  data  di- posizione  :  o  per 
servirmi  della  frase  delle  greche  scuole,  punctum  conUngit  pò- 
sitione  datum  locum  solidum^ 

$.63.  Ma  quali  artifizj  dovranno  impiegarsi  per  una  tal 
ricerca.,  la  quale,  e  per  le  gravi  fatiche ,  cui  ne  impegna ,  e 
pe'  tanti  ingegnosi  e  diligenti  geometri ,  che  le    han  sostenute  , 
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pare  assai  malagevole ,  o  sublime  ?  Quelli  per  appunto  ,  eh'  io 
alla  fine  de'  due  lemmi  problematici  proposi ,  e  che  ora  rin- 
chiudo in  un  solo  e  distinto  ab]x)zzo .  Ridotta  in  costruibil 
forma  una  di  coteste  equazioni  (  per  lo  qual  riducimento  e- 
sigonsi  operazioni  elementari)  si  {vedranno  emergere  r espres- 
sioni delle  coordinate  della  richiesta  cwva  conica.  E  pò- 
tendosi  geometricamente  esibire  un  tal  punto  ^  da  esso  do-^ 
vrà  condursi  una  parallela  alla  linea  delle  Xj  o  una  cer- 
ta inclinata ,  secondochè  la  proposta  equazione  sia  man- 
cante del  secondo  termine  ,  o  ne  sia  completa  .  Una  tal  co- 
struzione sarii  qiil  appresso  recala  più  distintamente  per  i'  un 
caso,  e  per  \  altro.  £  ne  aggiugnerò  un  nuovo  teorema ,  il  qua- 
le assicura,  che  la  data  equazione  non  si  appartenga  a  quel  so- 
lo arco  della  locale  ,  ove  son  positive  le  x  ^  y  ^  come  altri 
suol  dire  (1);  ma  all'intero  perimetro  di  tal  curva  ,  ancorché 
questo  difendasi  alf  infinito  :  come  \  è  de'  due  rami  curvilinei 
ddla  parabola ,  e  de'  quattro  delle  due  ip(H:boU  opposte  • 

PROPOSIZIONE    IIL 

PROBX.BMA> 

* 

*/fif.  2.  5.  63.  Dato  r  angolo  regolatore  XPY*,  o  date 

di  posizione  le  due  rette  PX ,  PY ,  che  debban  es- 
sere le  direttrici  delle  due  indeterminate  x  ^  y\  si 
vuol  costruire  un'  equazione  quadratica ,  che  conten- 
ga queste  iudetenninate ,  e  sia  mancante  del  secon- 

*  S-  5i.     ^Q  termine,  che  io  espressi  generalmente ^  per  la 

/'  +  /ar  =  7'a:'  +  ìjc+« .  .  .  IT. 


l^TiL 


(1)  Vedi  la  nota  corrispoiìdenie  al  $.   ii. 
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Anàlisi  di  uri  tal  eickkca. 

L'equazione  U  ridotta  in .  coslniìbii  forma  pel  teorema  i. 
deesi  trasfomiaie  in  quest'  altra 

1  1  ^ 

ove  i  binomi  y+  —  fi  ,  a:  +  — — — rinchiusi  ne' due  vìdcoB, 

che  vi  osserviamo ,    dovran  dinotare  le  coordinate  della  curva 

conica  * ,  che  si  domanda  .  E  le  parti  costanti  di  questi  bino-    *  5*  ^^^ 

m)  ,  le  quali  sieno  aflitte  di  contrario  *  segno ,  <:ioè  -' /3,    «  5.  43. 


li 

e  •—  — • —  ,  saranno  le  coordinate  del  centro  di  una  tal  cur^ 

va ,  o  del  vertice  s' eOa  sia  una  parabola .  £  potendo^  geome^ 
tricamente  'esibire  cotesto  punto  ,  per  esser  date  le  sue  coordi- 
nate rispetto  alle  direttrici  PX  ,  PY  /da  esso  dovrem  condur** 
re  nell'un  caso  ,  e  nelT  altro  la  parallela  alla  direttrice  PX  :  e 
quella  retta  sarà  il  diametro  della  detta  curva  > 

Inoltre  co' criterj  esibiti  ndBa  proposìz.  n,  e  dal  valore  die 

.     ■  \  '■                                     i             J*  •       • 
ne'  casi  particolari  dovrìi  avere  tanto  il  trinomio  -^  fi*  —  -7 1*  ^9 

che  il  coefficieRle  y  del  secondo  de' detti  vincoli ,  potremo  co* 
noscere  qual  sia  cotesta  curva,  e  con  quali  determinaziom  con* 
verrà  descriverla  .  Ed  essehdo  geometrico-arialitica  una  tal  ri- 
cerca  ,  dovrem  soggiogner^i  ctm  ^eleganza  la  coinpcrslzioie  geo-^ 
metrica ,  e  p<H  illustrar  queste  cose  cogli  esempj . 

Composizione  G£oiiETaicA  4)el  problema  • 

^.  64*  CosTRuz.  Dal  vertice  P  del  dato  angolo  regolato^ 
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re  ed  in  sul  lato  PX  si  tolga  una  retta  ueuale  ad  —  •  —  ,  se 

a     y 

taf   mófiomìó  os^ì'Visi   negativo  :    ed  essendo  questo    positivo  , 

dovrà  prendersi  quella  retta  nel   prohuigamento  fX'^   dd  détto 

ìàìa  * .  Similmente  dal  verlioe  P  dd  medesimo  ao&f^o.  e  suU'  al^ 


»  5-45 


1 
irò  lato  PY,  si  tronchi  una  retta  uguale  ad  —  /3 ,  se  questo  mo- 

nomio  veggasi  negativo  ;  o  vi  ai  prenda  una  tal  retta  in  sul  prò- 

< 

bingamento  PY^  del  detto  lato  ,  se  à&  positivo  -— ^  .  £  sup- 
ponendo esser  PF  ,  PO  coteste  due  rette  (  alle  quali  pet  bre- 
vità di' dire  qui  mi  attengo),  si  fermi  da  esse  il  paralldogram- 
jno  POCF  .  Saranno  le  rette  CS  ,  SM  k  coordinaie  delia 
richiesta  cnrva  :  il  punto  C  doserà  esser  il  principiò  di  esr^ 
se:  e*l  diametro  resterà  adattato  sulla  CS. 

quello  dd  coeffidente  y  poto-k  conoscerai. ,  cdSa  luce  de'  critei), 
che  recai  nd  §.  58,  se  la  curva  da  costituiisi .  sìa  un'dUsse  o 
un'  ipecbole  riferita  ad  un  sua  diametro  primario,  a  seconda- 
rio: è  con  quali  semidiametri  conjugatì  in  ciascun  di  questi 
casi  converrà  descriverla.  E  d^^criUala in  téd modo y  ella  sa^ 
rà  la  locale  addùnandata. 

£  se.  mai  ^  zero  la  grandez&a  y  ijidrfquaxioQe  U  :  o  pur 
se  questa  abbia  la  seguente  forma  /*  +  /3^  =^;r  4-  «^  la  sijMb 
ridotta  sarà 

ponendovi  uguale  a  e  il  fratto  del  secondo  membro  ddrequazio- 


•  m*  AVMt»  isotfw.  '  3dd    C4AP.  3- 

« 

ac.    Ed   in  lai  caso  troncando,  come  prìinà,  la  *  PO  =-^  /J  ,    »  /r^.  5. 

e  la  PF  =  e  ,  e  compilo  il   parallelogrammo  POCF  ,   dovrà 
descriversi  "*  la   parabola  *'MCm  ,  die   tocchi  la  retta    CP    •  j.    5q. 
in  C ,  che  il  suo  diametro  CS  sia  parallelo  alla  PX ,  e  die 
abbia  la  retta  S  per  parametro  •  E  questa  curva  sarà  la 
loctde  per  un  kU  easo  . 

S.  65.  DiM.  Essendo  PN  =  ;^^  e  fF=  ^-Ì,  sarà    *Jig.  .. 
<3S  =  PN  +  PP  =  a:  -f  — •  —  .  1E  cosi  puie  essendo  MN  =  r  * 

«dNS=PO=ii-a,saràSM  =  MN+NS  =  r  +  — ^.  Onde 
h  due  ooordlnate  CS,  SM  saranno  rispe^ìv^iQ^tfi  esat^sseàsi 
binonq  opif.- edj+— /3.  Ma  per  T  addotta  costru- 
zione il  rapporto  delle  CS,  SM  è  ^nto  quqllo,  che  l'equazione 
U^  propoK  .fin  i  binomj  suddetti .  E  la  curva  ecmica ,  che  a^ 
wf^m  descritte,  ba  qvel  Àio  colle  date  direttrici  PX,  PY,  che  si 
k  {Ht>pQ5to.  Dunque  una  tal  ciffva  sarà  la  locale  addinwi^ata» 
$.  66.  Cor.  i.  In  simil  modo  potrebbesi  condurre  il  ra- 
gionamento p^  ciascuna  deDe  tre  ^Itv^  coppia  delle  seguenti  co* 
ordinate  GT  ,  TM  ;  cS ,  SM,  e  gT  ,  TM ,  le  cui  espressioni 
JOQo  .rispettÌYwiente 

li  I 

X  -i.  • y  —  —  A 

'      a     y         ^         a  '^ 


I       à  I 
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|.  67.    Cor.  IT.  Se  neH'  equazbne  U  sia   zero  il    coeffi- 
ciente r ,  e  l  altro  *  sia  negativo ,  la  ridotta  U'  dovrà  essere 

( j  -I /9 y  z=zS  {e  —  x)  .  E  nel  costruirla  dovrem  prei>- 

I 

*  $.   64.     dere  nella  PY'  la  PO  = /3  ,  come  si  è  praticato  qui  sopra*, 

*  fig'  6.    e  troncare  nella  *  PX  la  PF  =  e;  contiiiaanclo  il  retto ,  come 

nella  costruzione  del  5-  64.  Né  sembri  un'eccezion  di  regola 
r  aver  troncata  nel  lato  PX  la  retta  PF  =:  e ,  ijuando  nel  lem- 
ma I.  crasi  prescritto  doverla  torre  dal  lato  PX^,  per  essere 
e  positiva .  Imperocché  in  quel  lemma  a^asi  supposta  la  x 
positiva ,  e  non  già  negativa ,  come  qui  si  vede  •  Onde  per  gli 
artifìzj  del  medesimo  lenuna  «vrebbesi  dovuto  fare  e  —  a*  =  o, 
e  sarebbe  risultata  la  x  =  e. 

^.  68.  Cor.  hi.  £  se  in  qualche  caso  ritrovisi  uguale  a 

zero  il  trinomio  —  j3* —  +  e  dell'equazione  U^;  questa  non 

4  4t 

dovrà  più  aj^rtenere  ad  una  curva  conica;  ma  si  bene  aduna 

linea  retta  data  di  sito  .  Poiché  estraendo*  la  radice  quadr»- 

II 
ta  dalla  risultante  equazione  ,  dovremo  ottenere  jf  +  —    /3  =^ 

(•^  +  —  • —  jV'y-  Che  agevolmente  può  ridursi  nella  for- 

mx 
ma  trinomia^= +A,  e  poi  costruirsi  cogli  artifizj  del  S.3.(i), 


(1)  Dalle  regole,  che  ia  proposi  ne*  due  lemmi  problematici  y 
avrebbesi  potuto  benanche  attigner  la  costruzione  di  questa  locale. 
Ma  fia  meglio  lasciar  questa  lavoro  a^  giovani  arguti ,  che  aggravarne 
i  meno  ingegnosi  con  qui  recarlo,  polendo  a  questi  bastar  quella  del  J.  3. 
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PROPOSIZIONE    IV. 

T  E  o  a  E  IC  À. 

§«  69*  L'eqiia^ioBe  U  appartiensi  all' intera  saia 
locale  )  e  non  già  ad  un  arco  dì  tal  curva ,  come 
parrebbe  nelTaver  ccHisiderate  nella  precedente  dimo^ 
slrazione  le  sole  coordinate  positive* 

DiM.  Sia  AMBm  la  detta  locale  :  ed  in  que^  curva  in^*    *  fig,  7* 
tendansi  condottele  tre  ordinale  M  m,  Wmf^  M^W^:  la  prima  al 
di  sotto  del  vertice  P  delT angola  regolare  XFY,  e  del  principia 
C  ddStt  cocMr£natte  \  la  seconda  al  di  sopra  di  cjuesti  due  punti  : 
e  la  terta  in  mezzo  ad  essd  .  £  sebbene  ^sianvi  ca^  ,  ne'  qua- 
li non  potremo  condurre    tutte   e  tre  queste  ordinate  (1);  pu-' 
te  f  ìssattezza  d^  dimostrazione  m!  induce  a  considerare  i  più^ 
completi.  Ant^ìo  ,  per  non  i^nderia  assai  grarve,  com'dh  do- 
vrebbe essere  nd  £uda  esatta  r  mi  son  industriato  di  riuscirvi  col  ' 
considerar   solamente   le  ascisse  dinotate  da*  binomj  x  ^f  , 

or— ^; ponendo  per  bi^vità  £  calcolo^per  ^—  /9. ,  icemenel  %%^u 

Ib&tU  eaeudo  IW=^ar,  e  PF=t/,  sarà  CS  -^V^  + 

yFssjc+/. 

E  daU'esser  PN'  =  — a^,  e  W  =/,  sai4€S'  =PN'— 
fV -± -^  »  — /. 


.(4}J^6r  rtfchìftfaai^ttto<dr  nM  tal*  eccezione  io  ne  ad'dvco  I^  so* 
ki  parabola^  ove  non  può  mai  condurti  un*  ordinata  al  disopra  del 
yertice,  in  virtù  del  5»  33.  Anzi ,  so  i^  un?  ascissa  rinvengasi  i;^a« 
lie  ad  y-|-  ^ ,  ogni  altra  risulterà  anche  aguale  ad  /*  ^  » .  E  s*  ella 
^a  X  ^^fy  ciascun*  ahra  sar)i  pure  x  — f. 

43^ 
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■  ■  m-  — 

Similmente  essendo  PN'"  =  —  jc  ,  e  PF  ^y',  sarà  CS"^  = 
PF  — PN"=/  +  jr:. 

E  si  vedrà  col  solo  algebrico  algoritmo  ,  che  quantunque 
le  CS,  CS^,  e  CS'^  abbiano  diverse  espressioni  ;  pure  i  qua- 
drati loro  debban  contenerne  una  stessa  ,  ^ìal  è  la  jt*  -f*  afx  -{-/^« 
'^Jfg.  8.  Similmente  è  PN=Jt:,  e  PF=yi  Dunque  ^rà  la  CS= 

PN— PF=x_/. 

Ed  essendo  PN'  =—x,  e  PF  =/,  sarà  CS'  =  PN'  + 
PF=-x+/. 

E  così  pure  è  PW  =  jc  ,  e  PF  =/;  dunque  è  CS"= 
PF  —  PN"  ~f—x. 

Ed  anche  qui  si  conosce  ,  che  sieno  identici  i  quadrati 
deir  espressioni  delle  CS  ,  GS^,  CS"  ,  .ancorché  1'  espressioni 
di  queste  rette  jsieno  difièrenti. 

Inoltre  nella  curva   MBM'  conducansi  le  a|^cate  MK  , 
MIL'  ,  WIL"  parallele  alla  GB ,  la  prima  al  di  sotto  de'pun^ 
''/^*  9*    ti  P  ,  C  ^^  la  seconda  al  di  sopra  ,  e  la  4erza  in  mezzo  ad 
essi  ,  come  dianzi  si  è   praticato  .    K  considerando  .le    y  del- 
*  5  39*     r  equazione  U  come  Je  ascisse  *  della  detta  curva,  prese  dal  pun- 
to P  nella    PY ,  e  le  or  come  le  corrispondenti  Icmto  ordinate, 
potremo    dimostrare  de'  binomj  j  +  g*  ^i  y  —  %  tutto  quello  , 
che  qui  sopra  ho  inferito  degli  altri  due  x  +/*,  x  — f^  E  da 
queste  cose  qcqp  il  mio  ragionamento. 

Ben  si  comprende  ,  che  qui  abbian  luogo  quattro  coppie 
di  coordinate ,  che  sono  x  -^f  ^àjr^g^  x  — f  ed  jr  — /, 
X  -^f  ^  jr  —  g  j  oc  — f  ed  «  +  g  .  ^  che  in  ciascuna  dì 
queste  coppie  possa  variare  F  espressione  deir  ascissa  ,  o  quel- 
la deU'  ordinata ,  o  di  ambedue  ;  e  ciò  per  lo  sito  ,  che  hanno 
queste  rette  co'  punti  P  ,  G  .  Ma  in  ciascuna  delie  dette  cop- 


pie'  i  quadrati  à^Y  espressioni  delle  ascisse  non  potran  mai  va- 
riare ,  né  queUi  dell*  eqnressioni  delle  ordinate .  £  perciò  sem- 
pre doTrà  risultare  la  medesima  equazione^  che  si  è  proposta , 
ovunque  prendasi  uu  punto  nella  descritta  locale  . 

§.  70.  Cor.   1.  La  ragione  di  OS  ad  OD*  esprìmasi  per    ' /fg.    -. 
quella  di  /i  ad  r  ,  come  vien  prescritto  qui    sopra  nel  $.  4^- 
Sininco  le  ragioni  di  CS  ad  HD ,  di  CS'  ad  HD' ,  e   di  CS'' 
ad  ÌID'^  uguali  alla  medesima  ragione  di  /s  ad  r .  Onde  pren- 
dendo i  vaioli  delle  CS  ,    CS^  ,  CS''^  quassù    recati  ,  avremo 

le  HD  ,  HD' ,  HD"  rispettivamente  uguali  alle  —  (x  ^f)  , 

-    f — x — f)  ^  —Q^x^.  Ed  i  quadrati  di  queste  gran- 

'  dezze ,  che  veggonsi  diverse  ,  saranno  gli  sCessi  .  £  ciò   valga 
eziandio  per  lo  binomio*  ^  ^— y  convenevolmente  . 

$.  7».  Cor.  h.  L'ordinata   DM  ,  che  coriìsponde  alKa- 

scissa  HD  ,  %  ugucde  ad  MS  -ju  SD ,  cioè   ad  j^  -f-  g^  ^  < — 

n   • 

E  l'altra  ìli'iy ,  die  è  agmle  ad  M'&'— S'D',  sarà  pure  a- 
guale  ad  j  -f  gr  -l .  Imperocché  essendo  h  OS  = x  ed 

OS'  :  S'D'  ::  nim,  sbA  STyz=:^—.  E  dovendosi   to- 

a 

glia  questa  grandezza  negativa  dalh   M'^S^  ,  dbé  dat  binomio 

/  +  g  ,  l' ultimo  termine  deff^  emergente  trinomio  dovrà    esser 

positivo .  E  così  può  anche  dimostrarsi ,  che  sia  la  M^'D''  =: 

tnjc 

J^  +  S:  + •  E  Io  stesso  dicasi  convenevolmente    dèi  trino* 

n 

.                  mx       j    -,                            mx                    mx 
MM»^— ^+— -,edegli  sUnjr  —  g rf+f; . 


^ 
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§.  73.    Goa.  lu.  £  perciò    tutto  queUo  ,    che   abbiam 
recato  alla  fine  della  presente  dimostrazione  rispetto  alle   cooi^ 

dinate  Jf  +  /  >  X  +  g  ?  po^à  adattarsi  alle  altre  —  {x+f)^ 

j-  +  g  ^ .  Onde  potrem  poi  dedurre  generalmente ,    che  : 

ciascuna  di  queste  equazioni  ^  la  quale  siasi  geometrica- 
mente costruita  ,  debba  appartenersi  atta  sua  intera  loca- 
le j  e  non  mica  ad  un  arco  di  questa  curva  . 

§.  73.  ScoL.  I.  Da' prìncipj  anafitìd,  diche  mi  son  va- 
luto nel  cammino  di  questa  dimostrazione ,  potremo  congegna- 
re una  Tavola  ^  la  cpiale  ofira  ^  come  in  un  sol  quadro  ,  le 
coordinate ,  che  corrispondano  a  certe  loro  espressioni .  La  qual 
cosa  sarebbe  a'  giovani  di  gran  vanteggio  :  pokhè  etsi  oe^casi 
particolari  potrebbero  scìoglia'e  questo  prabloma  colla  «ola  in- 
tuizione della  detta  tavola ,  e  di  4ue  figure ,  oni  qudla  fi  rap- 
porti :  e  potrebbero  benanche  estender  'questo  lavoro  al  se- 
guente problema,  che  di  questo  n'*  è  più  malagevole  .  Onde  il 
sistema  del  Signor  Will  in  4al  imdb  polnebbcsi  esibire  asaai 
più  semplice ,  e  generale  . 


« 

TAVOLA 


Divnw  MUHOm  4BUS  COQRaqiATB  K 

VBX  cavrx  u>9KA  r»  i,>«ra*P«i 
r' +  )?y  W  V*' 4»  **  +  #• 


3135    C|P.  3. 


E  D£' 

QviSllATI  «BUS  •!<• 


I. 

CS  ,  SM      CS' ,   Sltt' 
CS  9  oiff      GS^  )   9*111 

n. 


r/MM/»^ 


S"M 


CS", 


GT,  TM 
GT,  Ti* 

«S,  SAf 
^  S  )  Sm 


GT',  T'M' 
GT',  T'ir' 

m. 


GT" ,  T"M" 
OT",  T"m" 


cS',    5'M' 
cS',    SV 

IV. 


S"M" 


S"  -" 


« 


*>fr  1^> 


); 


«T ,  T« 


^r, 


( 


i-  9rf.  §coi..  p,  I  dq$  ppe8t49)ii»jyiw  f«9aifefcri  il   Signor 

np  a  fiifMo  |#onwtó<»<  «  J'«W»Iitic9 ,  «  «m^  J'  «do  dovvaa 
iWmartir  iwfr»|trp,  w^imo  mi  JMni  aiiidi  neUe  «idascdi- 
4»  fi)»»,  e  F»à  «nppi»i9(W«e^  fi«  alwi  noo  feoe  su  4al  Mg* 
gfl^.  ^  ^e{^  4^  yytenfjpiivtiw  ,  «he  d»e  ne  fowe  cagkwe, 
si  attennm)  a  considerare  le  sole  coordinate  positice  di  dasciH 
na  locale,  cioè   le  +x,  +7.  Onde   asseriron   sovente  (i), 

(1)  Leggasi  ciò ,  che  ho  scrino  di  ub  ul  difetto  nel  primo  Ca- 
po ,  cioè  nella  nota  al  5-  1 1  • 


*/fg.n 


cv- 


r. 


p       •       • 


che  un  certo  arco  JeU<^  detta  cuìva  Jwea  essere  U  luogo 
dell'  equazione ,  eh!  ella  ne  costruiva .  E  con  tali  assertive  ro- 
vesciaroii  la  teoòca  della  combinazione  delle  curve,  la  quale  dee 
reggere  suHa  certezza,  che  r  intero  perimetro  di  ciascuna  di 
esse  locali  debba  essere  il  luogo  di  queW  equazione  a  due 
indeterminate  ,  che  geometricamente  ne-  C0str%tisee  •  InlaÀlo 
il  Marchese  de  l'Hopital ,  poiché  ebbe  costruita  nelP  esempio  i> 
del  suo  lemma  i . ,  V  equazione 

/* — r2ay=:Qlbx — e*  .  .  .  .  A.    . 
ch'%  alla  parabola^  ed  è  dì  una  facilissima  costruzione,  -proccurè 
di  render  generali  siffatte  asserzioni,  adoperando  nel  f*  3i4«  un 

ragionamento    analogo    a  quello,  che.  or   distendo.  »  Oltre  a 

■«  •      -  .  * 

>:>  quell'arco  della  parabola,  che  ho  dimoi^trato  qui  sopra  esse- 
>3  re  il  luogo  delle  coordinate  positive  -f-  «r ,  -f-  /,  ve  ne  sono 
w  due  altri,  Tuno  ,  eh'  e  luogo  delle  +  x  y  —  /  ,  e  P  altro  de!- 
M  le- -^  ^,  .4.  j,  esaendo  (y  —  a)*=(a — j^y .  E  ciò  dee 
]»  valere  per  gli  altri  esempj  della  parabola  ,  e  per  tutti  quel- 
>)  li ,  che  nelle  rimanenti  curve  conidie  possiam  proporre  x> . 
Ma  io  non  so  intendere  ,  come  con  queste  considerazioni  ^ 
ristrette  e  particolari',  si  possa  ordire  Un'apodittica  dimostra- 
zione a  quelle  verit2^  geikeriche*,  ;  ed  uripovtanti ,  che  ho  prodot^ 
te  qui  sopra  nel  teoremt  n  ,  e  nel  coroB.'in.^ò  coifie  i  ^o* 
vinetti  dalf  equazione  :A  potranno  ascénder  afie  geneinli  U, 
•  W  .  Ed  egli  ]JOt  ragionando  piò  già  de'  hu^i  al  cerèhio,  aiTel^ 
bsse  ,  ed  alle  iperboK  ,  perchè  ripiegò  !  in  eerte  loèaiità  par- 
ziali ,  se  le  ragioni  di  già  addotte  potevank)  in  que^  genèrici, 
caocetti  stabilire  ? 
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Esempio    I. 

5.  75.  Dato  r angolo  regolatore  XPY*,  che  sup-    '.>^e'  '»• 

pongasi  retto,  sì  vuol  costruire  1*  equazione  y' 2ay= 

4«K  —  aa?"  +  «*,  là  «ui  rfdotta  (  y  —  a  )'  =  4«* 

.2(  j^r-^)*  ci  Btanifesu  *  dover  qa4U  appartenere     "  $  »> 
ad  un'  ellisse . 

S<uAj»,  Dd  vertice  P  del  dato  angolo  regolatore  ,  e  aet  suo 
lato  PX,  si  4«lga  la  parte  PF  =s« ,  e  poi  su  questa  retta,  e 
deniM  aU'apertam  del  detto  «ngob  (i),  n  formi  il  quadrato 
PDg/.  li  centro  deffeUiese,  che  si  richiede,  dovrà  esse- 
re a  punto  g  ;  cioè  il  wrtioe  deU'  angolo  di  quelk  figura  pa- 
wlWograaiiwi ,  il  qoal'  *  opposto  al^Aiigoio  r«golatore  XPY  . 
Inoltre  i  kti  |r/,  ^U  del  quadrato  PUg/si  producano  in 
B,  À  ,  sinché  sia  la  9 B  dt^  dd  lato  di  un  tal  quadrato 
«  la  ^A  quanto  la  diagonale  .  f  d  in  fio  si  descrìva  f  ellisse 
▲B  m  If  co'  semiassi  conjagati  g  B  j  y  A .  Questa  curm  sarà 
f  addimandata  loctde  . 


(1)  Il  centro  di  quest'  ellisse,  il  qual  si  rapporti  alle  date  di- 
rettrici  PX  ,  PY ,  dee  avere  per  sue  coordinate  le  parti  costanti 
dc'bittonj  «-^,  y--«»  ^  aileiledi  contrario  segno,  come  Tho  di- 
mostrato  nel  5.  43. ,  e  dovri  anche  impiegarlo  nelle  seguenti  costru- 
zioni. Onde,  compito  il  parallelogrammo  PUg/*  da  quelle  coordina- 
ne  PU ,  P/,  a  detto  contro  dorrk  ^sere  in  g,  cb'è  l'angolo  di  una 
lai  figura  paraUeloi^Bima  opposta  diametraUnente  all'  angolo  rego- 
latole XPY  .  E  oi»  ialendui  ancora  per  le  costriuioni  de'  seguenti 
esempi  . 


Dm.  Imperocché  essendo  PN  =  ar,  e  P/=  a^  sarà  gT  = 

PN . P/=  ^  —  ^  •  Ed  in  simil  modo  essendo  MN  =^ ,  e 

TN  =  a>  dovi*  «ere  MT  =  MN— TN=/-  — li-  E  si  ve- 
drà dall'  addotta  costruzione   essere  gB*  =  4a',  gA'  =  aa*, 

A_J    =xai  Mapor  lanAtum  dell' «Disse  ^  a|)er 

^d  Aè  Uè  ditìiéstràlo  iwd  ^.  aS.  ^  ^  Jee  4«gg«e  1*  tftqilà- 

zioneMT'  =  yB'— '  (^^)  XgT*  .    Dunque   ne'   simbofi 

di  ({ueste  rette  kvrano  ^j  w*  i»  )»  fc  4a'>^  a  (jtf  •— a  )%  doè 
j*  -M.  ^o^  as  ^ax —  907^+  «' .  B  potendosi  dknosMM  c^ 
fvùda  del  pijeoedtente  ìteieinii  ^  «he  ^estft  medèsìiaa  facpiMtìode 
debba  «var  luOgQ  in  qùalwilQpie  «iM  pttito  ddl*  di»Uttìt&  éDiér- 
sei  itfui  ^of  i7i«n>a  $bTà  là  hcmh^Va  data  ^quoMOìée. 

S*  76.  Cor.  Le  coorifaiale  ^  —  ^,  jT"-^  ^  ***  ridiittifct 
eBisse  veggOBsi  ^q^psUttieve  al  &^  tv»  dèlk  tàntf^la  iq^Haissà  :{)in(K 
posta  ad  J.  jS.  Onde  il  tetilto.  di  tua  tal  lèurim  idbvrii  ritiAivaHuL 
jpiel  puato:g  ddla  figifta  11^,  (^rendodb  Wf±=^M^y  e  PUssa^ 
£  vi  sì  dov7eU)on  sofemenlb  riniraiiife  qué'  «emnsl^  cèè  jw^ftà, 
come  si  è  &tto  qui  sopra  verso  la  fine  4^  ctaUtaMMie  «. 


£  s  E  M  B  I  ò 


5^.  7^7 .  Poste  le  eose  «lese  ifcl  prcced*  «WHip^iòv 
vuol  còSlrtiirsi  YeqùSitìòQd  y^^.iiày:=zh^--^àX'—x*y. 

Ì2L    cui  ridótta  (^'  —  a  )^  =  A'  ^  5fl^*  •*-  (*  +  ••)' 
^  S*  S8*     diBiostra'^  dbvecsi  «pieila  apfwtcìwre  «d  mi  cerdìio  * 

^Jig.  1.3;  SoLuz.  H  lato  PX  ddP  angolo  r^ohtore  XPY  si  proluifc- 


DE*  Lt'OGHI    SOLTBI  SSq        CaP.    3. 


ghi  sul  vertice  di  (juesto,  siccliè  divenlt  PF  =?  3/1  ;  e  suU'altro 
lato  PY,  e  dallo  stesse  punto  P,  si  tolga  (1)  lar  parte  PU  =  a  ; 
e  poi  si  compia  daHe  PF,  PU  il  parallelogrammo  PUGF.  Fi- 
nalmente, centro  G ,  intervallo  GM  uguale  a  V(^'+  ^^')  ^^  ^^' 
scriva  il  cerchio.  Questa  figura  sarà  la  ricercata  locale  (2). 
DiM«  Qui  la  dimostrazione  può  distendersi,  come  quella 
dell'  Esemp.  i.  E  dall'  equazione  ridotta  possiam  comprendere  ,* 
che  le  sue  coordinate  appartengansi  al  n.  ii.  tav.  §•  78  :  e  quin- 
di nella  fig.  10  dovrà  essere  in  G  il  centro  di  tal  cercliio  ,  a- 
vendosi  dovuto  prender  la  PF  =  aa  ,  la  PU  =  n  »  e  1  raggio 
uguale  a  V  (  6*  +  5a*  ) . 

E  s  B  M  p  I  a    III^ 

5^.  78.  Dato  l'angolo  regolatore  XPY*,  qnaluii-    '/et-  *4 
que  sìa  la  sua  grandezza  (3)^  si  cerca  di  costruire  IV 
quazione  y —  vtay  =  2X'*+  :xax —  &*  ^  di  cui  la  ridotta 


(1)  Si  vegga  la  nota  prec. 

(3)  Ciascui^  geometra  coaoMe  kitaitivamente^  eEela  locale  det^ 
r  equazione  y^^ssax-^x*  sia  un  cerùleo  ^  i/uando  Pè  reuo  V  ango» 
lo  delle  coordinate  :  e  che  essendt^  queste  obbìiquamenie  inclinate 
fra  torOj  quella  curva  debba  essere  urC  ellisse  .  E  pure  V  insigne 
Marchese  deTHopitfJ,  nef  rilerar  si  Tana  veriù,  die  T  altra,  v^in>^ 
piega  un  calcolo  ben  lungo,  ed  intrigato,  pag.  a3i.  Troie.  Analyt. 
des  Seci.  Coniq.  Tanto»  à  vero ,  c&e  il  suo  metocTo  riesca  ne*  casi 
£aiciU  oltremodo  difficile:  come  Vho  detto  sinda  principio  nel 5.  14. 

(3)    Per  la  generalità  del  metodo  proposto  ho  assunto-  F  angolo» 
regolatore  di  una  q^aalanque  grandezza.. 

Al 
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fa  conoscere ,  eh'  ella  appartenga  ad  un'  iperbole  life- 
''j.  26.  a7.rita  ad  un  diametro  primario  ,  o  secondario*  ,  secon* 

dochè  sia  negativo,  o  positivo  il  binomio  — a' — b* 

cV  id  per  brevità  esprimo  ±  con  e' . 

SoLut.  Gas.  i.  Il  Iato  PX  del  dato  angolo  regolatore  si  pro- 
lunghi oltre  il  vertice  di  esso ,  e  sin  che  divenga  la  PF  =  —  a  ; 

e  presa  nell'  altro  lato  PY,  e  dallo  stesso  punto,  P  la  PU  =^, 
si  compia  dalle  due  rette  PF  ,  PU  il  parallelogrammo  PUGF. 
//  punto  G  sarà  il  centro  della  richiesta  iperbole  (1}.  Inol- 
tre i  due  latti  6F ,  GU  di  quel  parallelogramoM)  si  prohinghino 

in  B,  A ,  sicché  sia  GB  a=  ^,  e  GA  te  ^  A^  -^  ife  -— -V  3e'(^)i 

e  poi  col  semidiamcitro  pritdarìo  GA,  6  ccisiìo  sedonddi'ro  GB 
si  descrivano  le  iperboli  opposte  MA  m,  M^AW.  Queste  due 
cun^e  saranno  V  addimandata  locale  . 

DiM.    linjtórocchè  dssetìdo  PN  =  *,  e  1*F=  —  a ,  sa- 
rà GT  =  PN7f-  PF  =  jc-|-  —  a  .  Similmente,  per  essere  MN 

=  j  ,  ed   Nt=:PU  =  a,    dovrà    èsser   MT  =  MN  —  Ni? 
=/  —  a .  E  si  conoscerà    di    per   se  ^essò  ,  che    sia   GB'  : 

fi)  Nói.  n.  r.  5-  75. 

(2)  La  GA  è  Ja  m^tk  delia  diagonale  dèi  quadrato  di  e , 
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GA'  ::  e^  :  «-—e*  ::  3  :  i.  Ma   per  la  natura  di  quest'  ipei^bo* 

(GA  \* 
TTd"  j  GT'  — GB\ 

Dunque   ne' simboli    di  tali  grandezze  avremo^  (^ ^)'  = 

1 

a(a:+  —a  )*  —  e* ,  cioè  ^'  —  307-  =  2X*  +  aojc  —  b^ .  Or 

questa  medesima  equazione  può  ottenersi  in  ogni  altro  punto 
delle  descrìtte  iperboli ,  pnrcbè  il  rapportiamo  alle  medesime  di- 
rettrici PX  ,  PY  coUa  luce  del  teorema  11 .  Dunque  le  dei-- 
te  curve  saranno  la  locale  addimandata^ 

Gas.  n.  Quando  sia  positivo  il  binomio  — a*- — 5'espres*    V^^-  ^^' 

so  per  e%  si  compia,  come  qui  sc^a,  il  paraDelogrammaPUGF. 
n  punto  G  sarà  il  centro  della  richiesta  curva .  Inoltre  sL 

prenda  nella  retta  GT  la  parte  GAse,  e  la  GB  =  — i/rie' 

E  pei  si  descrivane  le  due  iperboli  opposte  MAi»y  M'AW,  che 
abbiano  per  semidiametro  primario  laGA,  e  per  secondario  ìtb 
GB .   Queste  due  corsie  saranno  tà  richiesta  locale. 

Doi.  Essendo  PN»^,  e  PFs-L^,  saràGT=PN  + 

PF=«+  — a.  E  si  vedrà  essere,  come  prima,  laMTs 

(GA  V 
-^^  ssir.  MW  per  bnattea  di  tal  curva  ,    e 

come  Vho  dimosfrato  nel  J.  1*7,  dee  essere  MT"= /— — VgT' 
+  GA' .  Dunque  sarà  ne'  simboli  £   queste  rette  (jr-^a)^ 


« 
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—  a'  +  —  cL^  —  6* ,  ovvero  y  —  3^'^=  2Jr'  +  :xax  —  b*  - 

E  la  copchiusione  si  (arii  come  nel  caso  i. 

§.  79.  Cor.  Le  coordinate  x^ a,  ed^  —  a  della  ri^ 

clnesta  iperbole  yeggonsi  appartenere  al  num«  iii.  deHa  tavola 
§.  ^3.  E  perciò  il  punto  G  della  fig.  10  sarà  il  centro  di  tal 
curva  :  continuando  il  resto  ,  come  qui  sopra  si  è  operato,  idopo 

aver  compito  il  parallelogrammo  PUGF  col  lato  FP  =z — a, 
e  coU'altro  J>U=.a. 

Esempio    iV. 

""fs-  'C.  §•  80.  Dato  rangole  regolatore  XPY*,  si  dee 
costruire  V  equazione  y*  —  nay  =zb^  ±aXy  la  cui  ri- 
dotta (y —  ay  =  a  f-^^-^ ±  X  j  dimostra  dover- 

*  $.  53.     .si  qU3lla  appartenere  ajla  parabola*^ 

'SaLt]z.  Gas.  i.  Per  brevità  di  calcolosi  feccia 1=^ 


a 


e  poi  si  distenda  in  F  il  lato  PX  dell'  auledo  regolatore  y  talché 
ne  provenga  PF  =  c;  e  nell'altro  latoPY  si  tronchi  dal  pun- 
to P  la  pairte  PU  =  a  9  ed  iofia  si  conqpia  il  parall^o^nuiio 
PUGF  dalle  due  rette  PF  ,  PU.  Ed  olti-e  a  ciò  si  descriva  la 
parabola  MG  m  col  vertice  G ,  e  col  diametro  GT  parallelo 
alla  PX ,  il  guale  abbia  la  retta  a  per  parametro  ^  9  le  cui 
.ordinate  sieno  parallele  all'  altro  lato  PY  dell'  angolo  regolato- 
AHi  .   Questa  curva  sarà  la  richiesta  locale  > 


I 
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BiM^  luiperócchè  essendo  PN  :s  a:,  e  PF  sr  e ,  s$tsl  GT  s=: 
FP  +  PN  =  c  +  x,  e  sarà  MT  =  MN  — NT=j  — a.  E 
dovendo  esser,  per  k  natura  di  questa  eiirva ,  o  per  b  $.  aZ. 
MT'=axOT,  sarà  (j— «)*=«  (c*f  a?  >=«•+*'+ ax, 
cioè  /•*  —  a^  =B  A*  +  tìx  .  Ann  essendo  PN'ss  -^  jp ,  e 
PF=c,  sarà  GT'asHT  — PN'ci=i7  + ftr;  e  ri  si  txarreU)e 
per  questo  caso  la  medesìiiia  equaiione  diansi  rìlerata  :  e  per 
tutti  ne  verrà  la  dimostrazione  del  teorema-  ii.  Onde  ia  de^ 
ta  parabola  sarà  la  ricercata  locate  . 

Gas.  II.  Ne'lati  PX,  PY  del  dato  angolo  regolatore  XPY,  *fig'  17. 
e  dal  vertice  P  di  esso,  tolgansi  le  parti  PF  ,  FU  rispettiva- 
mente uguali  alle  e  ,  a  ,  e  da  queste  poi  si  formi  il  paralte- 
Jogrammo  PUGF  (1)  •  Inoltre  si  descriva  la  parabola  M^Gm^, 
che  abbia  per  vertice  il  punto  G  ^  e  la  retta'  GT^  per  diame- 
tro ,  il  quale  abbia  la  retta  va  per  parametro;  e  le  sue  ordinan- 
te sieno  parallele  alla  PY  •  Una  tal  curva  sarà  Tuddimanda- 
ta  locale.  • 

DiM.  Essendo  PN  =ar,  e  PF  =r,  sarà  GT  =  PF  — PN 
-=  e  —  or .  E  sarà  pure ,  come  ben  si  vede,  MT  =  MN  —  MT 
=  ^  —  A  •  Sicché  dovendo  essere ,  per  la  natura  della  para- 
bola, o  per  Io$.a3.,  MT*  =  axGT,  sarà  ne^  simboli  di  que- 
ste rette  {jr  —  a)*  =  «(^ — ar)=a'+6"  —  ax  ^  doe 
y  —  aaj  sssb*  —  ax^ 

Ed  essendo  eziandio  PN'r=_j:,  ePF  =  c,  saràGT'  = 
PM'+  PF  szc  —  x.  Ma  <lee  essere  M'T'*  =  axGT;  dun- 
<]ue  sarà ,  come  <jfà  sopra ,  (j^  —  ay  ^=a{c  —  jc)s=ia*  + 
h^  -^  ax  ^  doè  y  —  :xajr  z=ib*  ^^  ax.  Anzi  questa  medesima 
equazione  per  qualunque  punto  della  parabola  dovrem  mccor- 

(1)  Si  legga  q«d  che  ho  scritto  nel  $.  €7. 
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TeàTTÀTO  àSàLOtCù 


re ,  se  il  rapporterema  aQe  itesse  direttrici  OF,  PY  colla  lu- 
ce del  teor.  ii. 

§.  81  •  Cor.  Le  coordinate  della  aura  nel  caso  i.  aono' 
rìspettivmneDte  y^i^y  e  +  x .  Dunque  per  la  tavola  del  §•  ^3 
potremo  conoscere^  die  il  vertice  della  parabola  aia  ilpuuIoG 
nella  fig.io.Ma  nel  caso  n.*  mm  dovremo  regolarci  né  con 
quella  tavola ,  né  con  questa  figura,  eswpdo  la  x  negativa  •  E 
vi  conosceremo  di  per  se  stesso ,  che  ponendo  c^^x  so  , 
debba  essere  la  x  =  e. 


> I >  t  •' 


t 
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mmmimmmi^m 


«  • 


CAPITOLO    IV. 


CoVTtNtUZTOHE  DEUiiO  ffTESSO  AAGOMENTO  . 


»  •  \    "       '      \ 


PROPOSIZIONE    V. 


^PROBLEMA» 


5-  Sii.  Dato  rangole  regolatore  XPY*,  ì  cui    *M  ^ 
lati  PX,  PY  sieno  le    direttrici  delle  due  indeter- 
minate Xy  y*^  si  vuol  costruire,  un' 6qua£Ìoiieqiiadra« 
tica  j   che  contenga  queste  indeterminate  nella  •  più 
generica  forma  y  qual'  io  espressi  nel  $.  5i« 


Qui   per  brevità  di  calcolo  suppongansì  p  £=/  H — ;-  ^ 

^  =  $-f -^^^a:«^/3*  +  f  »  come  fu  praticato  ma  da  prin« 

àféta  nd  $.  3  ,  e  pbi  f  «q(HtSÌ4Mi«  W  si  riduca;  itt  costrvóbfl  hr- 
naa  pil  pdWeoia  1.  EH»  «bvsàtrasforaMni  in  ^nttt^ahm 


ove  le  grandezze  y  H +  —  /S ,  ed 1-  -^   rinchiuse  ne* 

fiucoli ,  che  vi  «Mnriaaa ,  doVrafitio  e^imeire  le  coerede 
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della  richiesta  locale  .  E  (luindi  (i)  sarà  4ato  quel  punto ,  che 
riferito    alle    diretuici  PX  ,  PY    lia   per  ascissa  il  monomio 

i„_Ì.,  e  per  ordinata  il  binomio  —  ( — /3 *~t)  "^ 

E  questo  punto  sarà  il  centm  della  richiesta  curva  coni- 
ca o  ne  sarà  il  vertice ,  s' ella  sia  una  parabola .  Inollrc 
distendasi  una  retta  j^er  questo  plinto  ,  e  per  qaelF  altro  ,  che 

abbia  zero  per  ascissa,  e  per  ordinata  —  —^^.Edin^    tal 

retta  dovrà  cadere  il  diametro  delta  delia  curva  . 

Finalmente  dal  cono  scere   il  valore  del  binomio  t j- 

e  del-  mqiiotixio'  ^  potremo'  rilevare  ,  pe*^  criteq  quassù  stabiM 

nell§.'58;%  tà^riafùrà  di  quella  cui^a  conica,  e  le  determina- 
lioni  a  desériverla  .■  E  sarà  questa  la  locale  '  addimandata  . 
Le  quali  cose  potran  vedersi  cbiaramente  dalla  seguente  corapo^- 
sizione  geometrica  ;  o  dagli  esempj  ,  onde  io  le  illustro  - 


(t)  Gidè  dal  vertice  P  delP  angolo  regolatore  XfY.,  e  nel  iu# 

^to  PX  si  tolga  una  retta  uguale  al  monomio  ~  j  se  questa  grandez* 

sa  sia  negativi  :  ed  essendo' positivo  un  fai  monomio,  dovrà  prender- 
si quella  retta  nel  prolungamento  PX^' del  detto  lato.  Ed  in  simii 
^isa,  iteir  altro  Iato  PY  del  dato  ailgolo  i*egol^tare9  e  dal  medesimo 

punto  P)  si  tronchi  una  retta  uguale  al  monomio  — /9,  se  questo  osser- 

>  • 

Tisi  negativo:  ed  essendo  positivo  un  tal  monomio ,    dovrà  prendersi 
queUa  retta  nel  prolungamenlo  PY^  del  dettv  kta . 
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CoUPOSEZIOKE   GCOHETEICÌl  DEL   PROBLEMA  • 

$.83.  CosTRuz.  Supponendo  la  m  =  o  ,  e  quin^  la  r  =  n, 
e  la  —  =  I  ,  r  espressioni  delle  coordinate  della  richiesta  lo- 
cale  dovranno    essere  y  + /?  ,  ed  x  +  — .  E  perciò  nel- 

r  esibir  geometricamente  tali  rette  si  usi  l' artifizio  proposto  nel- 
la composizione  del  precedente  problema  *•  "^  5.  64^. 
Cioè  supponendo  essere  PP,  PO*  cofeste  coordinate  (  cui  »y;^.  v. 
per  chiarezza  di!  dire  solamente  mi  attengo  )  si  compia  da 
esse  il  parallelogrammo  POCF  .  E  poi  per  1*  angolo  POG  di 
questa  figura  ^  il  qu^'è  adjacente  alla  direttrice  YY%  si  meni 
la  retta  HOI>  parallela  alla  sottesa   dell'  angolo  isolatore  ,  se 

il  monomio osservisi  positivo  •  Ed  essendo  questo  nega- 
tivo ,  quella  dovrà  condursi  parallela  alk  sottesa  Idei  supple- 
mento dell'  angolo  regolatore  ••  Ed  una  tal  retta  incontri  in  H, 
o  in  H^  il  lato  CF  deU'  anzidetto  parallelogramma ,  cioè  queU  ^ 
lo  ,  ch'è  paraUeb  alla  medesima  direttrice  YY"^  •  Bosnia  es^ 
sere  il  punto  H  il  principio  delle  coordinaie  HI> ,  DM  e- 

rn     '  ro       ,           i         mx     .^^^    i^   n/ 
spresse  per  —  +  — *— ,  ed/  +  —  /9  + •  ^  *  ^'^^^  **  ^^ 

rà  il  principio  delle  coordinate  ETD',  IXM  dinotate  per  fe; 
H^  .     ^y        ed  r  4-  —  i3  —  i^  .  Finalmente  dal  valore 

dd  binomio  t ?- ,  colla  luce  de'  criterj  esibiti   nella  'pro- 

posizione  n.  *  potià  conoscersi  qual  sia  cotttla  curva  cornea,      *  5.  58. 
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e  quali   le  sue  determinazioni  a  poterla  descrivere  convenevol- 
mente . 

§.  84.  DiM.  Essendo  PN  =  j:  ,  e  PF  =  -1  ,  sarà  CS 

=  PN  +  PF  =  ^  +  — -  .  Ma  i  due  triangoli  SOD  ,  COH 

smio  simili  tra  loro,    ed  all'altro  kVl.   Dunque  dovrà    essere 
^  12.  V.    PA-  :  A/::  OS:  OD::  OC;  OH,  e  P**:  A:/  ::  CS  :  HD  ; 

cioè  ne'  loro  siin]iK)li  n\r  i:  x  A — ~i  HD  ,    che  sarà  uguale 

ad  — ->  -U — ---•  Che  anzi ,  per  la  sioìiUtudine  de'triangoli  VkL 

n    ^  anp  ^ 

SOD  ,  essendo  P*  :  P/:  OS  :  SD,  cioè  n  :  m  ::  x:  SD  ,  sa- 
rò SD=.^,edMD  =  MN  +  NS+  SD=7+l./3  +  ^ 

E  si  vedi*à  dalla  costruzione  ,  che  il  rapporto  delle  coordinate 
HD  ,  DM  sia  tjuanto  quello  ,  che  dimostra  1'  equazìon  ridotta  . 
§.  95.  Cor.  i.  l^rima  di  recar  gli  esempj  illustratori  di 
questo  problema  generale  ,  è  ben  cliiarii*e  gU  artifizj ,  clie  do- 
vrò praticare  a  tal  uopo  ;  i  quali  non  sono  che  quelli  stessi  , 
che    abbozzai  nd  corollario  i  •  del    lemma   ii .  problematico  • 

r 
Cioè  a  dire,  suppon^ido  la  w=o,  e  quindi  la  — ^^=  i  ,  F  e- 

tv 

spressioni  delle  coordinate  della  richiesta  curva  dovranno  essere 
J'  +    — /3 ,  X -^  — •  —  ;  e  quelle  del  centro  ^essa,  o  del 

vertice  ,  se  sia  una  parabola  ,  saranno jS  ,  e  ^—  —  • 

cir  io  per  brevità  di  segno  geometricamente  per  le  rette  CO,  CF. 
jE  perciò  compito  il  parallelogram0io  POGF  dalle  due    CO  , 
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CF  ,  dovrà  condursi  per  V  angolo  O  di  tal  parallelogrammo  , 
eh'  è  adjacente  alla  direttrice  PY ,  la  retta  HOD  parallela  alia 
sottesa  dell'angolo  regolatore  XPY,  o  T altra  HOD'  parallela 
aHa  sottesa  del    supplemento    del  detto    angolo  ,  secondochè  la 

^  sia  positiva     o  negativa  .  E  Y  una  retta  ,  o  V  altra  sarà  il 

diametro  della  locale  . 

§.  86.  Cor.    ir.  E  volendo  anche  addurre  V  esposto  del 
coroU.  ITI.  del  detto  lemma,  la  prima  delle  divisate  parallele, 
quar  è  la  HD  *  ,  incontri  i  lati  FG  ,  fc  de'  parallelogramoM    */g.  i8. 
POCF  ,  VOcf  ne'  punti  H  ,  Q;  e  P  altra  parallela  H"D'  in- 
contri quegli  stessi  lati  ne'  punti  H^ ,.  Q""  •  Saranno  le 

CoOAUIirJLXB  ESPRESSE    EISPETTITÀHEHTB' 

DELLA  LOCALE'  PSB  LE    GRANDEZZE 


I.    HD,  DM  — (^H •— )    9    y+ [---^ 


§.  Srj^  CoBr.  ìli.  E  conducendb  per  V  altro  punto.  V  la 
retta  KYE  parallela  alla  sottesa  dell^  angolo  regolatore  XPY  , 
e  r  altra  K^VE^  parallela  aOa  sottesa  del  supplemento  di  esso , 
si  tilevelrà  come  nel  precedente  corollario  esser  le 
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Coordinate 

ESPRESSE    EISPBTTIVAMEKTE 

* 

DELLA  LOCALE 

FPR    LE    ORAI^DEEXE 

V.      KE.EM 

„    \             a      7  ^ 

4 

ma: 

— ^/3 
a 

VI.    K'E',E'M 

u  \       '     a     y  -^     ^ 

mx 

y-    n 

a 

VU.    tEjEM 

—  ix ^ — \     , 

mx 

a 

yin.  i^E'.  E'M 

n    ^             a     7  •     ^ 

mx 

V  -             - 

I 

<V  AAJlt      M.     Aài    «    *■•  j:«M 

•'^    ^ 

""7^^ 

^ 

Esempio    V. 

§.   88.   Dato  V  angolo   regolatore    XPY  ,   il 

qual  suppongasi  retto ,  si  vuol  costruire  l'equazione 

8  j6 

7*+  -r^r+.^^j^  =  — —  ^'  +  3«x+4a' A, 

^  9 

che  dal  $.58.  vedesi  appartenere  ad  una  parabola. 

SoLuz.  Quest'  eguazioDe  può  recare  nella  seguente  forma 

^»  +  -^  «a^  H ^'  +  ^o,y  =  ^^^  +  4^'  >  •<>▼€  compieiido  il 

quadrato   del  primo  membro ,   ed  a^ungendone   tal  compi- 
mento al  secondo,  come  fu  praticato  nel  teorema  i.  si  avrà 

E  confrontando  il  secondo  termine  dell'equazione  W  col  seconda 
dell'equazione  A,  cioè  —  xy  con  -^ocj^é.  avrà  m  =  4  ?  '^  =  3, 
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r       5 
r  =  V ( »»' +  »*  )  =  V (  »6  +  9)«5,  e qttinclì  —  xs -5..0nde 

Tv  *j 

il  primo  fiittore  del  secondo  membro  dell'equazione  B  dovrà  mol- 
tìplicarsi*  per  — ^  a ,  per  poter  cosi  dinotar  l'ascissa  conveniente     *  $.  Su. 

all'  ordinata  J  +  -%  ^  + ^ •  ^  l'altro  &ttorè  dovrà  insiem  di- 

5 
vidersi  per  -^' ,  a  fine  dì  mantener  lo  stesso  valore  del  secondo 

membro  dell'  equazione  B.  E  perdo  F  equazione  A    ridotta  in 
costruibil  forma  sarà 

(^+4,+„)-=|.(.+ifOT- .« 

La  qual  cosa  avrebbesi  potuto  benanche  conseguire  cogli  arti- 

fizj  proposti  nel  §.  8a. 

i5 

G)STROz.  Ciò  posto,  suppongansi  essere  jr^  a^eàx  +-7^ 

14 

le  coordinate    della    richiesta  locale  ,  quasiché    fosse  sparito  il 

termine    -5-  aC  dall*  ordinata  r  +  4"  ar+  a  ;  e  si  fosse  ridotto  al- 

5  .  5  iS 

l'unità  il  coefficiente  —  della  corrispondente  ascissa  -^(x-^ — ja)    Ifig^  19. 

Lo  che  vuol  &rsi  per  rimetter  questo  problema  al  precedente*»    "^^  i.  83. 
E  poi  si  ritrovi  il  punto  G  ,  che  riferito  alle   direttrici  PX  , 

PY  abbiavi  per  coordinate  le  PP ,  PO  espresse  per 7-  /i, 

e  per  -~a  rid|)ettivamenfe  *  £  compito  da  este  rette  il  paraHtb*' 
grammo  POCF ,  si  tiri  per  lo  poi^  O  la  ivtta  HDD  pcvaHe^ 
la  alla  sottesa  d^  angolo  regcrfatore   XPY  ,  per  essere  positi- 
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vo  il  monomio  -^  xy ,  nella  data  equazione  •  Ed  una  tal  pa- 
rallela incontri  la  CF  in  H .  Dico  ,  che  V  culdimandaia  lo^ 
cale  debba  esser  quella  parabola ,  che  tocchi  la  CF  in  H  , 

ed  abbia  per  diametro  la  retta  HOD  ,  il  cui  parametro  sia  -^^^ 

DiM.  Essendo  per  costruzione  PA*  :  A/  ::  OS  :  OD  ;:  OC  : 
*  12.  V.    OH ,    sarà  P  A  :  A  /  ::  CS  :  HD  *  ;   e  quindi  ne'  simboli  di 

queste  rette  dovrà  esser  benanche  3  :  5  ::  a:  +  —-a  :  HD  ; 

5  /  i5      N 

onde  sarà  HD  =— fa:-J — J  ^J  •  Inoltre  per  la  simi- 
litudine de'  triangoli  OCH  ,  OSD ,  sarà  pure  OC  a  CH  , 
eioè  3  a  4?  come  OS  ad  SD.  Dunque  sarà  SD  =:  -^x ,  e  quin* 

diMD  =  MN  +  NS  +  SD=^  +  a  +  -ijc.  Ma  perknatu- 
ra  della  parabola,  che  si  èqui  descrìttaci  o  per  lo  §.  a3.  dee 
esser  MD'=HD  x  —  a  .  Dunque  ne*^  simboli  di  queste  gran- 

dezw  avremo  Ijr  +  ^+"3"^/  ~  T  \^+  ^^)  'T^* 
Cioè  fatte  le  riduzioni  risulterà  la  proposta  equazione 
.       8  16     ,  .  ^ 

E  questa  medesima  equazione  dovrà  emergere  per  qualunque  al- 
tro punto  dell'  anzidetta  parabola  ,  ancorché  ei  stia  infinitamente 
FÌmoto  dal  vertice  H  ^  come  può  vedersi  coUaluce  della  prop.  rv. 
Dunque  questa  cur9a  sarà  la  locale ,  che  si  domanda  . 
$•  89.  Coa.  i.  Se  T  ultimo  termine  della  data  equazione 
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8 
5Ìa  —  a*;  ella  potrà  proporsi  nella  seguente  forma  j'^—oy 

fi  8 

^  —  X*  +  aajr  +  a*  =  aar.  E  si  dovrà  aggiugnere  rr-ax  al 

y 

primo,  ed  al  secondo  membro  £  quest'ultima  equazione ,  aiEncIiè 
quello  risulti  un  quadrato  perfetto  ,  qual'  e    fj  +  — x+aY; 

e  questo  diventi  uguale  a-^ax^  cioèadxX— r^  «  >  ovvero*  a    *  §.  SS- 

T^^'T^*  Vale  a  dire  sarà^j  +^  ^+ a  Y==-^arX^a. 

Onde  per  costruire  quest'ultima  equazione  :  dovrà  condursi  dal 
•  punto  O*  la  retta  OD  parallela  alla  sottesa  delt  angolo  re-    *.Agr.i9- 
golatore  XPY.  £  7  vertice  della  parabola  richiesta   sarà 
il  punto  O  ;  il  diametro  <S  essa  sarà  la  OD ,  //  cui  parar 

metro  è  -p-  a\  eie  sue  ordinate  dovranno  essere  paralle- 
le alla  direttrice  PY. 

g 
$.  90.  GoR.n.  E  se  la  data  equazione  fosse  jr^-j — t^xj  = 

16  8 

—  — •  jc'+  bx-j"  c*^  che  può  avere  la  seguente  forma  ^'-f  x*^ 

+  —  x'  =  òar  +  c',  cioè  (r+y*J=(^+X-)*j  sa- 
rà ,  nd  tidurla  in  construibil  forma , 

E  perciò  in  quesV  altro  caso  dovrà  prodursi  la  X)^  in  F  ,  sinr 
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e' 
che  direnti  ìsl  ?F  :=:  —  .  E  distesa   per  lo  ponto  P  ia   retta 

IPE  parallela  aDa  sottesa  dell^  angolo  r^cJatore ,  e  findiè  in- 
contri in  I  la  retta  FI  condotta  per  lo  punto  F  parallela  al- 
la direttrice  PY;  il  punto  I  sarà  U   sfertice   deUa   parabo- 

la  ric/uesta ,  che  dovrà  avere  la  KE  per  diametro ,  //  pa-- 

3 
rametro  del  quale  sarà  —  b^  eie  ordinate  dovranno  essere 

parallele  alla  PY.  E  quesH  due  eseinpj  sono  analoghi  a  quelli, 
che  recò  il  signor  Witt  alla  fine  id  luogo  alla  parabola  (1). 

5.  91.  Cor.  ni.  Le  coorcfinate  della  curva  ridùesta  nel 
§.  88.  yeggonsi  appartenere  al  n.  i.  della  Tav.  .in  (ine  del 
$•  86.  \  ond'  elleno  saranno  le  HD  ,  DM» 


(i)  Fa  certamente  una  mirabil  cosa,  che  il  sfgnor  Witt  aves*^ 
se  .dlsciolti  cotesti  esemp}  coUa  sola  sagacia  dd  suo  iatendimento  y 
e  senza  farsi  guidar  da  regole ,  di^  e»  per  ragioa  di  scienza ,  e  per 
utilìtk  de^  giovani  doyea  premettere  al  sao  lavoro .  Egli  è  vero  ,  che 
quivi  il  valentuomo,  nelT  ultimo  Capitolo  propose  una  regola  gene- 
rale per  tali  determinazioni .  Ma  questa  regola  non  è  ,  che  un  no- 
tamento  de^  moltissimi  risultamenti  de^  diversi  casi ,  cui  oorrispondono 
altrettante  figure  reticolari .  Ed  i  giovanetti ,  poichè^  gli  avran  cono- 
sciuti j  non  dovran  riputarsi  più  saggi ,  o  piìt  istruiti  -  Il  signor 
Ozanam  cinque  anni  dopo  del  Witt  volle  questo  sistema  preporre  eoa 
più  chiarezza  i  Ma  pur  ei  si  spinse  per  anguste  vie ,  ed  a  tentone  • 
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Esempio    VI. 

.  .       .     "    . 

§.  92.  Dato  angolo  regoLatore  XPY*,  che  sop-»^^.  ^0. 
pongasi  retto  ,  si  vuol  costruire  l'equazione 

r'  +  2^ — 4«7  =  4-^'  +  2^^  +  «*• 

la  quale    per   la  prop.    11.    vedesi    appartenere  ad 
un*  elb'sse  . 

* 

SoLuz.  Paragoiumdo  il  secondo   tennine  di   qnest'e^put^ 
«idnc  col  secondò  ddi' equazione  generale  W  ,  doè  axy  con. 

^  ,  si  vedrà   che   qui    debba   essere   i  =  ~  ^  y^j^  ^ 

direnisi,  n=i,r  =  V0  +  0  =  V^,ed-l~V2.Eper- 
ciò,  ridotta  in  costmibil  forma  l'equazione pioposta,  sarli  p«  Io  $.5o 

Dunque  le  coordinate  della  richiesta  ellisse  domano  essc- 
'«^+*— aa,Cx  +  -i.a^V3.   E  ^pesta  curva  dovri 
arcre  per  semidiametro  prindpal*  4  Va*' ,  «  per  seomdario 

4 

-^  V3a' ,  che  dovranno  essere  conveneTolmènte  tra  loro  in- 
clinati .  Cioè  : 

Cosnvi.  Si  cancelli  il  termiue  x  nell'  anzidetta  ordinata 
di  mia  tal' ellisse  ,  ed  anche  a  coefficiente  y/a  ,  eh' è  nell'ai 
scissa*  .  E  poi  per  lo  lemma  i.  si  ritrovi  il  principio  di  qne-     •  e  63 

46 
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ste  uuove    coordinate  j  —  aii  ,  jp  +  -yfl.  Cioè  ,  per   efifet- 

tìVamente   eàkire  il  principio   di  ètte ,    si   prokinglii   sul  terti- 

ce  il  lato  PX  del  dato  angolo  regolatore,  sinché  sia  PF  =-t«  ; 

e  poi  si  tolga  nell'  altro  Iato  PY  ^  e  dal  punto  P  la  retU 
PU=3a,  compiendo  il  parallelogrammo  PUGF  dalle  due  PF,PU, 
Inoltre  per  V  angolo  CUP  di  questa  figura  parallelogramma , 
il  4]uale  è  adiacente  alla  PU  ,  si  tiri  la  retta  KUE  paralle* 
U  alla  sottesa  del  da<o  angolo  regplaVirB  ^,c  dò  per  esaere 
axf  positivo  .  E  dal  punto  K ,  ove  tal  parallela  incontra  il 
lato  FG  dd  detto  parallelogrammo  ,  cV  è  equidistante  alla  PY, 

si  preada  (i>,  KA=^y^2a\*KB:s:^Y^Za\  Ed  in  fin  de- 

scrivasi  r  feUitòe   BAM  ctf  sètóidiametri  corijtìgatì  «A  ;  KB. 

Questa  'curva  s(irà  la  locale  addimandata  ..       ..    '> 

1 
DiM.  Imperocché  esondo  per  costr .  PF  =  — •  a^  e  PN=x, 


>    ,        J'  "  I >  9 .  %  1 


(i)  Volendo  dare  maggior  eleganza  a  questui  geometrica  costru- 
zione aTTti  potuto  dille,  w  Si  dirida  per  m«tk  Tegolo  X^t,'per-Ia 
»  retta  UE,  e  dal  ponto  K,  ove  tal  retta  incontrala  PG  ,  si  tol- 
>r  ga  sttUa  K.F  k  parte  Kff  uguale  a  quattro  terzi  del  tato  dei  trian- 
»  golo  equilatero  iscrittibile  nel  cervhio  del  raggio  a .  £  da  quel  pu9- 
M  to  suir  altra  reua  K£  $t  tolga  la  RA  ngoak  k  4u«ltro  lerii  d61  ù<* 
»  to  del  quadrato  iscrittibile  nello  stesso  cerchio.  E  poi  co' semidia- 
»  metri  coniugati  KA  ,  KB  si  descriva  T  ellisse  BAM  .  Questa  cur^ 
»  va  sark  la  riohtesta  lotale.  «  Ma  T'eleiganzi  dì' una  tal  costru- 
zione, avrebbede  invihipyata  T  applioaziciÉr^del  Motóso,*  cbe  princi^ 
palmente  ho-  voluto  qiu  iUustraro  .  E  povo*^  Vìxo  irahMioUi  : 
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farà  GT  =  PF  +  PN=5*a  +  x  .  Ma  per  la  skiriHtiidiiic  tie! 

trìangoti  KGU,  UTE  sta  GU  :  UK  ::  UT  :  tJE  ::  GT  :  KE*,»  ,a.  ei.V. 

cioè  I  :  V^  ''  ^  +4'«  ''  ^'  Donque  sarà  KE=3nr+-i.  à\\i^. 

£  poi  si  vede  da  per  se  stesso  essere  TE  sTU  =  x.  Dunque 
saràM£ssMT-fT£s<j  — m)+x.  E  doveiado  essere, 
per  k  natura  dì  questa  curra ,  e  conne  l' ho  detto  nel  5*  ^^^  > 

ME»  =KB*  — (vtS  ^*  »  SM*  ne'sinaboK  dr  questa  rette 

cioè 

E  fiitte  Je  riduzioni  ayiemo 

jHajgr  —  4a;re5— 4x•^-a•  +  aaJC- 
£  lo  stesso  potendosi  dimostrare  per  ciascun  altro  punto 
dell*  ellisse  BAM  *  :  questa  curva  sarà  la  richiesta  locate  .    *  $.  j^, 

5.93 .  Cor.  Le  coordinate^  +;rr  —  aa,  ed  ^+  -»- a  appar- 

fe&goDsi  al  n.  r.  del$.  67,  ond'esse  dovranno  essere  le  K£^  £&f« 

E  s  »  n  p  I  D   VII. 

§.  94.  Dato  l'angolo  regolatore  XPY*,  che  sup-    *  ^f^,  ^,^ 
pongasi  retto',  si  cerca  di  costruire  T equazione 

la  quale  vedcsi  appartenere  ad  un'iperbole,  colla  lu- 
ce della  prop.  n»^  o  per  la  sua  ridotta 
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che  recai  nel  §.57. 

Qui  ,  pw  brevità  di  calcolo  ,  può   supporsi 


II 


a' — **  =  :?:c'. 


ooordiaate 


2a 


(x  —  -^  a  J  Va  potran  considerarsi  già  ridotte  nelle  due  al- 


tre j-—  aa  ,  X r-a,  come  se  daBa  prima  si  fosse  tol- 
to il  secondo  termine  Jt^  e'I  coefficiente  dell'altra  si  fotse  ri- 
dotto all'  unità  :  e  poi  per  lo  lemma   i.  si  trovi    il  principio 

^  queste  due  ultime  -iroordiaai^  ^  -*-  sa  ^  x  ^ ^a  •  Cioè  , 

per  distendere   qui   un  tal    artifizio  :  sul    lato  PX   dell'  angolo 

regolatore  XPY,  e  dal  vertice  P,'  si  tolga  la  parte  P/=  -o"  ^  > 

e  4allo  .stesso  pui^o  P,  nell'  altro  lato  PY,  si  tronchi  la  parte 
PU  zz2a^i  compiendo  il  parallelogrammo  PU  g^  dalle  ret- 
te P/,  PU  .  Di  poi  per  r  angolo  '  PU  g  di  tal  pardleiogram- 
ino,  cioè  perqudto  dì' è  adjacente  alla  Py,'  sì  distenda  laret- 
ta  AUE  parallela  alla  sottesa  del  dato  angolo  regolatCM^ ,  in^ 
contrando  in  K  il  lato  gf  dd  detto  póraHelògrammo.  Finalmente 

si  prenda  dal  punto  K  sulla  Kf  la  ^tta  KB  ==  e';  e  sull'  altra 

•  •  '  '  ' 

retta  K£  la  parte  KA  =  e  V  -^  .  Dico  t  addimandata  lacah 

essere  le  due  iperboli  opposte  MÀm^  ÌAfAfmfy  Ae  nbbiano  per 
semidiametrQ  prìnnirio  la  retta  KA,  e  per  secondario  la  K£. 


DiM.  Imperocché  essendo  PN  s=  a:,  e  P/=  -y-  a  ,    sarà 
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;^T  =  PN  —  P/= « ia.  Ed  essendo  Vg.VKllgT: 

KE*,  cioè  I  :  V  «  -'  ^ ^ — ì*  «  :  J^j  sarà  KE=(^a:—  1^^) V^*2.  El-  VI. 

Inoltre  per  essere  IaMN=:/,  e  la  sua  parte  TN  =  aa,  sarà 
h  rimanente  porte  ìllT=jr  —  aa  ;  e  quindi  M£  =  MT  *f  TE, 

sarà    uguale    àà  jr  -^x^^aà.  Ma  per  la  natura  di  tial  cut- 

(KB  \* 
■=j-J  KE*  — KB*..  Dunque  sarà,      '  $•  a6. 

'V»'  simlrafi  cli-^iiesle  rette 


aoe 


7'  + 10:7  — .  4ajr  -f^*  +  4^'  —  4<w=  3x'  +  —a'— atìa:~€' 


1 1 


Jt  quindi   Atte  le  xiduaioni ,  ejposto  U  binomb  Tx-a*  —  6* 

per  —  e%  si  vedrà  essere 

7*+  207-!—  4^  =*  aa:*+  aox  — i" . 
E  questa  medesima  equazione,  coDa  luce  del  $>73.,  potrà  di- 
mostrarsi in  ciascun  altro  punto  dell'una  iperbole,  e  dell'altra. 
E  perciò  una  tal  curva  s€irà  la  richìesia  focale . 

Gas.  n.  Se  T  equazione  quassii  proposta  siasi  ridotta  nella 

seguente  (;r — .r  +  àay  =z  -jC^x 5-  ^)  V^  J  +«%  ^^^ 

^fi  e'  si  conosca  essere  una  grandezza  positiva ,  dovrà  impiegar- 
si* il  medesimo  artifieio  del  precedente  caso  per  ritrovare  il  pun-    *  5-    ^7* 
lo  K*.  Ma  poi  ecco  il  divario  di  questa  opemwone,  e  di  quel-    "^Jig,  aa. 

la  .  Nella  K/si  tolga  la  KA  =  ^ ,  e  neBa  KU  la  KB^:^  y  ^.      ;      .  v 

E  quindi  descriyansi  due   iperboli  opposte  ,  che   abbiano  la 
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KA  per  semidiametro  primario  ,  e  .la  KB  |)er  secondario  . 
Queste  due  curve  saranno  la  locale  della  proposta  equa- 
zione pel  secondo  caso. 


Essendo  PN  =:x,  e  P/=  4 


sinJbdi; 


*a.Ei.  vi.=a:— 4-«  .  Mafepoi*  KE.ffT-UK:  Ugr  ::  V^  - ',  cioè 

3 

r 

KEix — ^a  ::  V^  :i.IXinquesaràKE=srx*-»-j-iiìV2. 

Ea  oltre  adb  essendo  MN  =j',  TN  =  a« ,  aarà  MT=  MN 
—  TN  s=7  —  3rt,  ed  ME  =  MT  +  TE  aaj  —  aa  +  ar;  poi- 
ché dalla  costraxiooe  lieo  à  conosce,  che  àa  TE  =  TU  s=  x . 
E  finahoente  dalla  medesiina  costruzione  rileviamo  essere  KA*  : 

KB*  ::  e^  i  ~e*  ::  3  i  a.  Ma  per  k  natura  di  tat  curva,  o  per 

.— ^  KE*  +KA' .  Dunque   i 
di  queste  rette  avrema 

Cioè ,  fiitte  k  riduzioni ,  sarà 

Esempio    V|II. 

*Af.  aa.  j.  g5^  D^iQ  r  angolo  regolatore  XPY  *  ,  qoa* 

lunque  ei  sia^  vuol  costruirsi  req[iiadone 

*$.  60.     o.k  sua  ridotta* 
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Ct  - +r + »  -  ^)C'+.  '■)i=i(^f  «*  -■=  ^ 


ck'è  alf  iperbole  tra  gli  assintoti  . 


SoLuz.  Le   coordinate  ddla  rìdiìesta  locale,  che  veggou* 

n  essere  — ►  (jt+o),  y-j 4.  & • ,  si   possono   ndnr* 

n  n  H        . 

re ,  come  vedesi  praticato  qu\  sopra  *  ,  neHe  due  ahre  x  +  a ,     '^5.83. 
J*+é—  —  ;  cancellando  deBa   prima  di   esse  il   coefficiente 

-^,  e  togliendo  dall'altra  il  secondo  termine •  ;  e  poi  si  ri- 

n  w 

trovi  il  princ^kio  deUe  coordinate  iZr  4-  ^  9  ^  +  ^  "^  ""^   • 

Cioè  9  per  esibir  tal  punto ,  si  prolunghi  in  F  il  Iato  XP  del- 

Fai^olo  regolatore  XPY,  talché  risultila  PFsa;ecosì  pure 

ma 

r  altro  lato  PY  si  produca  in  O,  finché  àa  PO  =  ft ,  e 

"^  n 

si  con^   il  ptfaOelogranuno.  POCF  ,  ove  il   ponto  G   sarà 

un   tal  principio  .  Ciò   &tto ,    distendasi  per  lo    pimto  O  la 

retta  HOD  parallela  atta  sottesa   dell'  angolo  regolatore  XPY , 

per  esser  positivo  ndl'  espression   dell^  ordinata  *  il  termine  —      '^5^  4^^ 

n  y 

e  tal  retta  incontri  in  H  il  lato  FC  del  detto  paraUdogrammo 

POCF  .  Finalmente  >  ;€enlro  H  ,   cogU  aasintQti.HD  ,  HQ ,  e 

r   ^  ìHcC  \ 

cotta  potenza  —  (e*  -f  aè  — «  — ^  )  si  descriva  V  iperbole  MA  m, 

e  k  sua  opposta  ÌIVhfm\  Quéste  due  curve  saranno  la  ri- 
chiesta locale  .  V   , 
DiM.  Imperpcctiè  essendo   PN  s  x  ^  e  PF  ^  a ,   stfà  * 
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Trattato  analitico 


CS==:PN+  PFfe\r  +  a.  Ma  p^r  la  similitudine   de'triaV 

goli  SOD  ,  COH  sta  OS  :  OD  ::  OC  :  OH  ::  n  :  r  ;  e  quia- 

*  12. El.  V.  di  *  anche  CS  :  HD  ::  n  ir^  cioè  »  :  r  ::x-^a  :  HD  *  Dùn* 

que  sarà  HD  =i  —  {x  +a)  .  E  sarà  poi  ,  per.  la  similitudine 

degli  stessi  tiiangoli  COH ,  SQD  ,  anche  CO  :  CH  :;  OS  ;  SD , 


mx 


cioè  n  :  m  :ix  :  SD^ .  Dunque  sarà  SD  =  — ,  od  MD  =  MN 

fi 

+  NS-fSDs=:r  +  6 +  •—••    Sicché    dovendo  essere  , 

*  5-  32.^  per  Ja  natura  di  tal  curva*,  il  rettangolo  di  HD  in  DM  ugua- 
le alla  potenza  di  cotesta  iperbole  ,  sarà  ne'  loro  simboli 

e  dall'eseguimento  delle  indicate  ^operazioni  si  otterrà   TeqiMK 
zione  proposta.  E  questa  potrà  nello  stesso  modo  ottenersi  in 
ciascun  altro  punto  deli'  iperbole  MAm,  o  della  sua  opposta  , 
^  e  ciò  colla  guid^  delia  prop.  iv. 

$.  96.  ^  Con.  supponiamo  esser  la  grandezza  m  s:  o ,  e 

Quindi  — •  =  I  ;  quell'  equazion  ridotta  dovrà  degenerare  ip  que-; 

st' altra  (  ^  +  a  )  (7  +  é  )  =s  e*  +  ab.  Ed  in  tal  caso  sa- 
rà C  il  centro  delia  richiesta  iperbole ,  CQ ,  CS  /  suoi  as^ 
sintoti ,  ed  e^  '^  ab  la  potenza  di  tal  curs^a. 

§.  97.  ScoL.  L'equazione,  che  ho  proposta  in  quest'esem-^ 
,  pio,  potrà. esitarsi  nella  seguente  forma 

ove  le  ^,  B  siano  grandezze  ignote .  E  poi  colla  luce  del  §.60. 
si  potran  rinvenirci  valori  ddk  assunte  À^  B,  la  prima  delle 


VR'jMOGm  SOLIDI  363       Gap.  4 

i|uali  si   vedrà  immantinente  essere  uguale  a  — ,  e  l'altra» 


n 


quanto  il    binomio  a6— a*. 

§•  98.  Se  fin  dal  $•  t8*  ho  promesso  di  voler  qui  disten-> 
dere  quest'  opera  con  un  metodo  generale^  diretto^  e  didasca- 
Tieo  ,  qual  da'  dotti  suoì  desiarsi  ;  ora ,  che  V  ho  compiuta ,  deb«- 
bo  in  brevi  accenti  dimostrare  di  non  arere  deviato  dall'inten- 
to «   £<1  in  vero  Tequazione j' + ^'\'fyr=ya:^^Sx+8^ 

che .  sovente  osservasi  qui  dentro  ,  è  la  più  generica  di  quello 
di  secondo  grado  ,  che  tra  le  due  indeterminate  a: ,  jr  posson 
concepirsi  dagli  analisti  •  E 1  costruirla  non  ò  che  risolvere  it 
problema  inveisca  di  queU'  altro  y  ove  la  natura  di  una  curva 
conica  vuol  esprimersi  in  equazione  .  Le  quali  cose  assicura* 
no,  che  il  nostro  metodo  sia  generale  ,  e  diretto.  E  si  vedrà^ 
benanche* esser  didascalico  ^  non  solo  perchè  vi.  ho  adoperate 
le  più  semplici  e  le  piii  chiare  operazioni ,  che  ci  presentano 
b  Geometria,  e  FAndià  de'  finiti  ;  ma  perchè  ho  voluto  al  me^ 
todo  di  Euclide  att^nenni  •  Che  se  qualche  modeniD  analista 
voglia  regolame  l' orditura  col  metodo  d'invenz\0Re,  oome  ora 
«noi  fiurai ,  e  come  anch'  io  l' ho  }^oposto  all'Accademia  delle 
Scienze  ^  ei  potrebbe  dò  conseguire  nel  seguente  modo  • 

$•  99*  Si  Qompia  H  quadrata  dd^  primo  membro  dell'  e- 
qiiazione,  che  ho  proposta  qui  sopra. nel  §.  procedente,  e  si 
procciffi  eziandio  di  compier  qadia  ds^due  termini  yx^^  Sx  idi 
secondo  membro  •  Cioè  si  riduca  la .  detta  equazione  in  co» 
struibil  fonna.  Sarà  pe'$$.  5^,  Sa*.. 
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£  dovranno  essere  le  coordinate  della  ricliiesta  curva  rispeUiva- 

rx       rq      ~ .  mx        i 

mente  uguali  ad +  — ^ ,  ed  y  +— -  +  —  /3 .  Per  la   qual 

rx         TO' 
cosa,  ponendo  uguale  a  zero  il  binomio  —  +  --2-  ,  eh'  espri- 

n      '  2np 

m 

me  r  ascissa  ;  sarà  a*  =  —  r —  *  -2.  .  £  quindi  con    tal  vaio* 

2      p  * 

re  della   x    diverrà    v  4.  -^  /}  —  — JL  il  trinomio,  che  rap- 
ii 2np 

"^  5.  81.    presentava  l'ordinata.  Dunque  le  coordinate  *  del  centro    del* 

la  richiesta  curva ,  o  del  vertice ,  s'  ella  sia  una  parabola ,  sa* 

ranno •  —  •e  —  (  — fl— — .  — 2A  .   El    diametro 

a     p  \  2  2     np  / 

starà  in  quella  retta,  che  passa  per  questo  punto ,  e  per  quel- 
r  altro  5  che  tiene  zero  per  ascissa  (i)  ,  e  per  ordinata  —  —  fi.  E 
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Ap  T 

si  saprà  non  solanaeote  la  natura  ideila  locale  addimandala ,  ma 
si  àvian  benandie  le  delerisinaitièni  a  èoscriverk.  Idkperoctìaè 
in  ifualunqiÉe  cMfva  eomcùy  U  quadrato  di  ciascuna  cottu^- 
nata  serba  una  ragiom  data  kiUa  sommai  o  aUa  d^ten^ 
za  del  quadrato  deUP  {dira  eootdmata  ^  è  del-  quadrato  di 
una  retta  data  .  .£  coiiruendo  sìSatla  «^lazioaè  si  conoscerà 
coUa  Iute  ddia  prop.  tv  ,  eh'  eUà  appartengfisl  k  ciascun  pmt^ 
to  di  una  tal  locale',  eEon  già  ad  im' arro  di  essa  curva,  oh 
me  altri  auol  dire .  :  :  .  »  - 

§.   100.  Avrei  dovuto  qui  coo^piere  qaesto  mi«   atuditìoQ 

(1)  Si  veggan  tutte  queste  cose  ne'  yj,  conreaieati  del  Gap..tII« 


1 
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kyoro ,  per  averne  gii  unite  le  parti ,  e  4i4M)steIe  con  ordine 
di  scienza  ;  ma  una  qnistione  ^  che  io  proposi  fin  dal  princi^ 
pk) ,  m' induce  a  doreria  risolvere  adeguatamente  prima  di  gir 
più  oltre  .  £  mi  lusingo ,  che  quest'  aggiunta  sia  per  esser  gra- 
devole a'  leggitori  :  poiché  con  tal  mezxo  vi  saran  dificidte  tan* 
te  quistioni ,  che  ippartengonai  atta  Geometrìa  suUiaie  delle  an- 
tiche scuole .  Intanto  il  ftmoso  problema  delle  quattro  rette  , 
die  può  dirsi  il  centro  di  tali  discussioni ,  può  esser  proposto 
'  nel  seguente  modo*  Daie  di  posizione  quattro  rette  giacen- 
ti  in  un  piano  ;  wol  ritrovarsi  il  luogo  di  quegU  tieniti  pun- 
ti  y  da  ciascun  de\quaU  amducendo  altrettante  rette  sulle 
date^  e  con  angoH  dati  ;  J£a  sempre  il  rettangolo  di  due  di 
queste  incidenti  in  una  ragion  data  al  rettangolo  delle  al^ 
tré  due  incidenti .  .Ed  a  me  pai*e ,   che  tanto  questo   proble- 
ma ,  che  \  altro  affine^  il  qual  ritrovasi  ndle  Collezioni  di  Pap- 
po ,  sia  stato  accuratamente  risoluto  dal  grande  Apollonio  *  Ed 
eccone  le  varie  ragioni  >  che  ne  adduco  • 

$•  101.  Un  geometra  dovrà  rioonosoersi  per  lo  scioglitore 
di  un  ptoblema,  di  cui  siasi  smagrita,  o  pur  celata  la  soluzio- 
ne/ se  oosti  in  (Mrimo  luogo  >  eh'  egli  abbiasi  procurato  i  veri 
prìncipi  di  una  tal  soluziime,  possedendo  benanche  l'arte  d'in- 
vei^tare  »  E  se  anccnra  siasi  corto  notoriamente ,  eh'  egli  abbia 
poi  conosciuto  il  risultamento,  o  cangiato  in  teorema  qud  pro- 
blema •  Altrimenti  ei  dovrebbesi  avere  per  profeta  ^  se  avesse 
conoaduto  fl  risottamenlo  del  problema ,  senza  risolver  questo  • 
Inlatti  chi  mai  ha  dubitato ,  che  Viviani  (  il  proponente  dei^ 
1'  Enigma  Fiorentino  )  fosse  stato  lo  sdogUtore  di  un  pro- 
blema sì  elegante  ?  E  cosi  \  autore  del  teorema  G^tesiano  prò* 
posto  senza  dimostrazione  dovett'  essere  il  geometra  ^  che  disciol- 
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_  « 

se  in  fallorì  duplici  reali  il  binomio  af  'ìza'*^  la  coi  solazidie 
tontcnevasi  nell'  anzidetto  teorema  .  Cristiano  Ugcnio ,  die  prò- 
|K)se  senza  verana  dimostrazione  tanti  elegantissimi  teoremi  ,  in^ 
dico  agli  eruditi  ,  eh'  egli  aveali  già  risoluti .  £d  -anzi  oelF  a* 
ver  solamante  detto ,  die  1'  evoluta  dell'  ellisse,  o  ddl'  iperbole 
era  una  curva  di  sesi  ordine^  e  iti  pari  dimensioni ,  ognun 
credette  che  tal  geometra  avessene  -risolute  il  problema  .  £  co^ 
sì  di  tanti  altri  teoremi  -dovrà  dirsi . 

§.   f02.  Ciò  posto,  Apollonio  neHa  lettera  ch'ei  scrìsse  ad 
Eudemo  (i),  indicandogU  i  diversi  oggetti  d^U  otto  libri  dei 
suoi  conici  )  disse  -chiaramente,  eh*  ei  nel  terzo  libro  avea  re- 
cato nuovi  ,  ed  elegianti  teoremi ,-  alcuni    de'  quali   «ran  con* 
facenti  alla  soluzione  de' [Hx^blemi  solidi,  e  ^specialmente  di ^uel* 
io  della  composizione  del  luogo  alle  trcj  o  alle  quattro  li* 
7iee,  E  poi  soggiunse  ,  che  Euclide  senza  queste  cose    da  lui 
inventate  non  potea  eseguir  refttailiente  la  detta  composizione  . 
Dunque  Apollonio  escogitò  i  giusti  |H*incipj  a  poter  risolvere  il 
proposto  problema  .  Ma  ^U  conobbe  eziandio   il  rìsultamento 
del  problèma  •  Imperocché  volendo  Pappo  specificare  il  sogget- 
to,  di  cui  tanto  si  compiacque  il  gràfnde  Apollonio ,  e  con  in* 
sultare  il  mitissimo  Euclide  ,  non  fece  che  rapportare  il  pro- 
posto problema  ridotto  in  teorema  locale,  ch'è  il'Seguante:  Se 
diansi  di  posizione  qutktro  rette  ^  e  da  uno  stesso  punto  fac^ 
eiansi  cadere   altrettante  rette  sulle  date^  che  vi  faccia-- 
no  angoli  dati j" è  sia  data  la  ragione: del   rettangolo  di 
due  di  queste  incidenti  a  quello  delle  rimanmti;  un  talpun-^ 

(i)  Per  la  chiara  iatelligenza  di  ciò  ,  che  contiensi  nel  presen- 
te §.  e  ne' seguenti ,  si  leggano  le  due  ultime  pagine  della  prefazio- 
ne del  lib.  7.   di  Pappo  de  Conici  $  j4poUonii. 
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io  y^ontinget  positiome  dàtum  solidum  locum  ,  hoc  est  cnam 
EX  TRiBOS  coKicis  SECTiONiBcs  .  Dunque  da'crìterj  quassù  pro« 
.posti  dovrà  coiickiudersi ,  che  Apollonio  avesse  risoluto  un  tal 
^problema.  ^ 

§.   io3.  dm  se  Apottonio  non  avesse  sdiolto  il  problema 
t:bnvenevohiiente ,  a  die  menarne 'tanto  orgoglio  ,  e  1  saviissimo 
-Euclide  di^reggiame  ?  Ognuno  avrebbe  repressa  tal  marna  con 
dirgli  :  tant'  è  in  Gecmnetria  chi  «comincia  a  sdoglia-e  tui  pro^ 
-blema ,  quanto  chi  vi  avrà  latte  molte  «speculazicmi  senza  risol- 
verlo .  £  di  tal  riprenàone  avrebbesi  dovuto  valere  il  giudizio- 
so Pappo  nell'  apologia  ,  cheJeceper  Euclide;  e  non  già  men- 
•dicare  le  seguenti  ragioni  ^  *  che  sembrano  assai  deboli .  Cioè  : 
Jl  luogo  alle  trej  o  ulte  quattro  linee  ;  vhe  lipollonio  disse 
^on  essersi  perfezionato  da  Euclide ,  nemmen  potes^asi  per- 
fezionare dallo  stesso  Apollonio  ^  o  da  altri  :  e  né  taìnpo- 
co  votevasi  aggiugner  cosa  a  quel,  eh!  Euclide  a^eà  scrit- 
to su  i  Conici^  con  yolersi  attenere  alle  produzioni  di  Ari- 
steo  ,  eh!  ei  tanto  rispettava .  E  ben  disse  Apollonio  ,  eh  ei 
per  riuscire  in  quella  perfetta  rrsoluzion  del  problema  a^ 
via  dovuto  escogitare  principj  nuxm.  Ma  come  mai  da  que- 
sta imperfetta  apologia  faf ta  da  'Pa|^o  per  Eaidide,  si  conchia- 
se  dai  Cartesio ,  che  niun  geometra  dell'  antichità  rimota  abirn 
saputo  risolvare  il  problema  delle  quattro  rette?  E  quel  che  più 
aiuole,  com'  ei  indusse  in  .tal  parere  i  moderni? 

§•  io4*  intanto  il  sommo  Newton  ,  che  sciolse  un  tal 
-problema  enbendone  la  geometrica  composizione  qaalem  s^ete- 
-res  quaerebant^  per  servirmi  de' suoi  detti  (1),  di*  quali  princN 


(i)  Cor,  2.  Lemm.  XIX.  Prin,   Mathem,  Phitos,  Natur, 
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pj  sì  valse?  Il  fondamento  eli  una  tal  solusione  fu  il  lem.vvn. 
de'  PrìAeipj  Matematici  ,  La  dimostratione  di  questo  prin- 
cipio è  divisa  in  tre  casi .  Il  primo  è  identico  aUa  prop.  17  , 
o  18  del  libro  111  de'Conici  di  Apollonio,  come  lo  stesso  Newton 
il  dice  :  e  gli  altri  due  vi  si  posscmo  ridurre  con  &ciii  ripie- 
ghi di  Geometria .  £  sarebbe  la  soluzione  Newtoniana  una  di- 
vinazionie  diqudla  del  geometra  di  Perga,  ae  il  probiema  con- 
cepito da  questo  geometra  noa  fes^e  piii  generale  di  quello , 
cui  si  attenne  il  cavalier  Newton.  Imperocché  ne' lemmi  New- 
toniani xvii ,  XVIII  leggesi  rectanguium  ductanon,  ad  apposi- 
ta duo  latera  quadrilateri^  erìt  ad  reciangulum  dactarum 
ad  alia  duo  latera  opposUa  in  data  nUione .  Ed  una  tal 
condizione  è  men  generale  della  seguente  serbataci  da  Pappo 
nel  Lib.  VII.  Coli.  Maik.  praef.  cioè  :  Et  daiasH  proporr 
iio  rectanguU  contenti  duehus^  dukClis  ad  corUentum  daabus 

m 

reUqms  .  Ed  è  anche  pia  generale  il  soggetto  di  Pappo ,  che 
quello  del  Newton;  poiché  ognun  vede,  che  contengonsi  più 
casi  nell'espressione:  date  di  sito  quattro  rette  in  un  piano^ 
che  in  quest'altra  :  dato  un  quadriUneo  qualunque  ;  polendo 
^udle  concorrere  tutte  e  quattro  in  un  sol  punto ,  o  concor*^ 
rere  tra  di  esse  solamente  ;  e  queste  cose  ai  lati  di  un  qua* 
drilineo  non  possono  mai  convenire  ^ 
^  5-  9^'  $/  io5.  Qui  sopra  ho  dimostrato*^  che  il  metodo  da  me 

.  proposto  per  quest'  analitico  laviH^  sia  innem  diretto ,  genera^ 
/e,  e  didascalico.  Ora  è  ben  di  aggiungervi,  ck'  ei  si  possa  &• 
cilmente  tradurre  in  una  sintesi  rigorosa  ;  dipendendo  dal^ 
la  quinta  del  secondo  degU  Elementi,  doe  dal  compiere  il  qua* 
drato  di  una  retta  divisa  in  due  parti ,  ove  sia  dato  il  quadra- 
to di  una  di  tali  parti  col  doppio  rettangolo  di  esse.  £  per* 
ciò  facilmente  avrei  potuto  col  mio  metodo  divinare  queir  o- 
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pera  di  Apollonio  sa  i  lu<^bi  solidi .  Ma  il  signor  O.  Giosep 
pe  Scorza ,  che  vale  assai  ne'  melodi  delle  greche  scuole  ,  a** 
vendo  conosciuto  i  miei  pensieri,  é  '1  mìo  impegno ^  per  tale  a»* 
sunto  ,  mi  ka  prerenuto  colie  sue  geometriche  speculazioni,  che 
-all'uscir  da'totchj  sarau  grate  a' geometri  di  buon  senso  . 

$•  io6.  Se  il  pKoMema  ddle  quattro  rette,  può  dir  t^ 
luno ,  travagliò  tanto  i  geometri  dell'  antichità  rimota ,  perchè 
in  que'  tempi  ,  anti  che  rimellM^  la  difficoltà  del  problema , 
si  pensò  a  |»t>porlo  assai  più  malagevole,  ed  esteso?  Un  tal 
problema  ,  come  rilevasi  da  Paf^ ,  fu  proposto  genemlmente 
per  un  qualunque!  numero  n  di  rette  date  ài  posinone  in  uno 
stesso  piano',  e  per  altrettante  incidenti ,  che  pervengano  in  esr 
se  sotto  dati  angoli  da  un  medesimo  punta  del  suddetto  piano. 
Il  prodotto  delle  incidenti ,  quando  queste  èran  più  di  sei ,  dovea 
eccedere  le  dimensioni  del  sdido ,  le  quali  non  possono  ess^  che 
tre  :  onde  alcune  grandezze  ipersolide  avrebbonsi  dovute  in* 
trodurre  in  Geometria  nel  risolvere  cotesti  problemi  eccedenti  (  lo 
che  non  può  essere  ) .  Ma  i  geometri  di  que'  tempi  usarono  un 
convenevol  rì|»ego  per  la  ragion  composta  ,  ed  eq)resso  da  Pap- 
po ne'  seguenti  termini .  Si  ab  aUquo  puncto  cui  posHione  da- 
tas  rectas  Uneas  ducaniur  rectae  lineae  in  datis  angulis , 
et  data  sit  proportio  conjuncta  ecp  ea  ,  tpiam  hahet  una 
ductarum  cui  unam ,  et  altera  ad  alteram ,  et  alia  ad  a- 
Uam  .   .   .  punctum  continget  poskione  datas  Uneas . 

$..   107.  Or  da  tutte  queste  cose  potrem  qui  raccorre  con 
quali  sagaci  cure  i  geometri  antichi  avesser  coltivati  i  diversi  ra-*   ' 
mi  del  luogo  risolato ,  ci.oè   le  diverse  parti  dell'  aiie  d*  in* 
ventare .  E  '1  lodato  profiessor  Scorza  aggiunse  in  tal  proposi- 
to,  che  la  qiUstione  di  Pappo  generabnente  concepita*  era  un   *$•  i^« 
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mezzo  per  la  classificazione  delle  curve  algebriche  .  Lo  che 
mi  parve  nuovo  • 

$,  ix)8.  Ed  in  vero ,  (  ecca  com'ia  coIP  analisi  algebrica 
il  dimostro  )  ciascima  delle  incidenti  nel  {ffoblema  delle  quat- 
tro rette  è  una  fìinzione  lineaie  delle  ^ ,  jr  ^  le  quali  dinotino 
le  coordinate  della  locale  addimandata:  cioè  a  dire  ella  può  gè* 
neralmente  dinotarsi:  per  lo  tsinomio  »  +  /3a?4"  fj  •  Dunque  Te- 
quazìone  del  detto  jaxxblema  sarà  quadmtìca  a  due  indetermina*- 
te ,  e  nella  massima  generalità  «  che  può.  competerle.  £  perciò 
in  virtù  della  definizione  u  ella  sarà  ^equazione  per  le  Unee 
di,  secoruf  ordine .  E  cosi*  può  dimostrarsi  pii^  oltre  per  le  li^ 
nee  di  y.  ordine^  di  4%  di  5%  ec.  Anzi  generalmente  do* 
vara  dirsi ,  che  ima  di  queste  locali  sia  del  grado  n ,  se  il 
numero  dette,  incutenti  sia  an  ,  o  pur  an  —  t . 


de'  uioahi  sotim 


CAPITOLO    V. 


371     Gap.  5 


Della  combinazioki  di  due  luoghi  solidi,  per  geometri* 
t amente  ottenere  le  radici  reali  di  un*  equazione  di  terzo, 
o  di  quarto  grado. 

^.  109.  L' analitico  lavoro ,  che  ne'precedeutì  Capi  ho  di- 
steso ,  parrebbe  inutile,  0  poco  a'  giovani  vantaggioso ,  s' io  qui 
non  imprendessi  a  ragionare  deUa  cdmbinazìone  di  due  luoghi 
solidi ,  e  ddl'utile  che  da  questi  all'Analisi  moderna  suol  ridon- 
dare •  Le  radici  reali  di  un^  equazione  cubica  o  biquadra- 
tica si  possono  geometricamente ,  e  nel  pia  con^enes^ol  mo- 
do ottenere  col  combinare   insieme  due  curve   coniche  •  E 
questo  è  il  prindpal  vantaggio,  che  la  nostra  Analisi  in  ciò  )  i-  * 
trae  dalla  Geometria.  Ed  i  due  8^[uenti  teoremi  sono  i  prin- 
cipi di  quella  teorica ,    che  qm^giù  debbo  in   forma  didasca- 
lica divisare.  ' 

PROPOSIZIONE    VI. 

TEOREMA. 


§.  Ilo.  Se  mai  si  elimini  F  indeterminata  y 
dall'equazioni-  di  due  curve  coniche ,  che  non  sien 
due  cerchi  j  req[uazione  ch'emerge  nella  sola  Xj  la 
quale  è  T  altra  delle  due  indeterminate  y  potrà  ascen* 
dere  al  quarto  grado. 

Dm.  Part.  1.  U  equazioni  di  due  cerchi  si  possono  ri* 

48 
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spettivamente  esibire  per  le  due  sottoposte 

Sicché  sottraendo  la    seconda  di    esse  dalla  prima,  dovrà 
risultare 

£  si  vedrà  chiaramente ,  che  col  sostituire  in  una  di  quelle  due 
equazioni  questo  valore  della/ ,  debba  restare  di  secondo  gra- 
do quella  ,  eh'  emerge  nella  sola  x;^  che  una  tal'  equazione 
non  possa  giammai  montare   ad  un  grado  superiore . 

Part.  II»    L'  equazioni  di  due   qualunque  curve    coniche 
"^  S   18.    si  possono  generalmente  discare  per  le  due  seguenti* 

n 

Epoi,   per  conoscer  chiaramente,  e  colla  presente  calcola- 
zione un  tale  assunto ,  si  faccia 

n  n 

7X'  +  Jjc  +  6  =  *     ,     yx^  +  i'x  +  B'  =  ^. 
Le  due  equazioni  A,  B   si   camineranno   ns|)ettivamente 
f        in  queste  altre  due 

^l,.       r  +  t^  =  * e 

r'++j'  =  * •  .  .  D 

£  togliendo  1'  equazione  D  daQ'  altra  G  si  avrà  ,   fatte  I<b 
ovvie  riduzioni , 

*_* 

y  — I_      ....  .  I« 
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Che  se  V  «quazdoBe  C  si  moltiplichi  per  ^  ,  e  1'  altra  D 
per  4  ,  affinchè  vi  ai  &cdaiiò  uguali  i  loro  secondi  membri  : 
e  poi  la  seconda  ddle  risuhanti  equazioni  sottri^asi  dalla  pri- 
ma ,  sarà ,  con  eseguire  il  ndodmento. 

Finalmente  si  pareggino  i  due  valori  della  y  di  già  esibiti 
neir  equazioni  i. ,  ii. ,  si  avrà ,  come  il  calcolo  dimostra  , 

(*-0'=(*-— 1')(*9~*>^). . . . .  G 

Ma  il  primo  membro  di  quest'ultima  equazione  è  uguale 
ad(a:*(y  —  /)-fj:(J  — S^  )  +  «  —  f'  )*,  come  ben  si  com- 
prende da'  valori  delle  $ ,  9  ;  e  quivi  debbon  contenersi  Je  pò* 
tenze  or^ ,  j:%  x* ,  x .  K  lo  stesso  nel  secondo  membro  ancor  si 
ottenra.  Dunque  l'equazione  G  dee  ascendere  al  quarto  grado. 

§.  lai.  Def.  m.  Se  eoa  un  medegiaio  angolo  regnatore 
sien  costruite  due  equazioni  quadratiche  a  due  indeterminate  ; 
le  locali  eh'  emergcMK) ,  e  che  debbon  esser  due  curve  coni- 
che, si  dicono  combinate  fra  loro^ 

§.  Ila.  CoB.  I.  Sì  chìanuoio  P,  Q  due  curve  fra  se  com- 
binate, ed  A)  B  le  loro  rispettive  equazioni  in  or,  ^.  Dovrà 
in  primo  luogo  inferirsi,  che  le  curve  P,  Q  ìnsiem  combinale 
debbano  aver  di  comune  le  indeterminate  x  procedenti  in  una. 
retta  data  di  posizione  da  un  punto  dato  :  però  le  positive  da 
una  parte ,  e  le  negative  dall'  opposta  ;*  come  si  è  detto   altro- 
ve* •  Ma  le  4-  J^  9  che  in  amendue  queste  curve  corrispondono     *  5.  3G« 
ad  una  medesima  ascissa  ±  x  ,   resteriinno  adattate  l' una  sul- 
r  altra .  £  non  saranno  combaciane  cotesto  due  ordinate ,  se  non 
appartengano  a' punti  d'intersezione,  o  de' contatti  »  E  ciò  è  chia- 
ro ,  altrimenti  sarebbero  identiche  fe  curve  P ,  Q  «^ 
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§.  lì 3*  Cor.  n.  Sinulmente  le — y^  che  iu  queste  due 
<;urve  insietn  combinate  corrìspondono  aUa  medesima  ascissa  ±  x 
resteranno  adattate  l'una  sull'altra;  e  non  mai  combacianti,  se  non 
appartengansi  a'punti  d'intersezione,  o  di  contatto.  E  viceversa. 

Esempio. 

§.  114.  Le  due  curve  P,  Q  abbiano  le  rispettive  equazioni 

y*  —  aay  =  4^^  —  ^^^  +  ^' 

y^  —  aoy  =  6*  +  ojc 
cioè  quelle  ,  che  quassù  ho  rapportate  nel  i.  e  nel  iv.  esempio. 
La  ridotta  della  prima  sarà 

e  quella  dell'  altra 

"^fig.^i.    E  queste  vogliansi  costruire  col  medesimo  angolo  regolatore  XPY, 
che  sia  retto  •  Dunque ,  ricalcando  le  soluzioni  di  que*-due  esem* 
pj  :  nella  PX  si  tronchi  la  P/=  a  ;  e  compito  sulla  Pf  il  qua- 
drato  PU  y/,  si  descriva  V  ellisse  BÀ^f,  col  centro  g,  e  co'  se- 
miassi gB,  gA  rispettivamente  uguali  a  aa^  e  \/2a*  .  E  cosi 
per  la  parabola  si  prolunghi  PX  in  F  ,  talché  diventi  PF  src , 
e  per  F  si  distenda   FG  parallela  a  PV ,    che  convenga  colla 
gV  in  G.  Finalmente  col  vertice  G,  coH'asscGT,  e  col  pa- 
rametro a  si  descriva  la  parabola  GM  .  Queste  due  cun^e  M- 
ranno  insìem  combinate . 

PROPOSIZIONE     VII. 

teorema. 

§.    II 5.  Se  siensi  combinate  le  due  curve  co- 
niche,  che  han  le  rispettive  equazioni 
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le  ascisse,  che  in  tali  curve  corrispondono  alle  or- 
dinate per  le  loro  intersezioni,  dovran  dinotarvi  io 
radici  reali  di  quell'  equazione  biquadratica  ,  eh'  e- 
merge  eliminando  la  y  dalle  proposte  equazioni  . 

Ed  aflinchè  questa  regola  non  fallisca ,  come 
talor  addiviene^  potremo  aggiugnere,  che  la y deb- 
ba essere  una  funzione  razionale  della  x. 

DiM.  Pakt.  I.  La  prima  delle  due  proposte  equazioni  si 
chiami  A,  V  altra  B,  ed  abbiano  esse  le  x ,  ^  per  indeteiiui- 
nate.  £d  oltre  a  ciò  la  locale  della  prima  equazione  si  disegni 
per  P,  e  per  Q  quella  delF  altra  equazione .  Sarà  chiaio  ,  per 
le  teoriche  delle  equazioni  algebriche ,  che  la  y  non  può  mai  eli- 
minaisi  dall'equazioni  A,  B,  se  in  queste  non  abbia. un  me- 
desimo valore  .  Ma  la  ^  è  un'  ordinata  della  curva  P,  e  quivi 
tien  la    x  per  ascissa  :   ed   alla  stessa  x  anche  corrisponde  la 

jr  per  ordinata  nella  curva  Q,  che  V  abbiam  posta  in  com- 
binazione coli'  altra  P.  Dunque  nell'  eliminazione  della  y  dall'  e- 
quazioni  A ,  B  il  calcolo  deesi  dirigere  alle  sole  coordinate  ^ 
che  si  appartengono  alle  intersezioni  delle  curve  P,  Q  :  poiché 
quivi  y  come  si  è  detto  nel  §.  iia,  rinvengonsi  le  j^. dell' una 
curva  uguali  a  quelle  dell'  altra .  £  dovendo  risultare  in  vir- 
tù dei  precedènte  teorema  un'  equazione  biquadratica ,  la  qua- 
le ha  per  ignota  la  sola  x  ;  le  radici  reali  di  quesf  equazione 

'  saranno  geometricamente  esibite  da  quelle  ascisse  delle  curve 
1^7  Q  }  che  appartengonsi  alle  loro  intersezioni . 
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Part.  u.  Ma  sebbene  il  valore  dell'ascissa  x  suppongasi 
reale  ;  può  non  di  meno  essere  immaginario  quello  della  coi'^ 
rispondente  ordinala  z  \  quando  questa  aia  una  funzione  ir- 
razionale della  x.  E  ciò  è  chiaro  dalla  natura  delle  grandez^ 
ze  immaginarie  ,  e  da  quel  ,  che  specialmente  ho  detto  ne' 
^§.33,  34-  Onde  in  tal  caso  dovrebbesi  condiiudere,  che  que- 
ste due  curve  non  éi  possan  quivi  incontrare  :  e  che  talora  sicn 
meno  di  numero  le  interseEÌoni  di  due  curve ,  che  le  radici  rea* 
li  deir  equazione  ,  che  con  combinaor  quelle  avrem  voluto  con- 
seguire .  E  perciò  ad  evitar  questo  scuocio  ,  che  non  deesi  mi- 
ca imputare  al  metodo  proposto ,  ma  si  bene  all'  inavvertenza 
dell'analista ,  convien  qui  soggiugnei*e^  che  per  istituir  sicuramente 
ima  tal  ricerca  deblia  essere  la  y  una  funzione  razionale  del- 
la x  ;  o  che  questo  si  conosca  intuitivamente  in  una  delle  due 
equazioni  delle  curve  combinate,  o  nel  maneggiarle  (1)  a  tal  uopo. 
§.  116.  ScoL.  I.  Queste  ultime  speculazioni  sarebbero  po- 
co intelligibili  da' giovanetti ,  se  ora  non  le  illustrassi  con  qual- 
clie  esempio .  E  perciò  sieno  date  le  due  equazioni  quadratiche 
indeterminate  7'  =  jR(y^  +  a:),  edjr'=:r(a  +  jc),  che  ap- 
*  S-  ^3.  partengonsi  a  due  parabole*  co' rispettivi  parametri  i?,  r.  Ed 
io  vi  suppongo ,  che   le  loro   coordinate  sieno    rettangolari ,  e^ 


(1)  Il  Sig.  RoUe  nelle  Memorie  deir  Accademhi  di  Parigi  dMr  aiu 
1708  rilevò  il  seguente  paradòsso,  che  ^  il  numero  deUe  radici  reaii 
di  un'' equazione  possa  esser  maggiore  del  numero  delle  intersei^oni 
di  quelle  due  curve^  che  t  analista  ai^rà  sceUt  per  costruirla  ^  e  che 
HI  ciò  resti  frustrato  il  suo  impegno  .  Ma  i  U*e  valenti  gaometri 
della  Svizzera  Ermanno  ,  Eulero  ,  e  Cramer  lian  saggiamente  dilegua- 
ti questi  dubbj  :  aggiugnendovi  le  analitiche  cautele  ,  che  converrà 
praticare  a  tal  oggetto  .  Leggasi  il  sig.  Cramer  Introd,  a  T  Ana^ 
lyse  des  lign*  courb,  alg.  pag.  17. 
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le 


—j  ?  wno ijiimiiawarie,  pd  iigt^j.Idfatl^  eBStìor 


e  (juindi 


ra 


A 


>  ji.  Dunque  -qud  valore  della  x  sarà  una 


retta  PG  maggiore  dì  PF  ;  ed  all'  ascissa  PG  ,  dke  trascende 
i  vertici  delle  parabole  dì  g^à  combinate  ^  ninna  ordinata  pnò 
mai  con'ispondere  odi'  lisa  curva  ,  e  udir  altra  *  . 

^.  117.  Scot.  II.  È  an  peccato  in  Geometria,  come  di- 
cono i  savj,  il'  voler  risolvete  un  problema  geometrico  con  ar- 
tifici mèii  seiùplici  di  quéOi ,  che  f  arte  prescrìve  •  I  problemi 
piani  Sì  hanno  a  costruire  drcino  et  regala j  e  non  altrimen- 
ti.  E  perciò  Adriano  Komano  nell'  aver  disciolto  colla  combina* 
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cke  sia  R  >  r  ^eà  A^  a.  Sarà  cbiaro,  che  nel  combinar  insie- 
me queste  due  curve  abbiasi  a  praticare  il  seguente  artifizio  sul- 
l'angob  retto  XPY*  regolatore  della  co^trutione .  Si  prolwighi  "^fg-  ^5. 
indefinitamente  il  lato  XP  di  quest' angolo  oltre  il  suo  vertice, 
e  poi  vi  si  tolga  PF  ss  A^  P/^^  ^-  Inoltre  descrivasi  la  para-^ 
boia  FM  col  vertice  F,  ooQ'  asse  FPX,  e  col  parametro  pi-in- 
cipate  A.  Ed  in  sinòl  modo,  col  vertice  y*,  coli' asse^PX,  e 
ed  parametro  principale  a  si  deacdva  Paltra  parabola  fm  ,  che 
sarà   combinata  eoUa  prima  ^  .   Ciò  £itto' ,  si  elimini   la  ^  da   *  5- 

quelle  due  equazioni  ;  dovrà  risultare  x  =  —  (  ~5 '  J 

E  sostituendo   questo  vidore  della  x  ia  ciaacuiia  delle  due  prò* 
poste  equazioni ,  si  avrà  per  la  prima ,.  e.  secondadi  esse 

Dunque  le  semiordÌEate ,  che  corrispondono  all'  ascissa  rea- 
>RA  —  Ti 

do  per  supposizione  ra  <'r^,  <Jòvrà  essere  RA — ra  >  RA — rA^ 
RA- 


S-  33. 
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«ione  di  due  ipci-bolì  un  problema  piano,  qaaf  è  qùdio  di  :  //e- 
scriifere  un  cercfuoj  die  insiem  toccasse  tre  cerchi  dati^  meritò 
di  esser  rimproverato  da'  geometri  ;  perchè  volle  attenersi  alle  con- 
dizioni del  problema ,  anziché  alla  natura   di  esso  •  /  proble- 
mi di  terzo  ^  e  di  quarto  grado  ^  che  gli  sciocdii  con  artifizj 
dcmentari  cercan  di  sciorre ,  esigono  la  combinazione  di  due 
curile  coniche  ;  se  pur  non  piaccia  d' impiegarvi  (i)  la  retta 
e  la  concoide ,  come  il  sommo  Archimede   solea  Ciré  ,  e  del 
che  egli  dall'  illustre  Newton  ritrasse  inmiensa  lode .  Ma  intan* 
to  qua!  di  questi  due  metodi  qui  deesi  prescrivere  nel  costruir 
geometricamente  un  equazione  di  terzo  ,  o  di  quarto    grado  ? 
Qudlo ,    che   ne  ettigne   i  luoghi  solidi  da  questa  equazione  , 
e  due  di  essi   poi    combina  a  tal  uopo  ,  e  con  geometrica  e- 
leganza  •  Or  le  prime  speculazioni  di  un  tal  metodo  son  dovu- 
te all'  acutissimo    Slùsio ,  il  quale   avendo  data  una  certa  fi)r- 
ma  a'  coefficienti  de'  termini  ddU'  equazion  da  costruire,  si  valse 
di  geometriche  analogie  per  ritrovar  l'equazioni  alla  parabola  , 
all'iperbole,  al  cerchio,  osdFeHisse  ,  che  doveansi  combinare. 
Il  nostro  valente  analista  Giacinto  di  Cristoforo  (3)  introdusse 
a  tal  uopo  un  metodo  puramente^  anaUtico,  ed  oltremodo  uni- 

(1)  Il  Problema  della  inpenxione  di  due  medie  proporsion ili  fu 
risoluto  dagli  antichi  coli*  intersexione  dì  una  retta  e  della  cissoide 
eh'  è  una  linea  di  terz*  ordine ,  ove  la  conoide  n*  è  del  quarto  . 

(a)  Giacinto  di  Cristoforo  insigne  analiata  napolitano  pobblicò 
fra  noi  neir  anno  1700  un  trattalo  de  Consiructione  ae^uationum  , 
il  cui  merito  vien  cosi  encomiato  dal  Ssjpor  Montncla  ,  impaniale 
e  saggio  scrittore  delP  Istoria  delle  Matematiche  voi.  n.  pag.  i4o.  i. 
»  ediz.  )i  Nous  citerons  un  livre  pen  conno  ,  quoique  excellent , 
»  qui  traite  ce  sujet.  Cioè  Ifyacinii  Christophori  de  Construdione 
»  aequationum  .  Neap.  in  4*  1700. 


i 
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tersale  .  E  lasolusioae  ,  che  ho  rapportata  nel  seguente  probi  e- 
ma  ,  pob*à  aversi  per  ud  caaone  eurìstico  dell'  iadictito  metodo  . 

PROPOSIZIONE    Vili, 


•  I 


P    R    O    B    L    B  .M;^  ...        ,  ,,  ,..,  ,J,    ^:,^l      ! 

§.  II 8.  G^struire^  colla  coìnhìnaziòne  di  due 
curve  còniche  F  equazione .  di  quarto  grado 

x^  +  p^^  +  gx^  +rJi:  +  j  =  o....  A, 
o  la  sua  ridotta 

Avendo  compito  nella  prima  di  queste,  due   equa- 
zioni il  quadrato  dtt'priaii  due  termini . 

Avvertadi^  che  i  coeficienciT;',  ^  ,  r,  s  de'  ter- 
mini di  essa  debbono  essere  grand^ze  de^  prima, 
seconda^  terza,  e  quarta  dimensione  rispettivamente. 


SoLux.  »  La  radice  del  quadrato  \,  die  ho .  compito  uel- 
»  r  espression  di  questo  problema  ,  cioè  x*  -f  /xr  ficcìai^  u- 
»  guak  al  prodoUìo  di  una  .  nuova  indetermiaalB  j  ia  uua 
9»  quàluuijpe  graudazza  h  costante  •  JJ  emergeMe. ,  equazione 
?r  a*^po^:s:hjr  j  che  veded  app^rtenece  ad  uu-  parabola  , 
»  la  ^lale  ha  il.  pfyram^tro  pincipale  h  ^  ed  ufi  dato  sito  col- 
>>  le  direttrici  cl^Ue  x  y  jr^  potrà  di^./che,  i^pirteuga  ad  una 
»  parabola  assunta.  E  pouiendo.  iu  queU-  equaziaDe  A  il  qua- 
^  drato  del  monomio  hy^  ])er  lo  quadrato  del  biuomif  a:'  +P<^  » 
>:>  e  1  binomio  hjr  ^ —  px  ijjec  ]s^  monomio  jr*  ,  si  avrà  ,  fiitto^ 
:»  il  riducimeoto  de'^rmim  ,  qu^'^a^ia  eqoasdboe 
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3>  eh'  è  pure  ad  ana  parabola  :  la  quale  per  diatingucrsi  dat- 
»  la  precedente  si  potrà  chiamare  la  parabola  derivata . 
>^  E  queste  due  jiarabole  valgono  ad  isciorre  il  problema .  In* 
»  iatti  si  sommi  V  equazione  della  parabola  assunta  con  quel* 
»  la  della  derivata  ;  o  dall'  una  1'  altra  si  sottragga  :  si  avrà  nel 
>>  primo  caso  l' equazione  all'  iperbole ,  e  nell'  altro  l'equazione 
3)  al  cerchio,  supponendo  retto  l'angolo  delle  or,  ^.  £  finalmen- 
»  te  ,  se  in  quell'  equazione  A  si  ponga  solamente  il  monomio 
>j  h'y^  per  (x'  +  pxy  ,  lasciando  stare  la  or^  ,  si  avrà  uh'  e- 
»  quazionc  all'ellisse  ,  all'iperbole  ,  o  alla  parabola  ,  secondo- 
»  che  sia  negativo  ,  positivo ,  o  zero  il  coefficiente  della  x% 
»  cioè  q  —  p'  . 

Dico  ,  che  combinando  insieme  due  di  queste  locali ,  die 
abbian  rettangolari  le.  coordinate,  debba  restar  ,  costruita  la  da- 
ta equazione  A  di  quarto  grado  .  Cioè  le;  radici  reali  di  que- 
sta biquadratica  equazione  saranno  disegnate  dalle  ascisse  corri- 
spoudenti  a'  punti  d' intersezione  di  quelle  due  curve  insieni 
combinate  .  E  le  vere  ,  e  le  false  saraii  mostrate  dalle,  di- 
J.  36.    retlrici  ddle  j:  ,  j  *  . 

DiM.  Per  esisei*  vero  ciò  ,  che  ho  pro})OSto  qui  da  ultr- 
nio  ,  dovrebbesi  din[K)Strare  ,  che  elihiinando  la  jr  da  due  di 
queste  cinque  equazioni ,  le  quali  ho  disposte  ndla  tavola  pri- 
ma ,  debba  emergere  la  propóste^  equazione  A  di  quarto  gra- 
do .    Or"se   le  due    locali    sieno  le   due  parabole  n**.  r  e  n. 

r 

cioè'  ia  parabola  assunta,  e  la  derivata,  la  cosa  h  chiara  *di  per 
se  stessa.  Poiché  ponendo  in  B  (x^  +  fwr)^  per  hy\  ed  tr'  +/^x 
per  hy  si  vedrà  nascere  T  equazione  A .  E  ^  poi  le  duo  lo- 
cali non  sieno  le  due  parabole  n®.  i.  e  n.  ysi  potrà  facilmen- 
te a  queste  da    quelle, pelVenire," riflettendo  àUa  genesi  qui  so- 
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pi*a  esibita  di  cotesto  equazioni  indctermiiuite  «  Ed  ia  tal  moda 
ricadesi  nel  primo  caso . 

§.   119.  Cor.  I.  L'equazione  ^' +pjc  =  /i^  ,  eh' è  quel- 
la della  i)arabola  assunta  ,  si  moltiplichi    per  la    grandezza  ar- 
hitrarìa  ftj  c'I  prddoUo  si  aggiunga  all*"eqUazio!ne;  y.-  della  tar-^- 
vola  prima.  Si  otterrà  in  tal  modo  1' equazione 

£  questa  dovrà  apparteuere  alla  ])arabola  ,  all'  iperbole  , 
o  alP  ellisse,  secondo  clie  ^iìà  zeit) ^  positivo' /  o  fiè^gàlivo  il  M- 
nomio  p*  — 9  +  ^'  9>  com^/è.  nolo  .',  E  ciascuna  di  queste  tfe 
curve  dovi'à  variare  in  Uxkie  guise ,  in  quante  può  concepirsi  va- 
riare la  gi*andezza  arbitraiià  0 ,  cioè  in  infinite  . 

§•   1*20.  Cor!  II.  Dunque  |)Otrà  combinarsi  cdìla  paraba- 

«L'I'  '  ' 

la  indicata  nel  primo  Ittògó' della  tavola  i.  una  sola  di   queste' 
innumerevoli  cm'vc  coniche ,  per  ottenere  le  radici'  reali  délP  c- 
quazione  biquadratica  proposta.  Ma  qui  gioverà  P^vertire  ,  che 
ciascuna  di  queste  infinite  curve,  nel  combinarsi  colia  suddetta 
parabola,  debba  mai  sempre  segarla  ih  quegli  stessi  punti,  che 
un'altra  avrà  segnati  a  tal  uopo.  E  si  vedrà  più  appresso  qua- 
li sìeno  le  tombinazìoni  eleganti ,  e  da  doversi  alle  altre  preferire  . 
§.   121.  Cor.  in.  Se  l'equazione  biquadratica  pro]X)Sta  nel 
presente  problema  sia    mancante   del  secondo  termine  ,    qual'  è 
la  seguente  jc^*  +  fjx^  -f  nr  -f  «^  =  o,  nelle  locali  di  già  esibite 
nella  tavola  i.  potrà  fai^si  la  |7  =  o,  per  brevità  di  artifizio.  E 
sì  dovrebbe  anche  porre  la  ^  =  o ,  se  1'  equazioii  da  costruirsi 
sia  di  terzo    grado  ,  e  mancante  del  secondo  termine ,  com'  è 
quest'  altra  o:^*  +  ^o:  +  r  =  o.  Ed    h    in   tal    modo  che  ho 
congegnate  le  due  tavole  ne  ni.  Ma  pur  non  .si  divieta,  che 
talun  le  produca  coli'  artifizio  esibito  nel  problema  • 
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TRATTATO  àMàUncO 


$.   laa.  G>E.  nr.  L' eipiizioiie   K  gOMilBieote  praposia 
'  5.  58.    nel  $.   119.  vediasB  i^iparteaere  ad  im  oodiio*  ,    se   ani    il 


coefficiente  deOa  r'  ,  il  quale  e  ^ p- 


C!0^ 


se  sia  f>'  —  ^  -)-  A'A  ss=  —  hi*  ^  E   fisolfeada  ricetto  al'  ar- 


bitiaria  4  qaest'  ultìma  eqnazniie ,  sarà    9  = 

~1C 


quindi  d/iy  =:  - — — 


A- 


^,  €«/»*= 


W 


Onde  con  questo  valore  ddla  9  T^ 


n  I  -r-*    I    ( 


K  dqieoera    nella 


J'  + 


9 


5 

■^A' 


A  -^  A" 

$.  123.  Coa.  V.  Dunque  dall' equazione  K  non  piò  car- 
pirsi ,  che  una  sola  equazione  al  cerchio;  e  questa  poi  è  quel- 
la medeàma,  che  ho  rikirata  nel  pre^eute  problema,  col  pren- 
dere la  diflferenxa  ddl'eipj^zioiii  della  jparabola  assunta,  e  dei- 
la  derivata  .  Ed  ecco  dimostnlo  a  priori  ,  che  le  radia  di 
un'  equazione  di  3.%  o  di  4-^  gcado  non  si  possano  coU'  inter- 
sezion  di  due  cerchi  ottenere . 


'M 


I      •      t 
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T  A  V  O  LAI. 

BIQUADRATItA   OOtlPlETÀ 

jc^  -J-  a^x'  +  ^JC*  -j-  rr  -f.  j  =s  o. 

I.       x^  -^  px:=i  hy  ^arab . 

n.    y+±:Z£ty  =  f^'^P^~''  x^^  parab. 

in.  j'  +  5L21« il-j,  -  £ ILJLtl x^x-  — —    iperi. 

px*  —  qx^  —  rx  —  s 

V.  y*  =5  ^-       '       » ,  '  comunq, 

* 

VI.  y^  +  OA/  =-t- ^^ *'  +  (   ^P' jr  )  * JET-  <^^w««^* 

T  A  V  O  L  A    li. 

di'  PRUfcipAu  ixoam  souox ,  cbb  RicivAiut  bau.'  EQUAtion  biqita* 

9IIATICA   HAACAUTX   DBt.  SECOHDO  TERMIHB 

JT*  -j-  l^ar*  +  rx  +  -^  =^  o  • 
1.      x'  =  A/  parai, 

III 


•^■+t('  +  ")^=''-f-if 


iperb- 


IV.  J''+  -r(  «  —  A*  )  r  =  —  ^  — ar'— -—  cercA. 


,    ,  <>,    *'<>  —  V      .        "^         * 


comun^i 
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— 

TAVOLA    IH- 

DELLE  LOCALI   DELL'eQUAZIOUE    CUBICA   MANCANTE   I^L   SECONDO    TERMINE 

I.      x'  ==:  Ax  parai. 

III.  y  + -^  (^  +  A'  )  J-  =  ^'  -  -p  'Z^^»^. 

IV.  y^+  -^(^^1  —  A*^  j=  -X-— -^  rerrA. 

-_  A'fl  —  ^    .         rx 

V.  j'  +  0^7= jj; —  ar —  row/m^. 

CONCLUSIONE  DELU  ARGOMENTO. 

§.  134-  Le  radfci  reali  di  un'equazione  di  terzo  o  di  quar- 
to grado  polran  coasegair$i  geometricainente  ,  conic  si  e  detto 
"*  $.  120.  qui  sopra*,  col  combinare  insieme  due  di  quegl'  infiniti  luoghi 
.solidi  9  die  il  metodo  Slusiano  ci  avrà  pròfefti .  Resta  qui  a 
discutere  qual  di  cotcste  combinazioni  sia  cosi  chiai^a,  ed  ele- 
gante ,  cbe  meriti  di  essere  da'  geometri  in  preferenza  di  tutte 
le  altre  adottata.  Il  sommo  Eulero  dò  saggiamente  cel  prescrisse 
col  dirci  (i).  Ex  /lisce  infinìtis  modis  eum  potissimum  eligi 
coìweìuei ,  qui  ahsolvitur  lineis  curvis  cum  simplicissimis^  twn 
(lescripiu  facilUnùs  ;  impriniis  vero  in  id  erit  incumbendum^ 
ut  per  intersectiones  omnes  radices  reates  exibeantur .  Onde 
])arml  che  il  valentuomo  si  fosse  qui  attenuto  al  metodo  Carte* 


(i)  voi.  II.  Introd.  in  /énalys,  Jnf,  J.  499^- 
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siano  ;  cioè  al  combinare  per  un  tal  fine  la  parabola  col  cerchio. 
Imperocché  qual  mai  delle  curve  coniche  è  più  semplice  della 
parabola,  k  cui  natura  con  un'equazione  binomia  si  esprime? 
£  qual  di  queste  equazioni  è  più  idonea  ad  agevolare  quella  e- 
linùnazione  della  y  *,  ch'è  tanto  al  nostro  argomento  necessaria?    "^  S*  '  io- 
La  parabola  può  con  moto  organico  ,  e  facilmente  dis^narsi 
nel  piano.  E,  quel  die  più  rilevarle  combinazioni  eseguite  con 
questa  curva,  e  con  qualunque  altra  delle  sezioni  coniclie  sono 
esenti  di    quella  sconcezza  ,    che  talor  si  osserva  ,    neW  esservi 
meno  intersezioni^  die  non  sieno  le  radici  reali  dell'equa- 
uoncj  die  ne  «nrem  costruita*.  £  finalramite,  se  una  parabo-    *S    i^^- 
la  siasi  delineata  in  un  [Mano  con  esattezza,  potremo  sovente  con^ 
seguire,  col  solo  compasso  e  colla  riga,  le  radici  reali  di  una 
qualunque  cubica ,  o  biquadratica  equazione  (  i  ) .  £  per  .tal  mez- 
zo i  jtfoblemi  solidi  parrebbero  disdolti  alla   maniera  de'  pro- 
blemi piani . 

$.  135.  Al  conti*ario  il  Cavaliere  Isacco  Newton  fu  di 
parere ,  -che  per  isciorre  con  eleganza  un  problema  solido  ab- 
bisogni combinar  col  cerdiio  uh'  ellisse  ,  la  cui  organica  de- 
scrizione è  emula  di  quella  dell' istesso  cerchio.  È  vero^  così 
soggiunse  il  valentuomo  ,  che  la  natura  della  parabola  sia  più 
semplice  di  quella  ddl'  ellisse  :  e  che  V  equazione  delia  prima 
*  di  queste  due  curve  costi  di  meno  termini ,  che  non  ha  quel- 
la della  seconda;  pur  non  di  meno  la  sempHcità  dell' equazion 
di  una  curva  non  vi  semplifica,  ne  vi  agevola  la  descrizióne. 


(i)  Tutte 'T  equazioni  cuLiche  si  possono  costruire  con  una  da- 
ta parabola  ,  cui  si  adatti  nu    cerchio  ..    £  la    maggior  parte    delle 
-biquadratiche,  senza  deprinterle   sd  terzo  grado,  posson  sottoporsi  ad 
una  simile  composizione . 
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Altrimenti  dovrebbesi  dire^^  che  h  genesi  organica  dàU  para- 
lx>]a  sia  pìi  seiif)Iìce  della  descriùone  dei  cerckio  y  la  spiale  è 
un  postulate  di  Geometrìa.  Che  anzi  la  concoide,,  dà' è  una  cur- 
va trascendente ,  può  impiegarsi  con  vantaggio  odia  rìsokiztoue 
di  certi  problemi  geometrici  di  allo  grado;  per  essere  sempli* 
cissimo  il  modo  di  descrivere  tal  curva .  £  da  queste  cose  do- 
vrà inferirsi ,  che  nefla  costmàone  de'  proUeuu  solidi  debba^i 
attendere  più  aBa  fadlhà  di  esibir  k  locali ,  che  alla  aemi^- 
tà  della  natura  di  osse  . 

§.  1^6.  Afa  intanto,  queste  ragioni  del  Newfeon  ,  che  f»r 
jono  molto  subìinouy  ed  ingegnose,  soa  convenienti  alla  sola  Geo- 
metria di  tavolino ,  cioè  a  que'  pochissimi  sogg^  ,  su  i  quali 
può  agirvi  la  mano  del  geometra }  ond'  esse  non  soa  potesti  a 
rovesciare  il  metodo  Cartesiano,  che  sull' immensità  della  scien- 
za è  stabilito.  £d  inflitti  i  due  sommi  geometri  iaiglesi  Backer , 
ed  Halley ,  malgrado  le  predette  ragioni  ,  cercaron  poi  d' il- 
lustrare un  tal  metodD ,  come  il  &rò  anch'io  qui  appresso  ,  e 
nelle  didascaliche  forme.  £  sol  vi  soggiungo  il  seguente  ca- 
none, che:  Un!  eé/uazione  biquadratica  sarà  hdes^olmente 
costruita  col  metodo  SlusiamOy  se  a^rem  eombinaia  con 
un  cerchio  una  delie  tre  curve,  coniche  ,  parabola  ^  iper*- 
bole ,  o  ellisse  ;  ma  senza  mai  urtare  in.  quM'  assurdo  mo- 
stratoci dal  Bolle.. 

§•  ^^7*  Inoltre  se  un  geometra  voglia,  conoscere  in  quali 
punti  due  curve  algebriche  s' inccmtrino ,  dovrà  rìsolveiie  il  pio* 
blema  inverso  di  quello ,  che  dianzi  ho  proposto.  Cioè,  per  di- 
visare una  tal  soluzione ,  ei  dovrà  concepir  queste  due  curve  • , 
come  se  fosser  combinate  fra  loro,  o  pur  descritte  colle  coor- 
dinate rettangolari  a:  ,  ^  ,  le  qudi  supponganai  rapportate  ad 
un  medesimo  principio  delle  x.  £d  eliminata  la/  datfequazio*- 
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'  ■ < 

ni  delle  delle  curve ,  el  davr^  prender  le  radici  reali  dell'  equa* 
zione ,  che  risulta  nella  sola  a:.  £  queste  saranno  le  ascisse  cor- 
risjx>ndenti  alle  ordinate  per  le  intersezioni . 

§.  138.  L'esempio,  che  or  reco,  per  ragionar  chiaramen- 
te di  queste  cose  ,  potrà  benanche  sparger  sua  luce  sul  proble- 
ma  diretto ,  del  quale  principalmente  mi  sono  diàiizi  occupato. 
Per  la  qual  cosa  ,  suppongansi  tra  se  combinate  la  parabola , 
e  *i  cerchio ,  le  cui  rispettive  equazioni  sieno  .   .  . 

jc'  =  A^  .   .   .    A     ,    jr'  —  Shr  ==  —  Shx  —  :r'   .   .   .   .  B 

j  =£.  .  .  .   A'    ,    y  —  4h±y/(i6h'—6hx—xy  .  B' 

•  '   *   *  ■ 

Ed  eliminando  la  jr  dall'  equa:(io^,  A  ,  B ,  dovrà  risultare  Y  e- 
quairìone  determinata 

x^ — ']h*x  +  6h^  =  o 
le  cui  rafiici  reali  sono  h^  ahy  — ^  3^^  eoi^e  nel  saggiar  quella 
si  conoscono.  E  sarà  un  giocondo  spettacolo  pe'  ^o vanetti.il    * 
vedere  ,    che    ponendo  in  luogo  della,  x  dascim  di   questi  tre 
valori  neir  equazione  A ,  un  medesimo  valore  debba  concepii! 
la  y  nell'equazioni  A^,  B^.  -    • 

In&tti  suppongasi  a:  =:/i       '  

si  avrà  /  =  A  nell'equazione  A" 

e  nell'altra  B'     j  =  4h±>J  {leh'  —  6h\  —  h'  )  =  h. 

£  ponendo  x=i  2h^  si  avrà 

jr  =z  ^k  nell'equazione  A' 
e  ùcU'altra  B'     j^  =  4A±  V  C  ^^A*  —  13/e^  —  4/1')  =  4«. 
Finalmente ,  se  pongasi 

x=—3h\- 

sì  avrà  j'ssgh  nell'equazione  A^ 

e  nell'altra  B'     ^  =  4^  ±  V  (  16A'  +  i8&*  —  9A*)=:4*±5As=9A. 

5o 


/ 
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PROPOSIZIONE    VL 

PROBLEMA. 

S.    129.  Dedurre  dalla  proposizione  precedente 
il  metodo  proposto  dal  Cartesio ,  per  la  costruzione 

dell'equazione  biquadratica 

;r *  =:  —  o&r*  —  a'rx  —  a^rf  ....  A 
così  da  lui  trasformata  a  tal  uopo  (i). 

E  poi  divinare  le  tracce  di  si  nobile  invenzione. 

SoLUZ.  Part.  I.  U  quadrato  dell' ignota  x  suppongaci  u« 
guale  al  rettangolo  della  nuova  indeterminats  j  ndh  grandezza 
costante  a.  L'equazione  x^^szay  dovrà  appartenersi  a  qudla 

(1)  lalun  che  voglia  conoscere  con  qua!  principio  il  Cartesio 
abbia  data  ad  «n'  equazione  biqiiadraricA  la  forma 

x^  4^  tf&jp'  .|.  a*  cjp  4.  aM  ss  o  . ,  .  A , 
dovrà  supporre  >  che  una  data  equazione 

a?^  +  /3»  a:'  +  y*  *  +  5^  aa  o  .  .  .  B 
*  $.   118.     i  coefficienti  della  quale  abbian  le  giuste  dimensioni  %  siasi  trasfor- 
mau  in  A  con  pareggiarvi  i  termini  analoghi,  ove  suppongasi  nota 
la  grandezza  a,  ed  ignote  le  *,   e,  rf  .  Infatti  paleggiando  ahx^  con 

/?•  ar*     si  avrk  ah^=^&^   9  cioè  h  ^ ^-  E  quindi  h  terza  proporzio- 

naie  in  ordine  alle  date  »r  fi»       , 

E  supponendo  a>  ex  =  7*^,  cioè  e  ss  l^y.  Sarà  e  :  y  ::  V':  «  . 

Cioè  e  a  y  in  duplicata  ragione  di  y  ad  a. 

Finalmente  sia  a'  d  =  S*,  cioè  ^ac-: E  suppogasi  _u- 

guale  alla,  retta/,  sari  rf  ad/  in  duplicata  rflfgi^one  di  J  ad  à. 
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parabola  assunta,  di  cui  ho  ragionato  qui  sopra  nel  metodo  Slu- 
siano  .  Sicché  sostituendo  aj  per  J7%  ed  a^y^  per  x'^  nell'equa- 
zione A ,  dovrà  ottenersi ,  fatti  gli  ovTJ  riducioienti  de'  termi- 
ni ,  r  equazione  j'  -f.  éj  =  — .  ex  —  nd  ^  che  appartiensi  alla 
parabola  derivata  .  E  la  differenza  dell'  equazioni  di  queste  due 
parabole,  come  fu  detto^  nel  metodo  Shisiano,  darà  requftiione 
al  cerchio ,  ove  stqypongasi  retto  \  angolo  dette  a? ,  jr  » 
Vale  a  dire  cotesta  equazione  sue* 

jr*  +  (6  — a)7  =  — ex  — X'  — flrf, 
d  la  sua  ridotta  m  ooistniibil  forma 


Laonde  —  — e ,  ed  — (  a  —  fr  \  saranno  U  coordinate   del 
eentro  del  delio  cerchio  :  e  7  raggio  di  esso  dovrà  essere 

CosTRuz.  L'angolo  XPY  sia  setto^:  e  adirasse  PY  de- 
scrìvasi la  parabola  £P%  che  abbia  il  parametro  principale  a,    *jlf,  26. 
e  passi  per  Io  punto  P.  Di  poi  dal  punto  P  tolgasi  nella  PY 


la  retta  PL  =  — ^6-— n)  verso  il  punto  Y  ,  o  dalla  paste  op- 

posta,  fecondochè  àa,  arativa)  o  positiva  la  giandezza — (&— a) 
£  cosV  pure ,  dal  punto  L  si  elevi  alla  PL  la  perpendicolare 
LM  s  ^,  la  quale  stia  dentro  l'angolo  regolatore,  o  cbOa  parte- 


A 


'•/ 


«TTcna,  secondochè  si  troTÌ-^  e  nt^tiya  o  positiya*.  fWlmoi-    *  $•  4^' 

3- 
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te  centro  M  intervallo  uguale  a  V( '7-^*+~r(^^'^  )'-^^  ) 

descrivasi  il  cei*chio.  /  punti  ^  che  la  sua  circonferenza  se- 
gna nella  parabola  ,  saranno  soddisfacenti  al  problema  . 
Cioè  le  perpendicolari  abbassate  da^  detti  punti  sulT  asse  PY 
deUa  parabola  doseranno  essere  le  radici  reali  delP  equazio^ 
ne  k.  Le  s^ere  tra  esse  resteranno  dentro  F angolo  rego- 

*  5.  37.     latore  XPY,  e  le  false  saranno  fuori* . 

Part.  II.  La  regola  Cartesiana  per  la  costrunone  geome- 
trica dell'  equazioni  cubiche  ,  e  delle  biquadratiche  s' incontra 
agevolmente ,  come  V  ho  dimostrato  qui  sopra ,  nel  mirabile  me- 
todo dello  Slusio ,  il  quale  fiorì  dopo  del  Cartesio .  Ma  il  li- 
moso Backer  ,  che  apparve  ne'  tempi  posteriori ,  dovè  chia- 
rire le  tracce  euristiche  del  metodo  Cartesiano ,  per  aver  im- 
piegate a  tal  uopo  V  espiazioni  identiche  ù  fioniliari  al  Carte- 
sio .  Ed  ecco  il  calcolo  ,  eh'  io  distendo  a  questo  proposito  . 

*fìc,  27.  Sia  retto  \  angolo  regnatore  XPY*,  e  si  chiami  A  il  pa- 

rametro principale  della  parabola  PNB ,  1'  asse  della  quale  sia 
PB  ;  e  poi  si  dicano  ^' ,  ^  le  due  qualunque  di  lei  coordina- 

^     '  te  PB  ,  BN .  E  supposto  esser  G  il  centro  del  cerchio  da  do- 

versi con  qudla  parabola  combinare ,  à  cliiamino  2  ,  ì;  le  sue 
coordinate  LP ,  LG  ,  che  son  grandezze  ignote .  Sarà  GO  =: 
BL=PL  — PB  =  z— 7;  ed  ON  =BN  — BO  =  x  — i^. 
E  finalmente  il  raggio  GN  del  detto  cerchio  si  dica  w.  Sarà 
GN'  =  GO*  +  ON'  ;  onde  ne'  simboli  di  queste  rellc  si  avrà 
tv"  =  7"'  —  ^yr  +  2'  +  jc'  —  2VX  +  f''.  E  ponendo  per  la  y 

il  suo  valore  ^  9  che  la  descritta  parabola  ne  porge ,  ed  ordi- 


nando  rispetto  ad  a:  la  risultante  equazione  ,  avremo 
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^4+  (  /i>_  2h%)  a:'—  ^h\x  +  h\  ì;'+  z'— •  tv^  =  o D. 

lotanto  si  pareggino  i  termini  analoghi  dell'  equazioni  A ,  D  ; 

K  —  ab 
dalla  I.  di    esse  otterremo  2= — ^^— 

a'c 

dalla  n^  t^= rr 

:»/>• 

e  dafla  iii.  TV^=ti^'  +  z' — -tt 

Cioè ,  con  sostituire  i  valori  delle  i^%  z%  sarà 

^  ~  4/i*  "*"  T  ^  /^'  ^^  A' 
Ed  ognuno  osserva ,  che  ponendo  ,  come  si  è  praticato 
nella  prima  parte. ,  la  grandezza  h  iiguale  ad  a ,  si  debba  i]> 
contrare  il  risultamento  Cartesiano,  per  la  conoscenza  del  sito  e 
della  grandezza  del  cerchio,  che  converrà  con  quella  parabo- 
la combinare  . 

§••  i3o.  ScoL.  Dunque  il  Cartesio  con  un  simil  maneg-^ 
gio  di  equazioni  identiche  dovè  proccurarsi  quell'  elegante  re- 
gola ,  eh'  ei  propose  per  costruire  V  equazioni  biquadratiche  , 
e  che  con  trasporto  di  giubilo  xhìamò  fegula  omnium,  qiias  quis 
exoptare  queat ,  generalissima  et  perfectìssìma  (i)  .  Essa 
coincide  con  quella  ,  che  quassù*  col  metodo  Slusiano,  e  con  Jjj.  ii8. 
più  chiari  mezzi  ho  recata  •  E  lasciò  al  signor  Hacker ,  che  nel 
costruire  un'equazione  di  terzo  ,  o  di  quarto  grado',  col  com* 
binarvi  dub  curve  coniche,  si  serva  dell'  jequazioni  identiche  per 
conoscere  il  sito  ,  e  le  grandezze  di  taU  curve  .  Ma  i  giova- 
ni ,   die  vorran  seguirlo  ,   badino  di  non  urtare  in   grandezze 

(i)  Pag.  88.   Geom,  Cari.  Amst.   iSSg. 
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immagioarie ,  che  sovente  vi  s' inoontrano  ;  mentre  io  qui  im* 
prendo  ad  illastrare  il  metodo  Slusiano  con  risolvere  alquanti 
{»t)blemi  solidi  •  Il  primo  di  essi  ,  di'  è  assai  con&cente  a  tal 
uopo  ,  fu  risoluto  dair  illustre  Ugenio  ,  occultandone  le  vie  eu- 
ristiche •  Ma  queste  furoa  poi  svelate  dal  sagace  Giacomo  JBer- 
nouUi  •  Ed  io  ho  voluto  qui  renderle  più  chiare  a*  giovanet- 
ti. Gli  altri  due,  che  immediatamente  propongo,  son  que'due 
problemi  proposti  fin  dalF antichità  rimota,  Tuno  sulle  due  me-- 
die  proporzionaU  tra  due  rette  date ,  e  T  altro  per  la  tri-- 
sezione  angolare  . 

'v  P  R  O  P  O  S  I  Z  I  0  N  E    X. 

PROBLEMA. 


^.  i3i«  Dato  il  punto  C  dentro^  o  fuori  la  pa- 
rabola EPE^  ,  condurre  per  esso  una  retta  perpen^ 
picolare  alla  detta  curva  ^ 

''fS'  36.  SoLuz.  La  retta  PN  sia  Tasse  deUa  parabola  proposta ,  e 

dicasi  a  il  parametro  di  esso .  Ed  oltre  a  ciò  le  PY  ,  PX  sie- 
no  le  direttrici  rettangolari  della  sduzion  dd  problema  .  Cioè  a 
dire  le  coor£nate  CG  |  PG  del  dato  punto  £  si  chiamino, 
rispettivamente  e  ,  &  •  E  le  altre  EH ,  PH  dell'  ignoto  punto 

E  dicansi  rispettivamente  ^,j^,  ovvero  a?,  —,  per  la  natu- 
ra di  tal  curva.  Sarà  HGssPG— .PH=  A— -^  ;  ed  £R 

a 

=  EH  —  CG  =  or  —  e  .  E  finalmente  dovrà  essere  la  sunnor- 
male  HD  =  —  a.  Ma  per  la  similitudine  de'triangoli  EHD^  ERG 
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^  EH  :  HD  ::  £R  :  RG  .  Dunque  ne'  sìmboli  di  quo ste  rette 

starà  X  :  —  u::x  —  e:  k -;e  dovrà  essere 

a  .    « 

x^  1  1 

fix ==  —  ax ac 

a         2  a 

1  1 

cioè  «^*  +  (  — ^  —  A  )ax  —  —  a*c  =  o    . 

a  ^  2 

ordinando  rispetto  ad  or  la  precedente  equazione  . 

Maneggio  m  iqubst'  ultima  equazione 

COL  METODO  DELLO  SlUSIO. 

Si    moltiplidii  per   x  la  detta   equazione ,  si  avrà  .  .  . 

^^f— «— /k  j£W:'— — a^cxtsz  o.  E  supponendo  la  x'=;  a>% 

«  quindi  la  x^  ss  ay  ;  quell'  equazione  di  quarto  grado  ,  con 
sostituirvi  cotesti  valori  delle  x^^  x*  ^  diverrà 

ay  +  T— ^ — ^J^y a^cxznzo  : 

cioè,  &tta  la  semplificazione  de'  termini,. ella  si  cambierà    nel^ 
r  equazione 

eh'  è  alla  parabola  derivata  ;  laddove  la  x^  ss  ajr  era  alla  para-»* 

boia  assunta*  .  E  sottraendo  V  equazione  di  questa  par£d)ola  dat-    «  $.  ii8 

r  equazione  di  quell'  altra  ,    otterremo  ¥  equazione  al   cerdiio 


"  X 
\       '     3  •%/  '  2 

Cioè 


(/-T(*  +  T«))'=TC*  +  T"j+r-(-T')- 
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Composizione  geometrica  del  problema  . 

CosTRuz.  Tolgasi  nella  GY ,  dal  punto  G  ,  la  i^tta  GN 


uguale  al  semiparametro 


parabola 


mente  in  L  la  retta  PN ,  si  elevi  perpendicolare  a  PN  dal  pun- 
to L  la  retta  LM  uguale  ad  —-e ,  e  dentro  V  angolo  regolatore 

XPY.  Finalmente  ,  centro  M  ,  intervallo  MP  descrivasi  il  cer- 
chio FP  e.  Questo  dovrà  segnare  nella  parabola  data  i  punti , 
che  si  domandano  • 

DiM.  Prendasi  GF  uguale  al  semiparametro  CN,  ed  01  u- 

*2.  El.  lIT.gnale  ad  OH.  E  per  essere*  OS  uguale  ad  OE,  OH  uguale 
ad  01  ;  sarà  HS  uguale  ad  £1 .  Ma  per  la  naftira  dei  descrit- 
to cerchio^  il  rettangolo  PHN  è  uguale  ali*  altro  EHS,  cioè  a 
quello  di  EH  in  EI  .  Dunque  sarà  PH  :  HE  ::  EI  ;  HN  .  E 
per  la  natura  della  parabola  proposta  sta  PH  :  HE  :  :  HE  :  FN . 
Dunque  pareggiando  le  seconda  ragioni  di  queste  due  analogie  ar 

19.  El.  V  vremo  HE  ;  FN  ::  EI  :  HN;  e*  starà  HE  :  FN  ::  HI  :  FH  ::  HR  : 
3FH.  Per  là  qual  cosa  essendo  HE  :  FN  ::  HR  :  2FH,  avremo 

*J9.  El.  V.pure*  HE  :  FN  ::  RE  :  2HG  ;  e  permutando  sarà  HE  :  RE  :: 
FN-.aHG, 

Ciò  pósto  ,  per  la  similitudine  de'  triangoli  HED  ,  RBC 

^11. El.  V.sta  HE  :  RE  ::  HD  :  RC.  Dunque  sarà*  FN  :  2HG  ::  HJ)  :  RC. 
Ma.  aHG  vedesi  dupla  di  RC  ;  dunque  sarà  benanche  quel  par 
rametro  FN  duplo  di  HD  ;  e  perciò  la  retta  DCE  perpendi.*^ 
colare  alla  parabola  in  E  .. 
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PROPOSIZIONE    XI. 


PROBLEMA.  ■ 


x' 


§.   i32*  Date  le  due  rette  A,  H,  ritrovare  in   */g.  aS. 
mezzo  ad  esse  due  inedie  continuamente  proporzionali. 

SoLUZ.  Si  chiami  a  la  prima  delle  due  rette  date,  ed  h 
la  seconda*  La  prima  delle  richieste  medie  proporzionali  si  di- 

ca  :c  ;  r  alti^  dovrà  essere  —  •  Ed    essendo  il   rettangolo   di 

queste  due  medie  uguale  a  quello  dell'  estreme  ,  sarà 

=s  ah.  cioè    x^  ''^  a*  h^zo  . 
a 

ovvero  x*  —  a*  ^  j?  =  o A 

Maneggio  di  quest*  ultima  equazione  col  metodo  PRECEDEinx. 

Suppongasi 

x*  =  fl/  .  .  .  . B 

e  quindi    x^  =  ay^  ;  e  poi  nell'  equazione  A  si  surroghi  que- 
sto valore  della  x^;  si  avrà 

ay*  "^a^hx^z  o 

cioè  jr^^zhx   • C 

£  sottraendo  dall'  equazione  G  T  altra  B  ,    avremo  finalmen- 
te r  equazione  al  cerchio  ,  eh'  è 

/*  —  ^  =  ^  —  x^ D 

o  la  sua  ridotta  in  costruibil  forma 

(j.-^a)'  =  -^(«'+A')~(a:-2.;i)\ 

Ed  eccoae  la 

5i 
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C0MP0SIZI05E   GEOMETRICA   DEL   PtOBLEMA. 

GosTRcz.  Sia  XPY  l'angolo  it^olatore ,  eh'  io  soppoDgo 
retto  ;  e  sì  descrìva  la  parabob  P3IR  col  vertice  P,  coU'  as- 
se PY,  e  col  parametro  prìjicipale  A  •  Inoltre  tolgasi  dalla  PX 

la  PF=  — H  ;  e  dalla  PY  la  PU  =  — A  .  E  compito  il  pa- 

raDdogrammo  PUGF  dalle  due  PU  ,  PF ,  sì  descriva,  centro 
G  intervallo  GP  ,  il  drcolo  PMD.  Questo  segnerà  nella  para- 
bola PMR  il  richiesto  punto  M  . 

Dm.  Imperocché  dalla  natura  della  parabola  PMR  sì  rile- 
va la  seguente  analogìa  A  :  MG  ::  MG  ::  PG,  e  quindi  MG'  :±z 
AxPG  =  PDxPC.  Ma  per  la  natura  del  cerchio  PML  è  il  ret- 
tangolo PCD  uguale  all'altro  LCM.  Dunque  sarà  MG' — LCBI 
=  PDxPG  — GDxPG,  doe  MCXaGO  =  PG"  .  E  quindi 
MG  :  PC  ::  PC  :  H.  Valea  dire  le  quattro  rette  A,  MC,  CP, 
ed  li  saranno  contiuuamente  proporzionali. 

§.   i33.  Cor.  i.  Eliminando  la  jr  dalle  due  equazioni  G  , 

D ,  oitìensi  jc^  =  aVi. ,  cioè  GM^  =  a'h  ,  e  qubdi  GM  =  yjah. 
§.    i34-  Cor.  ii.  Inoltre  il  radicale   universale 

che  ci  porgono  le  forniole  Cardaniche  ,  pub  ridursi    nell'  altro 


b 


E  feceqdoW^c'  +  — J=  e,  ed —  (e  +e)=A,  quel  primo 
radicale  diverrà   V  à'h ,  e  resterà  costruito  pel  coroU.  prec^^ 


^ 
t 
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$•  i35.  Nd  risolvere  analiticamente  il  famoso  problema 
della  trisezione  angolare  mi  sono  abbattuto  non  ha  guari  in 
un  princìpio  geometrico ,  che  sembrami  nuovo  :  ed  e  poi  com- 
mendevole per  potersi  agevolmente  conoscere  ,  ritenere  ,  ed 
applicare  a  risolvere  analiticamente  un  tal  problema  colla  com- 
binazione Cartesiana  ,  o  con  quell'  altra  di  Pappo  Alessandri- 
no .  Qoè  a  dire*:  Se  un  arco  circolare  si  disfida  in  tre  par-  *  Jtg.  ag. 
ti  ugMudij  e  da  un  punto  delle  due  divisioni  si  cali  la  per- 
pendicolare sulla  corda  di  tal  arco  ;  il  segmento  madore 
della  detta  corda  dovrà  superare  il  minore^  per  quanto  è 
la  corda  di  uno  di  que^  tre  archi  uguali  .  Infatti  Y  arco 
AHSD  intendasi  diviso  ne'  due  punti  H  ,  S  ,  ne'  tre  archi  u- 
guali  AH  ,  HS  ,  SD  ,  e  dal  punto  S  si  tiri  SE  perpendico- 
lare alla  corda  AD  di  queU'  arco  ;  dovrà  il  segmento  maggio^ 
re  A£  superare  il  minore  ED  ,  o  il  suo  uguale  AR  per  la 
retta  RE,  che  vedesi  uguale  ad  NL  ,  compiendo  la  figura  , 
come  qui  appare  .  Ed  ecco  la  soluzione  del  detto  problema 
col  divisato  principio* 

PROPOSIZIONE    XII. 

PROBLEMA. 

§.   1-36 •  Dato  l'arco  circolare  AHD,  dividerlo 
in  tre  parti  uguali. 

SoLOz.    Intendaiisi   tirate  le   ti-e    corde  AH ,  HS  ,  SDf   ^  fig,  39. 
in  que'  tre  archi  uguali  ;  e  la  corda  AD  del  dato  arco  AHD 
si  prolunglii  in  T  ,  finche  sia   DT   uguale  ad  SD:    poi  con- 
giungansi  le  rette  SA ,  ST  ;  e  1  raggio  HG  si  protragga  in  I 
fino  alla  circonferenza  di  tal  cerchio  p  Sara  chiaro  che  questo 
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raggio  debba  dividere  in  parti  uguali,  e  ad  angoli  retti  la  cor-* 
da  AS  •  Ed  essendo  pel  principio  geometrico  quassù  proposto 
il  segmento  maggiore  AE  della  corda  AD  uguale  al  minore 
ED  accresciuto  della  DS  ,  corda  della  terza  parte  del  detto 
arco,  cioè  AE  uguale  ad  ET,  sarà  isoscele  il  triangolo  AST  ^ 
ed  anzi  sarà  questo  triangolo  simile  all'  altro  ARS  ,  eh'  è  an- 
che isoscele  .  Imperocché  gli  angoh  SAD  ,  SAH  de'  suddetti 
triangoli  sono  uguali,  per  avere  i  loro  vertici  nella  circonferenza 
del  cerdììo  dato ,  e  per  insistere  sugli  ardii  uguali  DS ,  SH  • 
Ciò  posto,  ecco  l'analitica,  ed  agevole  soluzione  del  problema. 
Sia  il  raggio  HG  =  r ,  la  data  corda  AD  =  e  ,  F  ignota 
corda  AH  =  jr ,  e  quindi  AT  =  AD  +  AH  =  c+ j:.  Per  la  na- 


^' 


tura  del  cerchio  dee  essere  HO  = ,  ed  AO"  =  HA'  —  HO' 

=  X'  — ^  =  ^  (  4r'  —  jcM  .    Onde  sarà  SA  =  3  AO 

=  —  -^  (  4r*  —  X'  )  .  Ma  pe'  triangoli  simili  AHS  ,  AST  sta 

AH  :  AS  ::  AS  :  AT,  e  quindi  AS"=  AHxAT.  Dunque  ne' 

simboli  di  queste  rette  avremo  — ^  (  4r'  —  x^  )  =zcx  ^i-  x*  . 

Ed  ordinata  ,  e  ridotta  quest'  emergente  equazione  per  la  frise^ 
zione  angolare ,  ella  sarà 

x^  —  3r'  j:  +  cr'  =  o  .  .  .  .  A  . 

M!anegoiA31£  col  metodo  Slusiano  l'  equazione  Cartesiana  A, 

O   LA   SUA   IDENTICA 

x^  —  3r'  X*  +  cr^x^=:o  . .  .  .  A'. 
Si  &c€Ìa  x^szìy  ,  e  quiadi  -x^  s  r^y  ;  e  poi  si  sosti* 
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tuiscano  in  A'  questi  due  valori  delle  jc',  x^.  Si  avrà  r'j'*— 
3r*/  +  ^'''  jc  =  o  ,  cioè/'  —  Sr;^  =  —  eoe,  E  si  vedrà  bene, 
che  l' equazione  x*  :=  rjr  appartengasi  alla  parabola  assunta ,  e 
r  altra  y  —  3ry  ^Z'^^cx  alla  derivata ,  e  che  la  loro  differen- 
za /'  —  4'7'  ^=  —  ^^  — ^^  debba  essere  al  cerchio  *.  Dunque  *  $•  *  ^8. 
dovrem  combinare  insieme  l'equazione  0:'=//,  eh' è  alla  pa- 
rabola assunta ,  e  la  ridotta  di  quella  al  cerchio,  cioè  la  (/ — ar)' 

^^  4''^+  -7- e' — ( — e  4-  ^)';  e  *1  centro  di  esso  avrà  per  coor-  ' 

4  ^ 

diiiate  +  2r  ,  e e,  cioè  le  parti  costanti    dell'  espressioni 

delle  coordinale  del  cerchio  ,  ed  affette  di  contrario  segno. 
§•   137.  Costruire  la  proposta  equazione  A. 

Suppongasi  retto  1'  angolo  regolatore  XPY  *,  ove  la  PY  *  J!g.  3o. 
regolatrice  delle  y  sia  verticalmente .  E  poi  coli'  asse  PY  {  il 
cui  parametro  sia  r,  si  descriva  per  lo  punto  P  la  pai*abola 
M'PM''.  Inoltre  nella  PY,  dal  punto  P,  si  tolga  la  parte  PO 
uguale  a  str  y  e  prolungata  la  XP  in  F  ,  sLachè  la  parte  ag- 
giunta PF  uguagH  —  e  ,  si  compia  il  parallelogrammo  rettan- 

gob  POCF  ;  e  centro  C  intervallo  GP  si  descriva  il  cerchio 
PMM'M''",  che  dovrà  s^are  l'anzidetta  parabola  non  solo  in 
P  ,  ma  benanche  negU  altri  tre  punti  M  ,  M<  ,  M^'*  .  Dico  *  §,  128. 
che  le  radici  dell'  equazione  x^  —  Zr^x  +  ^r'  =  o  sieno  geometri- 
tramentc  espresse  dalle  tre  ordinate  comuni  di  queste  due  cur- 
ve insiem  combinate,  cioè  dalle  rette  MN,  M^'N',  M^^'':  di 
cui  le  due  prime  veggonsi  positive  ,  da  quel  che  ho  proposto 
nel  §.   36. ,  e  r  altra  è  negativa  . 

DiM»  V  equazione ,  che  ha  in  M  la  parabola  di  già  de-; 
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scritta;  è  x^zrzrjr^  onde  ritraesi  la  /= — ,  e  quindi  y'= 

Ma  r  equazione  ,  che  compete  al  cerchio  nel  punto  M,  e  per  le 
medesime  coordinate  x ,  j^  dee  essere  jr^ —  ^rjr  =  —  ex  — x^. 
Se  dunque  si  sostituiscano  in  quest'  ultima   equazioni  i  sopra- 

x^ 
scritti  valori  deOe  j*,  jr^^  avremo  —7  —  ^x*  =  —  ^r  —  a:', 

4  cioè  x'  —  3r"ar  +  cr'^s.  o.  Vale  a  dire  V  equazion  proposta  per 

la'  trisezione  angolare  qui  vedesi  emergere  dall'  eliminare  la 
jr  dalle  due  locah  x*  =zr)r  ^  jr*  —  J^ry  =  —  ex  —  jp*  ,  che 
ho  qui  sopra  combinate .    Dunque  la  MN  sarà  una   radice  di 

"^  $.  11 5.  quella  cubica  equazione  *  .  E  nello  stesso  naodo  potrà  dimo- 
strarsi, che  le  altre  due  ordinate  M'N',  M'''N^'sieno  anche  ra- 
dici della  suddetta  equazione .  Imperocché  1'  equazione  alla  pa- 
rabola ne'  punti  M',  M^'  h  anche  y^'szry  ^  come  si  è  dimo- 

*  §.  69.  strato  anteriormente*.  E  quella  del  cerchio  ne' punti  M',  M"  è 
pure  /*  —  fyry  =  —  co:  —  x'. 

^^.  29.  §.   i38.  ScoL.  Per  render  completa  questa  dimostrazione 

avrei  dovuto  specificare  que'  tre  archi ,  che  nel  dato  cerchio 
AHDI  vengon  sottesi  dalle  MN ,  M'N',  M''N'',  che  son  le  se- 
miordinate c(Mrrispondenti  a'  punti  d'intersezione  ddla  parabo- 
la, e  del  cerchio  insiem  combinati.  Il  Cartesio  illustrò  le  due 

*^^. 39,30.  prime  col  dirci:  che  la  mìnima  di  esse,  cioè  la  MN  *  era 
la  corda  della  terza  parte  dell*  arco  dato  AHD  ;  che  la  me- 
dia M'N^'^ra  la  corda  deUa  terza  parte  del  supplemento  del 
detto  arco  ,  cioè  di  AID .  Ma  per  la  massima  M"  N'""  si  lasciò 
solamente  dire ,  eh'  ella  era  negativa ,  e  di  grandezza  uguale  a 
quelle  due  positive  .  Lo  che  niente  rileva  •  Imperocché  qual  si- 
to dovrà  avere  nel  cerchio  dato  cotesta  corda  negativa?  £  sa-* 
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rà  poi  applicabile  nel  detto  cerchio  AHD  ,  o  ne  sarà  minore 
del  diametro?  Or  il  primo  di  questi  due  dubbj  e  saggiamente 
prodotto  dal  signor  d' Alembert  ;  e  T  altro  può  qui  pruomuover- 
si  col  seguente  geometrico  ragionamento  .  Dal  punto  P  ad  un 
punto  K  della  CO  si  tiri  la  retta  PK.  Questa  retta  sarà  mino- 
re di  PC  raggio  del  cerchio  combinato  colla  parabola ,  e  mag- 
giore di  PO  diametro  del  cerchio  dato  AHDI  .  E  perciò  ella 
può  essere  una  semiordinata  del  cerchio  combinato  ,  senza  esse- 
re una  corda  del  cerchio  dato  •  E  chi  ci  assicura ,  che  la  M^^^^ 
non  sia  uguale  alla  PK ,  o  ad  altra  simile  incidente  ?  Ma  per 
tog'ier  questi  due  dubbj  ecco  il  seguente  analitico  teorei&a. 

PROPOSIZIONE    XIII. 


•r;»' 


VT 


T    E    O   R   E    M   A  . 


§.  1 39,  Se  nelFequazione  cubica  v' — j-  v>  +  -^A  =  o 

suppongasi  h  —  sen.  <f ,  v  =  sen.  -j  <^ ,  posto  il  raggio 

irigonoirietrico  uguale    ad    i  j   gli    altri    due   valori 
della  s^  soddisfacenti  alla  proposta  equazione  dovran- 

c-^) .  '  — •  c-v-y 

DiM.  La  prima  di   queste  due  ultime  espressioni  ben  si 
vede  essere    uguale    a    sen.  (  60^-—  -r-  9  ).  Dunque  ponendo 

sen*~^ = tv,  e  co$.  —  9=2,  sapendosi  esser  JW.6o®= —  V  3 
e  COS.  60°=  — ,  si  avrà 


no  essere  sen 


L  . 
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■ 

yen.  (60^— — 9  )=— sV3 TV B. 

E  così  pure  dovrà  essere 

Ciò  posto   si  sommino  le  tre  espressioni  tv ,  B ,    C  :  si  avrà 
per  risultamento 

.  tv  +  — z\/i —  —  zV3  ,    cioè   icro   . 
22  a 

E  moltiplicando  a  due  a  due  le  tre  -  grandezze  w ,  B ,  C  ,  la 

somma  di  tali  prodotti  dovrà  essere 


tv tv—  .    o      • 

3  3  3  3 


a  "      '    ^   '  '  M  4 


3 

cioè  tal  somma  sarà  —  — •  ponendo  i  —  tv'  per  «" ,  e  fattevi 

4 

le  riduzioni . 

Finalmente ,  se  moltiplicheremo  tutte  insieme  le  tre  gran- 
dezze tv  ,  B  ,  C  ,  si  avrà  per  prodotto 


=  tv'— -rtv  =  — —A. 


i'  4 

Imperocché  dal  supporsi  la  tv  radice  della  proposta  equazione 

cubica,  dee  essere  tv' ;- 1^=  —  — r«  Dunque  dovremo  con- 

4  ^   , 

%332.^/gr.chiudere*, chejen. —^  ,  sen.i  — gT"  )  '  e  — j^en.  ^ — —Lì 

3  1 

sieno  le  radici  dell*  equazione  p^  —  — r-  {^  -f  -^  h  :=z  o  .    Ma 

r  altra  equazione  a:'—  So:  -f  A  =  0  tien  le  sue  radici  rispettiva* 
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malte  duple  delle  precedenti.  Dunque  elleno,  per  gli  dementi  di 

Trigonometria  dovranno  essere  la  corda  di  -^  arco  2^ ,  l'altra 

3 

di  —  arco  supplemento  3<f ,  e  la  corda  di  — -  arco  (a^+a-r). 
PROPOSIZIONE    XIV. 


5.  140.  Dal  principio  geometrico,  che  ho  prò* 
posto  qui  sopra  §.  135.,  si  vuol  attigner  quell'eie- 
gante  soluzione  di  già  recata  da  Pappo  Alessandri- 
no per  trisegar  l'arco  AUD. 

SoLuz.  Premesse  le  precedenti  cose,  sia  T  il  punto  me-    *fig.  31. 
dio  della  corda  AD  del  dato  arco  AHD  ,  HM  sia  la  perpendico- 
lare a  tal  retta  condottale  dall' ìgMto  punto  H.  Inoltre  ponga- 
si HM=j,  TM==jc,  TA  =  a,  e  quindi  AM=a~a:, 
AE  =a  a  +  ^  ==  MD .  Sarà  la  corda 

AN  =  \/(y  +  a'^2ax+x'). 
E  dovendo  essere,  per  quel  principio  geometrico,  DM=AM+AN, 
sarà  a^x  =  a — a:  + V(7'  + ^"— ^ojc  +  ar") 

cioè  20?=  VCj^'  +  ^'  —  ^fljj+x') 

e    4^'=j*  +  a'— aax+x^  ,    cioè    y^=^x'+aax^a\ 
E  riducendo  in  costruibil  forma  quest'ultima  equazione  si  avrà 

eh' è  l'equazione  ad  un'iperbole,  il  cui  cratro  è   nella  retta 

AD ,  e^  propriamente   nel  punto  C  della  .<orda  .  AD  ^  eh'  è  al 

5a 
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disopra  del  punto  T  ,  per  la  TCrr-^-a;  ed  ella  ha  que'  se- 

mìassi  conjugati ,  die  le  convengono  colla  seguente 

CosTR.  La  corda  AD  dell'arco  datosi  divida  in  tre  parti 
uguali  ne' punti  B,  G,  e  condotte  da  questi  punti  a  quella  ret- 
ta le  perpendicolari  BF ,  CP  ,  si  prenda  1'  angolo  EBP  terza 
parte  dell'  angolo  retto  CBF,  lo  che  può  farsi  per  la  Geome- 
tria elementare  :  e  la  rr;*a  BP  incontri  la  GP  in  P.  Dico  es- 
ser  GB  //  semiasse   primario  della  detta  iperbole^  e  GP  // 
suo  secondario .  E  le  due  iperboli  opposte  HBU,  QDZ  sa- 
ranno  le  richieste  :    cioè  la  prima  di  esse  dee    troncare    dal 
dato  arco  ÀHD  la  tei^za  parte  AH,  col  ramo  BII  ;  e  coli'  op- 
posto BU  la  terza  parte  AU  nel  supplemento    di  quello  .  Ed 
in  fine  l' arco  DZ  deli'  altra  iperbole  QDZ  vi  toglierà  ì  arco  cir- 
colare ASDZ  terza  parte  della  circonferenza  di  esso  cerchio  ac- 
cresciuta dell'  arco  dato  AND  . 

DiM.  Essendo,  per  costruzione,  TM  =  a:,  e  TG  ss  -r 

sai^à  CM=  ar-f  -7-^-  ^  dovrà  starie,  per  la  natura  di  questa 
cuwa,  od  in  virtù  dell' addotta  costruzione,  MN':  CM*— CB' :; 
GP  :  GB%  cioè  7'  :  (a:  +  i-a)'  — -^a'  ::  3  :  i  ;  e  quindi 

j;''  =  3  (  j:  -f --5-a  )*  —^  -i-  a'  ; .  vedendosi  esser  GB  =  ---a. 
'        3  '    3  3 

Inoltre  dal  centro  G  del  dato  cerchiò  AHDK  si  tiri  Gì  per- 
pendicolare ad  HM  distesa  verso  K  sino  alla  circonferenza  . 
E  sia  MI  =  A  ,  e  quindi  HI  =^  -f  h  .  Sai*à  il  rettangolo 
*35.E1.1U.HMK=  HP— MPsr^^+aAjr  .  E  poiché  *  sono  uguali 
i  rettatigofi  NIiI.K,  A^D,  ne'  sìmboli  di  queste  grandezze  avre« 
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mo  f^  +  nhf  =  a*  —  ar%  eh'  è  Y  equazione  al  dato  cerchio  . 
E  togliendo  da  questa  equazione  V  altra  jr^  =  3jc*  -f-  200:  —  a\ 
che  ,  come  si  è  detto  qui  sopra,  dee  appartenere  all'iperbole,  sarà 

aA/=3a' — 4'^* — 2ax  y  cioè/  =  ~(a'— r3a:'-:7-ar).  Fi-    ;.     ^    • 
nalmente  pongasi  questo  valore  della  jr  nell'  equazione 

otterremo  quest'  altra 

a^-^J^+a^x^  •^  4^'x' —  !ia'x+4aa:*=3A*a:'+aaA'x— a'A\ 
dbe  ordinata  rispetto  ad  or,  eoa  porvi  per  rt'+^»il  quadrato  del 
raggio ,  che  chiamo  r ,  darà 

4  ^  4 

Ma  quesf  ultima  equazione  è  divisibile  per  x-j^  a.  Dunque  e* 
seguendo  una  tal  divisione  si  avrà 

4  4 

E  perchè  questa  medesima  equazione  può  nello  stesso  modo  ot* 

tener»  per  le  due  x  corrispondenti  a'  punti  V,  Z  ;  i  tre  archi 
AH,  AK,  ASZ  di  sopra  definiti  nel  *§.  i38.  saranno  sod- 
disfacenti al  problema  (i). 

§.  i4i-  Cor.  Sia  l'angolo  ADH  =  9.  Si  vedrà,  die  nd 
nostro  caso  debba  essere  l'altro  angolo  DAH=  29.  Ed  è 

tang.2^=:^ A. 

I  —  tang.^ 


(1)  L^  eleganza  deir  addotta  costruzione  ben  si  conosce  nella 
brevità ,  che  può  recarsele  \  cìoc  ;  Dalla  corda  delV  arco  dato  toU 
gasi  la  terza  parte  ,  ed  in  ciò  die  rimane  si  formi  il  triangolo  c- 
quitaiero  .  La  semibase  y  e  V  altezza  di  un  tal  triangolo  sairànnù  i 
semiassi  conjugati  delP  iperbole  richiesta  . 
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E  ne'  simboli  precedenti  ottiensi  tane.  ADH  =  ^ans".  ^  =  •-«-^^^ — . 

a  +  jc' 

e  fang.  DAN=fang.  29  =  — ^ .  Dunijuc  sostitaendo  in 

''fig,  Si*    A  questi  valori  delle  tang.  f  ,  /aMg.219  ,  e  praticando  nel  risili- 
tamento  i  debiti  rìducimeuti,  avremo  la  precedente   equaàone 

jr*  :=  3jc'  +  2€UK  —  a' 
che  converrebbe    maneggiar ,    come    dianxi  si  è  fatto  ,  se  sia 
d'  uopo  • 

§.  i43»  ScOL.  Ma  non  fia  grave  F  adombrar  qui  appresso 
un'  altra  soluzione  del  medesimo  problema  ,  la  qual  procede 
con  un  metodo  puramente  analitico  ,  ed  immantinente  fa  incon- 
trare una  cei*ta  ellisse  da  doversi  col  dato  cerchio  combinare. 
Lo  che  sarebbe  assai  gradevole  a  chi  ami  il  metodo  proposto 

*  S'  l'-sS*    dall'  illustre  Newton  * .  Cioè  l'arco  ABD  abbia  per  seno  la  ret- 

*  fig.  32.    ta*  AH  =  e,  posto  il  raggio  =  r,  e  per  coseno  1'  alti-a  CH=:  A; 

e  dell'  arco  BD  terza  parte  di  AD  sia  il  seno  BN  =  a: ,  e  '1  co- 
seno CN  =  j .  Sarà  la  retta  AG  =  AH—  BN=6  —  «,  e 
y  ijtra  BG  =  CN  --CH  zszj—h  .  E  quindi  AB*  =  AG'  + 
.BG*=e* —  3ex+ JC*+/' —  ^f^y + ^'=  ^^ —  3ex+/' — nhjr-^r'^ 
j)onendovi  r*  per  e^  -f  ^'  *  ^'^  P^  ^^  condizioni  del  problema 
dee  essere  T  arco  AB  duplo  dell'  altro  BD  :  e  pe'  principj  di  Tri* 
gonometrìa  convien,  che  sia  la  retta  AB  dupla  dell'altra  BN; 
e  quindi  AB'==:4BN\  Dunque  sarà 

ar'— •  2ex+ j' —  2/1/ + r'=  4«^'  =  4''^  "^  4^* 
Cioè,  &tle  le  riduzioni  de'  termini,  e  poi  ordinati  convenevol- 
mente ,  sai^à 

5^*  —  2hy  =  3r*  +  nex  — x" 
dì'  è  un'  equazione  all'  ellisse  ,  la  quale   dovrebbesi  combinare 
col  cerchio  della  seguente  equazione  /*  4:*^^  =  r\ 
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PROPOSIZIONE    XV. 
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TEOREMA. 


§.  143.  Tutti  i  problemi  solidi  ridnconsi  a  que* 
due  precedenti,  che  sono  della  trisezione  angolare', 
e  dell'  invenzione  di  due  medie  proporzionali  tra  due 
rette  date, 

Ed  un  problema  sdUdo  s^  intriderà  risoluto  colla  ^ 
massima  eleganza,  se  immantinente  lo  avrem  convertito 
in  un  equazione  cubica  mancante  del  secondo  termine. 

DiM.  L'  equazioni  dì  quapto  grado  sono  deprìmibili  al  ter- 
zo :  e  da  ciascuna  dell'  equazioni  cubiche  può  sèmpre  togliersi 
il  s&condo  termine  ,  divenendo  quella  del  caso  irriducibile ,  o 
pur  queir  altra  ,  che  non  è  tale.  Ma  la  prima  di  queste  due  e- 
quazioni  si  costruisce  colla  trisezione  angolare ,  e  1*  altra  coli'  in- 
dagine di  due  medie  proporzionali  tra  due  rette  date  .  Dunque 
tutti  i  problemi  solidi  riduconsi  agi'  indicati  problemi ,  e  che 
qui  sopra  ho  in  varie  guise  risoluti . 

Che  se  nel  lisolvere  un  problema  solido  riesca  rilevarne 
di  repente  un'  equazione  cubica  ,  che  sia  mancante  del  secon- 
do tonnine  ;  una  tal  soluzione,  come  ben  si  vede,  dovrà  dir- 
si di  massima  eleganza . 

$.i44-  Som..  L'immortale  Arcliimede  nel  Libro  II.  della 
Sfera  e  del  Cilindro  avea  disciolto  il  famoso  problema  della  di- 
{vision  della  sfera  in  una  ragion  data.  Ma  la  composizione 
geometrica  promessaci  dal  valentuomo  non  ci  è  pervenuta  ;  uè 
poi  siam  contenti  di  quelle  di  Eutocio ,  di  Dionisidoro ,  e  di 
Piocle  :  poiché  k  due  prime  ci  offrono  una  pai*dbola  combinar 
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ta  a  tal  uopo  con  un'  iperbole  ;  e  n^'  altra  V  iperbole  combi- 
nasi coU*  ellisse .  Ma  il  chiarisàmo  Ugenio  ha  risolato  lodevol- 
mente un  tal  problema  ,  rimettendone  alla  trisezione  deir  arco 
la  composizione  •  Ed  avendone  occultata  1'  analisi ,  io  qui  la 
debbo  ad  industri  giovani  svelare  . 

PROPOSIZIONE    XVI. 

PROBLEMA. 

§.   145.  Dividere,  con  un  piano,  la   sfera  in 
ragion  data. 

SoLuz.  Un  tal  problema  ,  per  poco  che  si  consideri  atten- 
tamente ,  vedesi  ridotto  a  quest'  altro  .  Dato  un  emisfero  con- 
durvi  un  piano  parallelo  alla  sua  base ,  talché  ne  tolga  un  seg- 
mento uguale  ad  un  cono ,  il  quale  abbia  la  medesima  base 
dell'  emisfero  ,  e  per  altezza  la  retta  h  minore  del  doppio  rag- 
gio •  Vale  a  dire  il  dato  emisfero  s' intenda  generato  dal  qua- 

*  ffg.  33.    drante  BCE  rivolto  intorno  al  raggio  BC*:  e  '1  segmento  sfè- 

rico y  che  si  richiede ,  sia  nato  dal  volgere  d'  intorno  a  quel 
raggio  il  trilineo  circolare  BQD.  Ed  oltre  a  ciò  sia  GB  =  r , 
CQ  =  a:,  e  quindi  BQ  =  r  —  jt,  che  sai*à  l'altezza  del  richie- 

sto  segménto  •  Ed  esprimendo  per  rp  la  rs^ion  di  un  cerchio 

al  quadrato  del  raggio ,  sarà  il  cerchio  ,  che  ha  BQ  per  rag- 

gio  ,  Uguale  *^~  (  r  —  ocy  ;  e  1  segmento  sferico  generato  dd 

jfft 

*  ag,  4frcA. trilineo  BQD  dovrà  essere  -^  (  r — ;r  )*  (  ar  +  JC  )*.  Ma  per 
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le  condizioni  del  problema  il  detto  segmento  dee  uguagliare  il 
dato  cono  — r—  x  -7-  •  Dunque  sarà 

cioè  (  r  —  x  )•  (  3r  +  jc  )  =  r'  A . 

Ed  ordinando  V  emergente  equazione  otterremo 
x'  —  Zr"  X  +  r^{!ir  —  A  )  =  o A. 

Cb^  è  un|  equazione  per  la  trisezioiie  dell'  arco  della    cor- 
da ar  —  h  nel  cercbio  massimo  BDAN  della  data  sfera*.  Ed    *  5.  i36, 
eccone  la 

CosTRuz.  Dal  punto  A  del  detto  cerchio  massimo  si  ap- 
plicbì  in  esso  la  retta  AN  uguale  a  2r — h.  E  diviso  l'arco 
ARN  del  segmento  minore  in  ire  parti  uguali ,  si  congiunga  la 
corda  AR  di  uno  di  qut^ti  tre  arcbi  uguali:  è  poi  nel  raggio 
CB  si  tolga  dal  centro  C  la  CQ  uguale  alla  corda  AK  •  -  Il  pun* 
lo  Q  sarà  quello     cbe  si  richiede  . 


W 
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GAP.     VI. 

CONTINUAZIOIIE  DEL   MEDBSIMO  A&GOMERTO. 


^,  i46.  Un  metodo  analitico,  che  sia  nuovo,  e  che  deb* 
basi  spesso  adoperare ,  merita  di  essere  ornato  di  yarj  esempj , 
affinchè  in  mente  a'  giovanetti  ei  diventi  più  energico,  e  più 
chiaro .  Or  io  per  tal  ragione  dovendo  quassù  illustrare  la  teo- 
rica Slusiana,  per  la  costruzione  dell'equazioni  cubiche,  e  del- 
le biquadratiche ,  mi  son  condotto  ad  isciorre  analiticamente  va- 
r j  problemi  solidi ,  e  que'  due  specialmente  ,  che  V  antichità  ri- 
mota ci  trasmise  :  V  uno  sulla  trisezione  angolare ,  e  1'  altro 
■per  V  invenzione  di  due  medie  proporzionali  tra  due  rette 
date.  Ed  ho  poi  dimostrato,  che  ad  essi  debban  ridursi  tutti 
i  problemi  solidi ,  che  potrem  mai  proporre .  Ma  il  primo  de- 
gli anzidetti  problemi ,  che  dell'  altro  è  più  antico  ,  e  che  pre- 

U  cede  la  conoscenza ,  eh'  ebbero  ì  geometri  .delle  curve  coniche  / 

come  Pappo  cel  ridice,  a  più  nobili  pensieri  X  animo   impegna. 

*      ,   *  Ed  essi  son  V  oggetto  della  proposta  geometrica  continuazione . 

§.  i47-  Q  sommo  Archimede  ridusse  il  problema  della 
trisezione  dell'arco  ad:  Applicare  tra  la  circonferenza  di  un 
cerchio^  ed  un  diametro  di  esso  una  retta  uguale  al  raggio , 
la  quale  passi  per  un  punto  dato  in  detta  circonferenza  • 
Alcuni  geometri  de'  tempi  posteriori  svolsero  la  ricerca  a  :  «S*/- 
iuare  una  retta  data  tra  i  lati  di  un  angolo  retto^  sicché  e/- 
la  pen^enis^e  ad  un  punto  dato.  E  di  qui  l'intera  fiimiglia  de' 
problemi  solidi  videsi  ridotta  ad  un  solo  problema  d'inclinazio- 
uè ,  il  quale  per  mezzo  d^lla  concoide  ;  eh'  è  una  linea  *di  quar* 
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io  ordine  e  di  facilissima  orgcmica  descrizione  y  polevasi  age- 
volmente   e  con  eleganza  costruire  •  Inoltre  le  forinole  dì  Vie- 
ta per  le  sezioni  angolari ,  le  altre  affini  proposte  dal  Walli  s  ; 
ed  anche  il  famoso  teorema  Tolemaico ,  donde  posson  (i)  flui- 
^  re  sì  le  une  ^  che  le  altre ,  ci  porgono  ali*  istante   1'  equazione 
del  problema  )  la  quale  assolutamente  dee  ascendere  al  3.^  gra- 
do ,  ed  appartenersi  al  caso  irriducìbile ,  quaV  è  la  x^  —  Sr'or 
-fr^c=:o*  .    Ma   l'insigne    Cartesio   questa    pur  ritrasse  di    «5.  i36. 
certe    geometriche   speculazioni  ,  ch^  io  le  riduco    al  seguente 
teorema  :    La  corda  di  un  arco  minore  della  semicirconfe" 
rema  è  minore  della   tripla  corda  deW  arco  sutiriplo ^  per 
una   retta  y  che  sta    a  questa  corda    in  duplicata    ragio- 
ne di  èssa  al  raggio  .  E  volendo  sostituirvi  quel  teorema  ,  che 
in  tal  congiuntura  mi  si  è  ofièrto ,  e  eh'  è  molto  chiaro  ,  rite- 
uevole  ,  ed  atto  ad  un  tal  lavoro ,  non  sarà  grave  ripèterne  l' e- 
nunciazione:  Se  dalFun  de  due  punti  ^  in  che  un  arco  geo- 
metrico  può  concepirsi  diviso  in  tre  partì  uguali  ^  si  abbas-^ 
si  la  perpendicolare  sulla  corda  di  esso  arco ,  la  differen- 
za de  segmenti  di  tal  corda  sarà  uguale  alla  corda  di  uno  ' 
di  qué  tre  archi  uguali.  Ma   ecconé  per  que'  lavori  di  Ar- 
chimede il  seguente 

# 

LEMMA. 

§.  i48-  Se  nel  cerchio  RPD  prendasi  l'arco  RB    */fs   34. 
minore  del  quadrante,  e  dall' estremo  B  di  quell'ar- 
co s' intenda  inclinata  sul  diametro  RD  y   che  passi 

(1)  Levigasi    uaa  mia  Dissert.  su  tale  oggeUo  ^  nel  VoLi,  della 

nostra  Accademia,  pubblicato  Y  anno  1819. 
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per  r  altro  estremo ,  una  retta,  in  modo,  che  V  inter- 
cetta fra  il  diametro  e  la  circonferenza  sia  uguale  al 
raggio  5  quest'  inclinata  potrà  esibirci  la  terza  parte 
del  detto  arco,  del  suo  complemento,  o  del  suo  sup- 
plemento, secondochè  quell' intercetta  cada  tutta  fuo- 
ri del  cerchio,  resti  dentro,  o  pur  si  ritrovi  parte 
dentro  e  parte  fuori  dello  stesso  cerchio  (i). 

DiM.  Gas.  t.  La  retta  BLV  sìa  <]ueir  inclinata  ,  di  cui 
r  intercetta  LV  reggasi  cader  tutta  fiiori  del  cerchio  PRD .  Si 
unisca  la  BC  .  Sara  Y  angolo  esterno  BCR  del  triangolo  BCV 
uguale  ai  due  V ,  CBV.  Ma  F  angolo  CgV  è  uguale  all'  altro 
GLB ,  per  Io  triangolo  isoscele  BCL  .  E  l' angolo  GLB  ,  è  u- 
*  32.  El.  l.guale  al  doppio  V  *  ,  Dunque  sarà  l'angolo  BGR  uguale  ad 
V  +  2  V  =  3  V  .    E  quindi  V  arco   DL  misuratore  dell'  angolo 

LCD,  o  di  V,  sarà  ~  di  BR  ,0  di  <f  ,  ponendo  BR  =  9  . 

Gas.  ir.  La  retta  BX  sia  quella  di  coteste  inclinate ,  di 
cui  r  intercetta  X^vcade  dentro  del  cerchio  RPDX.  Gongiunga- 
si  la  retta  XG,  che  prolungata  incontri  la  proposta  circonferen- 
za in  H  ;  e  poi  pe' punti  B,  G,  H  si  tirino  le  BO,  GP ,  HM 
perpendicolai*i  al  diametro  RD  del  detto  cerchio .  Saranno  ugua- 
li gli  angoli  XwG,  XCw,  alla  base  del  triangolo  isoscele  ivXG; 
e  quindi  anche  i  loro  verticali  BtvO  «  HGM;  e  gli    altri    due 

OB1V  ,  PCH  complementi  di  essi.  Ma  V  angolo   esterno  BGH 

■    ■ 

(1^    La  prima  parte  di    questa  proposizione  è  il    lemma  ,    che 
fu  proposto,  ed  egregiamente  dimostrato  per  tal  soggetto  dal  princi- 
pe de'  geometri  Archimede  .    £  le  altre  due  accrescono  il  nostro  ar- 
gomenlo  ,  e  U  rendono  più  adatto  alle  predenti  speculazioni. 
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del  triangolo  isoscele  BCX  è  uguale  a  ^CBX.  Dunque  toglien- 
do da  questi  gli  altri  due  angoli  PCH,  OBtv  ,  che  si  son  di- 
mostrati uguali  ,  rimarrà  1'  angolo  FGB  ,  o  il  suo  alterno 
OBC  ugnale  a  2CBtv — Obw  .  Cioè  OBG^óBw  uguale  » 
aCBw  :  e  togliendo  d'ambe  le  parti  CBtv,  avremo  aOBw  u- 

guale  a  CBtv  ;  e  quindi  OBw^-^CBO  .  E  finalmente  1' ar- 

co  PH  terza  parte  di  BP. 

Gas.  hi.  Finalmente  V  inclinata  i^B/  sia  uguale  al  raggia 
C^  e  questa  intercetta  stia  parte  dentro,  e  parte  fuori  del  .pro- 
posto cerchio.  Sarà  T  angolo  estemo  /CD  del  triangolo  isosce- 
le  vie  uguale  ad  v  '■\-Cl{f.  Ma  questo  secondo  angolo  è  ugua^ 
le  a  CB/,  per  lo  triangolo  isoscele  ^CB:  e  T  angolo  CB/ ester- 
no del  triangolo  CBv  e  uguale  ad  v^+BCv^.  Dunque  sarà  quel- 
l'angolo  /CD uguale  ad  <;  insieme  con  if-i^BCv^  cioè  a  2^-^- 
BCi^*  Ed  aggiungendo  di  comune  l'angolo  BG/  risulterà  1' an- 
golo   BCD    uguale  a  at^  +  /G  t;  =  2v  +  «^  =  Si'  .    Cioè  V  arco 

RB/  =  -'-BPD. 

Ó 

$.  i49«  Cor.  i.  La  dimostrazione  della  prima  parte  di  que- 
sto lemma  (  lo  che  varrebbe  anche  per  le  altre  due  )  par  che 
sia  indicata  dalla  posizione  def'due  triangoli  isosceli  GLV,  LGB. 
Questi  han  di  comune  il  lato  GL  ;  e  V  altro  lato  LV  del  tri- 
angolo GLV  è  a  dritto  colia  base  LG  del  secondo  triangolo 
LCB  .  E  perciò  dee  essere  V  angolo  V  terza  parte  di  BGR . 
E  forse  per  una  tale  speculazione  potè  nascere  V  altro  proble- 
ma d*  inclinazione ,  che  ho  indicato  nel  §.    i47- 

§.  i5o.  Cor.  ii.  Infatti  dall'angolo  C  del  rettangolo  ABOG 
intendasi  condotta  l'inclinata  CD  sul  lato  AB  disteso  verso  D,    '^jfg,  35. 
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sicché  l'intercetta  FD  sia  dupla  della  diagonale  GB  di  esso  ret- 
tangolo .  La  FD  si  divida  ugualmente  in  G  ,  e  si  unisca  la  GB . 
''Si.El.  llI.Sai'à  GB  uguale  a  GF  ,  uguale  a  BC*.  Onde  saranno  iso- 
sceli i  due  triangoli  BGD  ,  GBC  ,  avendo  il  lato  BG  comu- 
ne ,  e  r  altro  GD  a  dritto  colla  base  CG  del  triangolo  CDG  : 
e  dovrà  essere  V  angolo  D  terza  })arte  di  CBÀ  ,  o  del  suo  u- 
guale  BCO  . 

§.  i5i.  ScoL.  Questo  lemma,  che  dal  grande  Archime-^ 
de  fu  concepito  nel  solo  primo  caso,  qui  vedesi  disteso  a  tut- 
ti tre  que'casi ,  che  gli  convengono ,  e  che  ho  dovuto  con  pa- 
ri chiarezza  dimostrare  •  Ora  il  debbo  ridurre  in  equazione .  £ 
mostrerò  a'  giovanatti ,  lo  che  sarà  ad  essi  gradevol  cosa,  ed  im- 
portante ,  che  le  sue  radici  debban  esser  necessariamente  le 

ire  seguenti  sen.  ---  9 ,  sen.  -r-(  ^  —  9  ) ,  —  sen.  —  (  '^+^)y 

che  rapportai  nel  §.   iSg. 

PROPOSIZIONE    XVU. 

PROBLEMA. 

§.  iSa.  Co' principj  di  Archimede,  nel  prece- 
dente lemma  illustrati,  si  vuol  dividere  in  tre  parti 
uguali  l'arco  dato  RB. 

• 

*fi^,  36.  SoLuz.  La  retta  VB*  suppongasi  esser  l'inclinata,   che  si 

richiede  :  cioè  tale  che  Y  intercetta  L  V  sia  quanto  il  raggio  CL 
del  dato  cerchio  R£D .  E  poi  da'  punti  B ,  L  si  abbassino  le 
perpendicolari  BO,  LN  al  diametro  RD  di  esso  cerchio.  Sa- 
ranno uguali  i  segmenti  NC  ,   NV  della  base  del  tiiangolo  iso- 
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sede  CLV.  Il  perchè  ponendo  BO  =  e ,  OC  =  A ,  LN  sr  Xy 
e  CN  =/ ,  sarà  CV  =  aj ,  OV  =  A  -f-  aj .  E  pe'  tiùangoli  si- 
nìili  BOV,  LNV  essendo  BO  :  LN  ::  OV  :  NV,  si  avià  ne' sim- 
boli di  queste  rette  e  :  x  li  h  +  27^  •  7*  5  ®  quindi  lue  +  !y^x 
=±  ejr .  Cioè  riducendo  in  costruìbil  forma  quest'equazione  avre- 
mo f  —  e  —  JC  J  0'+  — ^ }  =  T"^^  '  ^^' ^  l'equazione  ad 

un'iperbole  Ira  gli  assmtoti,  da  doversi  costruire  nelseguenle  modo. 

CosTRuz.  Per  lo  punto  medio  G  del  raggio  GB  si  tii-ino 
le  rette  GT ,  GS  rìspettiyamente  parallele  alle  coordinate  LN , 
NG  dd  cerchio  dato  •  £  poi  cogli  assintoti  GT,  GS  descriva- 
si r  iperbole  LC^ ,  che  passi  per  lo  centro  C  del  detto  cerchio, 
e  s'  intenda  benanche  delineata  la  sua  opposta  K/,  che  do^ 
vrà  passare  per  lo  punto  B.  /  punti  "L  ^  l^  X  ,  che  segnano 
nel  cerchio  dato  queste  iperboli  opposte  ^  saranno  soddisfa-- 
centi  al  problema  ;  e  V  altro  punto  B  ne  sarà   straniero  . 

DiM.  Pongasi  il  raggio  CL  =  i  ;  l'equazione  al  cerchio  per 
le  coordinate  LN  ,  NC  sarà  j^'  +  x'  =  i.  Ma  quivi  per  la  na- 
tura delle  iperboli  di  già  descritte    risulta  ,  come   si  è  dimo- 

hx 

strato  qui  sopra,  /ix+ 3rjt:='er ,  cioèr= .  Dun- 

e  —  207 

que  se  nell'  equazione  al   cerchio  porremo  per  la  y  questo  suo 
valore,  si  avrà  la  seguente  biquadratica  equazione 

x^  —  ex^ x'^ex \-e^  =  o.   .   .   •  B. 

4  4 

E  questa  liberata  dalla  radice  straniera  e ,  o  pur  divisa  per      ^ 
lo  binomio  x —  e ,    darà    la  giusta    equazione    del    problema 
per  la  trisezione  angolare 

x'—'^x+'e^o C. 

4  4 
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Or  la  stessa  equazione  vedesi  emei^ere  j)er  gli  altri  due 
punti  2 ,  X  .  Dunque  dovrà  dirsi  che  questi  le  sieno  soddisfacen- 
ti •  Ma  nel-punto  P  vi  è  la  a:  =  e,  ela^  =  —  h.  Dunque 

hx 
l'equazione  jr  = si    riduce  in  quest'  altra  identica  —  h 

he 


-=  — h.  E  quindi  tal  radice  sarà  straniera  al  problema. 
Inoltre  pongasi  l'angolo  BCR=:<^,  potendosi  benandìc  dino- 
tare per  9  V  arco  RB   del  raggio  i.  Sarà  T  angolo  V  =  ---^ 

3 

come  r  ho  dimostrato  nel  precedente  lemma  .  £  V  altro  v 
dovrà  essere  uguale  ad -^-(sr  —  ^).  Che  anzi  essendosi  di- 
mosti*ato,  nella  part.iif .  dello  stesso  lenuna,  esser  l'angolo  OBtv= 
—  r  — ir  —  ^  J  ,  sarà  V  angolo  tvBC  =  — r — ^  —  9  J  = 

-—-ir —  -—^. Vale  a  dire,  a  cagion  del  triangolo  isoscele  BCX, 
3  3 


1 


sarà  anche  V  angolo  CXtv  =  -^ rt o"?-^  dovrà  essere  Tango" 

lo  X  C  w  dell'altro  triangolo  isosede  C/  tv  uguale  a ~ 


=  -7-  (  ''I'  +  ^  ).  Dunque  le  radici  dell*  equazione  G  espresse  per 

le  ordinate  LN,  /n,  Xv  saramio  sen.  •r-<f ,  sen.  -t-(  —  ^  —  9) 

i  3'    3 

— je/i. -~- (TT-f.  9),  come  nel  §.    iSg,  ho  proposto  . 
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PROPOSIZIONE    XVIII. 


PKOBLEMA. 


§.    i53.  Dato  Tangolo  BCO*,  dividerlo  in   tre    *  ^g-  ^5 
parti  uguali ,  secondo  il  metodo  d' inclinazione  ram- 
mentato nel  §.    i5o. 

SoLuz.  Da  un  qualunque  punto  B  nel  lato  BC  del  dato 
angolo  BCO  ,  si  abbassi  la  BO  perpendicolare  all'  altro  lato 
CO  del  detto  angolo  •  £  compito  il  rettangolo  ÀBOC ,  si  uni- 
sca CB ,  e  si  supponga  inclinata  dal  punto  C  sulla  retta  ABD 
r  altra  CFD ,  sicché  V  intercetta  FD  sia  uguale  a  2CB . 

Ciò  posto  ,  sia  OB  =  e ,  OC  =  a ,  BF  :=z  x  j  e  quindi 
OF  =  OB  —  BF  =  e  —  .r .  E  finalmente  pongasi  DF  =  i ,  af- 
finchè la  X  possa  dinotare  il  seno  dell'  angolo  D  .  Sarà  BC  =  — 

ed    e'  +  a*  =  —•  E  CF'  =  CO'  +  OF*  =  a"  +  e'  —  2€X  + 

4 

x'  =  -7-  —  aex-fjc' .  E.  pe'  triangoli  simili  FOC ,  FBD  essendo 
4 

OF  :  FC  ::  BF  :  FD ,  e  con  ciò  OF*  :  FC  ::  BF-  :  FD'  ,  sarà 

ne'  simboli  di  queste  rette,  e' — aeor+a:': 2ex+x'::x"\i. 

Dalla  quale  analogia  si  avrà  la  seguente  equazione 


«4  o/j-y»' 


3 


2ex^ r-x^+^ex — e^=zo. 

4 

E  questa  poi  potendosi  dividere  per  lo  binomio  x — 20 y  offrirà  l'e- 
quazione del  problema  di  già  per  le  altre  vie  rinvenuta 

x^ r  X  +  —  e  =  o  . 

4  2 


PROPOSIZIOJlE    XK 
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5«  i54«  Se  nel  dhidere  in  tre  pani  uguali  un* 
arco  dato  sinooiitrì  un'equazione  di  quarto  grado, 
ingombra  ,  come  satA  essere,  di  nna  radice  stranie- 
ra 9  questa  radice  dovrà  ess«e  uguale  al  coefliciette 
dd  secondo  termine  affetto  dì  contrario  segno .  Coè 
a  dire,  se  cotesta  equazicxie  sia  x*  +  JLc '  +  e/c  =0, 
sarà  tal  radice  uguale  z£. 


Dm.    Poiché   —  K  e    ogiule  aDbi  somnn  ddk    rafia 
*5  33i.^^*ddF  anzidetta  egoazioDe  *  ,  cioè  a   quelle   tre  ladìd ,     die  ap- 
partengoitti    alP  equauone  per  la  ^trisezìaDe  angohre ,    ed    alU 
rulice  tfrunefa  :  e  quelle  tre  ladid  inaeni  sommale    sono  a- 
gualj  a  zero ,  come  bea  si  Ycàe  or  qoelP  equazione  per  h  trìse- 

ziooe  an^golie ,  Dunque  la  raJke  stranigr»  «A  ifgnaip   a K, 

E  dò  s  yedra  duanaiieiile  da' sottoposti  esenipj. 

S-  i55.  EsEw.  I.  Queir  agevol  priiic%io  di  Geometiia, 
che  mi  si  oflie  od  insegar  Fangolo  rettilìneo,  m  la  recata 
a    tal  fine.la  seguente  Inqaadiatica  equazione 

Donqoe  —  a  dee  esser  h  radice  straniera  al  problena  .  E  divi- 
dcndo  qoeir  equazione  per  Jo  binomio  x  +  a,  dovrà  otte- 
nersi l'equazione  cubica 

*$'  «39,    eh'  è  per  la  trisezione  angolare  * . 
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§.  i56.  EsEiAP.  II.  Inoltre  quella  soluzione  puramente  ana« 
Kiìca  ,  che  ho  recata  al  medesimo  problema  nello  scolio  della 
prop.  XIV9  ci  offrirebbe  la  seguente  biguadi'atica  equazione 

X'  +  ex^ —  r  jc' r^ex eV  =  o 

4  ^         .         4 

£  ciò  con  ^eliminar  la^  dalle  due  indeterminate  equazioni 
5/'  — ahj-  =  3v*+  2ex  —  x^  ^  ed  ^*  +  jc*  =  r* 
la  prìme^    delle  quali  è  all'  ellisse  >  e   1'  altra  al  cerchio  •  Dun-* 
que  sarà  —  e  la  radice  straniera  del  problema  .  £   divisa  per 
X  -^-e  quella  biquadratica  equazione  ,  si  avrà 

x^ ;-r'a:+  -—  r'e  =  ó , 

4  4 

ch^è  V  equazione  per  la  trisezione  angolare  (  §.  prec.  )  . 

§.  157.  £sBHP.  in.  Dal  principio  geometrico  proposto 
dal  grande  Archimede,  per  la  trisezione  dell'  aixx),  ho  ricavata 
a  tal  oggetto  la  seguente  equazione  di  quarto  grado 

B        3  I 

^« — ex- — yx^-^-ex j-e^^^^o 

4  4 

posto  uguale  ad  i  il  raggio  del  dato  cerchio  .  Dunque  sarà  4-  e 
la  radice  straniera^ 'ddL  problema.  £  dividendo  per  a? — e  la 
detta  equazione  incontreremo 

ch^  è  quella  per  la  trisezione  angolare . 

$.  i58.  £sEMP.  IV.  Finalmente  da  quell* altro  principio,  d^  in^ 
dinazione  ,  donde  gli  antichi  cercarono  di  sciorre  il  problema 
della  trisezione  angolare,  ho  analitic£(mente  ottenuta  V  equazione 

.        3 
or*  —  tkexr--^  ^ryx'  +  2ex —  e'  =  o . 

4  '        . 
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Dunque  h  radice  straniera  dovrà  essere  -f  ^^*  £  quelTequazione 
dovrà  dividersi  per  lo  binomio  x  —  2e^  perchè  si  ottenga  V  e- 

quazione 

3       3  1 

a:'—  -7  j:  4.  —  e  =  o 
4  a 

per  la  trisezione  angolare. 

§•  i5q.  Colla  guida  del  principio  geometrico  ,  che  ho  rap- 
portato nel  §.  1 35 ,  si  può  immediatamente  conseguire  \  equa- 
zione cubica  del  caso  irriducibile  ,  come  l' ho  conseguita  nel- 
la {O'op.  XIV.  ,  e  come  il  Cartesio  con  altre  guide  geometii* 
che  ancor  V  ottenne  :  cioè  V  equazione  -a?  —  Zr^x  -f-  cr*  =  o , 
ponendo  il  raggio  del  cerchio  dato  uguale  ad  r ,  la  corda  del- 
l' arco  da  trisegarsi  uguale  a  e  ;  e  ad  x  quella  della  terza  parte 
di  esso .  Ma  sebbene  quest'  analitico  sentiero  sia  più  breve  di 
ciascun  de'  precedenti  ;  pure  non  è  di  essi  più  elegante.  Impe- 
rocché taU  radici  geometriche  rìlevansi  fuori  dell'  arco  dato  ,  cioè 
colla  combinazione  di  due  altre  curve  coniche  •  £  dovrebbesi 
rigidamente  dimostrare ,  eh'  esse  sienó  applicabili  in  quel  cer- 
chio dato  •  Ma  dove  dovrebbe  cadere  la  radice  negativa  ?  (  Ve- 
di  il  §.  12S.  ). 

§.  ì6o.  E  per  dimostrare  a  priori  quella  verità  importan** 
te  del  §.  iSg.  convien  qui  stabilire  questo  principio  ddla  Tri- 
gonometria analitica ,  che  :  posta  la  circonferenza  del  raggio  i 
uguale  a  C  ^  e  dinotando  per  n  quaìunque  numero  inie^ 
ro  positivo ,  debba  9  +  nC  were  lo  stesso  seno  ,  e  coseno 
dell'  arco  (p .  Dunque  V  equazione  che  otterremo  per  ■  la  trisezio- 
ne dell*  arco  f ,  dovrà  darci  per  radice  non  solamente  sen.  "qT?  > 

ma  benanche  sen.  -5-  (  9  +  nC)  ,  cioè  infinite  altre  diverse  e- 
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spressioni ,  ie  quali  ridacònsi  a  quelle  tre  solamente  che  ho  pro- 
poste nella  fine  del  $•   i5a. 

$.  i6i.  Ed  ia  yapo-st  divida  nC  per  3,  e  si  chiami  mil 
quoziente.  Il  residuo  potrà  essei^e  o ,  i,  3.  E  perciò  V  espres- 
sione sen.  f—  +  — o- )  dovrà  degenerare  in  una  di  queste  tre 

sen.  (^ ^  +  mCj  sen.  ^y^  +  i»C+  ^\  ; 

-5-9  +mC+  -—-  j.  Ma  per  lo  principio   §.   160. 

E  così  pure 

Dunque  quest'  inficiti  seni  ricadono  ne'  tre  primi>  che  sono 
fe  necessarie  radici  dell'anzidetta  equazione. 
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j^icola  Pargola  nacque  In  Napoli  il  dì  39  ott.  1 7  (>3^ 
Sua  madre  fu  Candida  Starace  ,  e  suo  padre  Luca  eserci*- 
lava  la  professione  di  contabile  j  detta  più  specialmente 
presso  noi  di  razionale  y  né  da  altro  che  da  questa  ritrae-^ 
va  il  bisogno  di  sua  famiglia  ^  •  L'  amor  di  costui  verso 
un  tal  figlio  y  che  dalla  più  tenera  età  dimostrava  in^^no 
non  comune,  gli  fecero  fare  tutti  gli  sforzi  pei:  ben  istituir- 
lo ,  avendo  in  mira  di  avviarlo  per  T  avvocheria  ,  profes- 
sione nel  nostro  paese  ,  e  principalmente  a  quell'  epoca , 
dignitosa  ,  e  conducente  a  grandi  fortune  ,  ed  onori  •  E 
qual  padre  buono  può  mai  indirizzare  un  figlio  per  la 
carriera  sterile  delle  Matematiche  l 

Compiuto  ii  corso  di  letteratura  latina,  andò  da  se  me«> 
tlesimo  allo  studio  della  Filosofìa  nelle  ^cnole  deTP%  Do* 
menicani  in  S. Tommaso  di'  Aquino,  t>ve  s' imbattè  disgra^- 
eiatamente  ad  apprender  Geometrìa  da  chi  n'era  ignorante 
•affatto  ^  ond'€  che  dopo  poco  tempo  si  avvisò  prender  mi-» 
giior  direzione  rivolgendosi  all'  Università  degli  slud)   ^ 


t*ii»^  ■ 


"^  Le  poche  eo0c  clie  qiiì  recansi  del  Pergola  ,  delle  quali  non  siamo  sfati  noi 
lestimoni ,  sono  raccohe  dalla  itta  stessa  èocoa ,  «  ricalate  da  earte  outeniiclie^ 


IT  poche  notile 

elie  a  queir  epoca  grandenieiite  fioriva  ^  dove  ascoltò  le 
lezioni  de'  professori  Marcella  Cecere  ,  e  Giuseppe  Mar- 
zuccò  ,  presso  i  quali  cominciò  a  gustare  que'  primi  semi 
della  Geometria,  e  dell'Analisi  elementare,  clie  poi  dove- 
vano in  lui  abbondevolmeote  fruttificare,  ed  essere   di 
tanta  utilità  al  suo  paese  •   In  tal  tempo  vi  dettava  ezian- 
dio lezioni  di  pubblica  Economia ,  e  di  Commercia  il 
nostro  insigne  filosofo  Genovesi ,  ed  egli  andò  ad  ascoltar- 
lo ^  e  divenne  V  allievo  più  distinta  ,  ed  amicissimo  di  un 
tanto  maestro.  *•  Poco  dopo  passò  ad  apprender  Giurispru- 
denza y  e  tra  gli  altri  ebbe  a  maestro  il  celebre  Giuseppe 
Cirillo  5  e  profittò  anche  non  poco  in  questi  stud),  sebbe- 
ne infruttuosamente  ^  non  avendone  mai  fatto  in  seguito 
alcun  uso  • 

Restato  orfano  quando  '  più  bisogno  avea  di  ajuti  > 
per  proseguire  i  suoi  studj  ,  fu  obbligato  dalle  circostan^ 
2e  di  faf))iglia  a  rinunciare  alla  carriera  per  la  quale  era 
stato  avviato,  ed  abbracciar  Tesercizio  di  alcuni  degli  affa- 
ri del  padre  :  ed  ei  cominciò  pure  a  far  lezioni  particolari  ^ 
Mancante  di  libri  ,  e  privo  di  opportuni  consigli  , 
viescl  a  far  fronte  a  tutti  questi  ostacoli  col  suo  solo  genio  : 


="  Perchè  nulla  sia  io  questa  breve  narrazione  asserito  senza  prora,  Dotère- 
ino  a  questo  proposito ,  che  tra'  Mss.  giovanili  del  Pergola  si  trova  una  ri$po$ta 
ullf  obj%ziqni  puhblteate  da  alcuno  sulla  Teologia  iVo/tini/e  del  Genovesi  ;  e  che 
qualche  cosa  di  «uo  ]^ur  ag^up^e  agli  E{tm^fBAi  di  Fisica  da  costui  prodoUi. 
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ed  appena  potè  proccurarsi  la  Geometria  del  Cartesio , 
ed  i  Principi  Matematici  del  Newt^,  coimaciò  a  far  te^ 
soro  nella  sua  mente  di  qael  gran  Damerò  di  cooosceo^fe  9 
che  da  un'  alieqta  j  e  meditata  lettura  di  questi  due  clas- 
sici libri  si  può. trarre  •  L'  esercizio  delle  leeoni  gli  fec^ 
conoscere  il  marchese  Berio  ^  il  quale  gli  apri  un  graa 
mezzo  d'  istruzione  y  nella  magnifica  libreria  possedu- 
ta da  questa  famiglia  9  ed  ora  disgraziatamente  perda*- 
ta  per  nostro  paese  y  essendo  ^itota  y  per  vilissimo  prez- 
zo venduta  in  Inghilterra  ,  e  lasciata  inconsideratamente 
uscire  da  esso  la  sola  collezione^  che  vi  fosse  di  tutti  i  vo^ 
lumi  di  Atti  delle  più  colte  e  dotte  Accademie  di  Euro- 
pa "^^  A  ciò  si  accoppiò  anche  Y  amicizia  9  e  la  conformiti 
di  stodj  col  distinto  scienziato  Nicola  Pacifico ,  eh'  era 
in  istatò  di  fornirlo  di  buoni  libri  « 

Egli  già  aveva  cominciato  ad  avere  una.  scuola  priva- 
ta /nella,  quale  radunavasi  ristreito  numero  4i  allievi , 
ma  pieni  di  ottime  intenzioni  ,  cui  il  loro  maestro  ispira- 
va impegno  perla  scienza^  che  volevano  apprendere  ;  di- 
rigendoli pel  cammino  più  breve  ,  da'  primi  elementi  finp 
ad  una  compiuta  cc^oscenza  de'  m^etodi  :  ed  il  pubblico 

^  Tra  gii  imtichi  Mm.  à^\  Pergola  t'  ha  uo  cartolaro ,  ote  contengonsi  notei* 
ta  knMa  la  Memorie  matematìelìe  più  importanti  consegnate  negli  Atti  delle  prì»- 
e»pa)i  aaciidemte  ,  laToro  clie  ayera  eseguito  in  quei  la  biblioteca ,  e  del  quale 
YaloY&ai  air  oeaasione  di  qualche  aut  ricerca,  per  a onoicera  so  da  altri  base  atih 
ta  già  trattata ,  e  riaccntrvla. 
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dal  primo  moìneUto  gustò  i  fratti  di  sì  perfetto  e  ben 
condotto  insegnamento^.  Senza  alcuna  precedente  preVen^ 
Rione  sul  valore  de'  metodi ,  egli  da  se  stesso  si  mise  a  con- 
siderarli tutti  e  due  ,  e  conobbe  di  ciascuno  i  pregi  ,  ed 
i  mancamenti  ^  e  si  persuase  di  buon'  ora  della  neéessi-^ 
tà  in  cui  si  è  di  doverli ,  pel  buon  successo  nelF  invenzio* 
ne ,  coltivar  F  uno  e  T altro,  dando  a  proposito  a  ciascuno 
la  preferenza  j  e  lasciandoli  camminar  di  concerto  ove  bi- 
sogna, giovandosi  a  vicenda  «  Ed  a  questo  modo  educò  la 
sua  scuola  ,  e  potè  col  fatto  ,  anche  per  ciò  che  riguarda 
istituzione  della  gioventù  ,  valutare  il  vanta^io  che  si  ri* 
cava  da  sì  saggio  procedimento  • 

< 

Nella  circostanza  di  fondarsi  in  Napoli  una  nuova 
Accademia  ,  che  doveva  ripristinare  ,  e  sostenere  la  glo* 
ria  di  tante  antiche  già  estinte,  il  suo  collega  Pacifico  Io 
spinse  a  pul3b)icare  le  soluzioni  di  due  difficili  problemi , 
r  uno  per  :  Rintracciar  la  natura  di  quella  curs^a^  in  cui 
la  parte  di  ciascuna  tangente  interposta  tra  due  rette 


^  La  scuola  del  Pergola  non  oltrepassò  mai  i  30  allievi ,  eh'  egli  istituita  nel* 
le  Matematiche  pure  e  miste,  nel  breve  periodo  di  due  anni  ;  e  può  iicuramenta 
asserirsi ,  che  in  si  breve  tempo  ancor  quelli ,  che  non  erano  abili  alfinvenzio* 
ne  ,  lo  erano  ottimi  air  insegnamento  :  ed  ora  essi ,  .o  quelli  prodotti  in  seguito 
da  costoro ,  istituendo  col  metodo  stesso  del  loro  maestrb ,  costituiscono  la  più 
gran  parte  nelle  nostro  Accademie ,  nelF  Università  degl  Studj ,  o  in  altri  stabi- 
limenti pubblici  d*  istruzione,  e  ne'  corpi  (acoltativi  civili  e  militari  ;  e  taluni  so- 
nori anche  distinti  presso  Testerò  in  diversi  rincontrit 
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date  di  posizione ,  sia  uguale  al  raggio  del  cerchio  o- 
sculatore  di  una  tal  cur^a ,  nel  punto  del  contatto  ^  V  al- 
tro per  :  Determinare  in  una  data  parabola  uno  spazio 
datOy  per  mezzo  di  una  retta  che  passi  per  un  dato  pun- 
to. £  questo  sqq  primo  lavoro  geometrico-analitico  che 
U  dimostra  già  di  gran  valore ,  e  perizia  ne'  due  metodi  » . 
fu  da  lui  indiritto  allo  stesso  Pacifico,  nel!'  opuscolo  ioti-* 
tplato  :  Solutiones  nworum  quorundam  prohlematum 
geometriconim  y  che  uscì  da'  torchi  nel  1779.  Ascritto 
dopo  ciò  air  Accademia  napoletana  ^^  non  tralasciò  di  la^ 
vorare  ii^defessamente  per  la  medesima  ^  ond'  è  che  si  vi** 
dero  y  nel  solo  volume  che  fu  pubblicato  nel  1 788  ,  com-* 
parire  ti^  sue  dotte  Memorie^  Tuna  che  contiene  la  : 
Risoluzione  di  alcuni  dimoili  problemi  ottici:^  V  altra .: 
SuUa  vera  misura  delle  vohe  a  spira  9  soggetto  non  di 
sua  scelta ,  ma  propostogli  dall'  Accademia  ,  all'  opcasio* 
ne  di  essere  stato  da  essa  riputato  nn  lavoro  su  tale  ar- 
gomento  di  un  suo  socipcprfispondente  •  Nellai  terza  espo- 
ne  un  :  Nuoy^o  metodo  per  la  risoluzione  de  problemi  di 
sito  y  argomento  che  fece  poi  proseguire  dal.  Giordano  , 
sotto  la  sua  scorta  y  e  che  ripigliò .  egli  in  altra  Memo^ 
ria  nel   1 787  ,  inserita  nello  stesso  volume  •  Con  questo 
suo  metodo  rese  il  Pergola  sicura  la  strada  per  Io  sciogli-» 


^  Il  diploma  di  sua  ^oMm  a  socio  ordinario  porta  la  data  del  19.  marzo 
J779 ,  K^^nato  dal  preaid.  paiivciPE  di  Fràncatilìa  ,  e  dal  iegr.  SÀa(;ON«  • 


TI  poche  notìzie 

mento  di  tal  genere  dì  problemi  y  ò  alla  maniera  degli  an^ 
tichi ,  più  corrispondente  alla  natara  di  essi ,  o  ancor 
se  vogliansi  con  la  itiodema  analisi  trattare  ,  soddisfacen'^ 
do  in  gran  parte  ai  desideij  del  Leibnitz  ,  per  un' ana- 
lisi  de  siti ,  che  non  sensa  rincrescimento  T  Eulero  ,  e  1 
d'  Alembert  non  videro  promossa.  E  pare  con  tatto  ciò  ci 
non  menò  rumore  di  tal  suo  utile  ritrovamento  ,  e  lo  co* 
prì  di  queìla  modestia ,  cV  è  pròpria  di  cbi  sente  il  valo'- 
re  di  sue  forze.,  ed  i  mezzi  cbe  ha  di  fare  anche  altro  di 
meglio  \  e  non  come  quei  poveri  giriti  ,  a'  (]piali  ogni 
barlume  che  loro  si  mostra  ,  fa  credere  di  avere  sco- 
perto un  nuovo  móndo  «  Ma  ei  novi  ^atresfto&si  semplice* 
iiìeote  a  questi  lavori  per  V  Accademia  ^  «  molti  incari- 
chi sostenne  ,  che  ad  essa  piacque  afHdàrgli ,  da*  qua^ 
]}  si  trasse  sempre  c^n  grandissimo  onore  :  e  tra  gli  altri 
quello  assai  difficile  ed  onorifico  di  tensore  per  le  Mé^ 
morie  matematiche  ,  che  gli  venne  conferito  con  bigliet* 
to  ddl'  alldra  presidente  principe  di  Belmonte  ,  in  data 
dd  di  8  aprile  1783  ^  .  Segnò  anche  a  questo  proposito  ^ 
com'  è  principal  dovere  delle  accademie  ,  la  >ia  a'  nuovi 
progressi  delle  scienze  ;  e  non  tralasciò  egli  medesimo , 


*  Pettanto  è  da  osEervarsK  che  dopo  sette  anni  da  assidui  lavori  SMtfnofi  per 
r  Accademia  essendo  vacato  nella  sua  «lasse  ob  posto  di  accademico  pefutW«(^y 
f>cr  la  morte  del  Sabatelli ,  iti  conferito  non  a  lui  ,  na  ad  aKro  socio  che  dettt 
ìUtemaiiche  non  faceva  profesficne.  * 


\ 
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^po  averla  Inclioate,  Ji  peitHwróilain  gran  parto  .  Il  cli« 
So  <.li*«(J«li;i  s*tfm|ij-ec^i4is^j;uf.MUe  a  suoi  j>iiiici])j  hi  .liillu 
^a  sua  cHTiieia  « 

Questi 'Severi  AnJj  non  lo  Sevlarono  dalF  atlefidere 

<dlla  sua  scuola  privata. ,  -  ed  alia  cattedra  di  Mataoìaiiche 

sublimi  eiiiìste>  che  tiel  nov^tdd  1789  gli  venne  conferita 

nel  real<:oiwiltO'del  Sdlvaiorer  dopo  afterla  [ftr  ]^ià  «tempo 

^esercitala da  soBthiito ^ In^qaesta  occasione^  ad  uso de« 

.gli  allievi  di  tale  stabiliraefito  :,  pubblicò  ,  per  ordine  So* 

vpano,  ìeVnU^iumita^inbipj  Matematici  del  Newton.^ 

colla  quale  e»pem  non  '%oLb  s' impegnò  a  render  fadli^  é 

|>iane  le  verità  astruse  ^  difficili ,  e  profonde ,  die  T  im« 

«inorlal  JNiewton^aveva  ordinate  da  inventore-in  qpiel^uo  li- 

hvo }  ma  vi^aeeolse'QtiGhe^dag^i  Atti  delle  ;pnncipali  ao* 

^ademie  >di  Europa  9  ^^ dalle  ^opere  diritti  sublioài  ùM> 

«ca&ici  posteriori  al  lievi^ton,  i^uaiiCo  era^necessario  a  jaet* 

^eve^  giev^l  ra'iéttto  di  possedese  la  «oenza^,  «e  storiare 

il  distinlì^titoci  4^'e6sa^  4  qaaìi  dfie^;granii  ometti  «dee 

•prender  di  mira-^ogniiiuoxio  acritten  3i  lihii  ^Senettati .« 

^Esaurita  'iSmdal  1 800,  o  poco  depo^T-^dizione  éì  giMSt^ 

pregi&volissima, ^  jion woBe  piapermèRereche sii^i- 

AiipaMe^tenpando^sempoea  renderla  più  adatta  alio  sui- 

attoale^etla  scieosa^  e^iundla*4larle  nuova'  ferma  ^  la 

al  óosa  esegiRva  ^sdl  cono  4e^  anni  18180  1 8 1 9« 

'S  bisq^i^della  sua  scuola  «eflipre^ù  fi^wntata  da 
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ottimi  giovani  ^  il  determinaroDO  a  scrivere  gli  Elementi 
di  Geometria  sublime^  che  divise  in  dae  volami ,  nel* 
r  un  de'  quali  ,  a  replicate  istanze  d^li  allievi  stessi  pub^ 
blicato  nel  1 791  ,  per  cura  principalmente  del  Giannat^* 
Usio  ,  vi  si  comprendevano  le  Sezioni  Coniche  j  divise 
in  quattro  libri }  e  nell'altro  doveva  esservi  trattato  il 
difficile  argomento  delF  Invenzione  geometrica.  Ma  que^ 
sto  secondo  volume  non  vide  poi  la  pubblica  luce  ,  perchè 
ssan  mano  si  accrebbe  talmente  di  prezioso  materiale , 
ch'egli  pensò  trattarne  più  estesamente  in  un'  opera^  della 
quale  fu  dato  fuori  UP  i^giciiato  manifesta  nel  1809  ^ 
donde  snk  facile  racoorre  ^    dottrine  importanti ,    che 
si  doveiMino  comprendere  in  questo  trattato  ,  che  alcun 
de  moderni ,  non  aveva  immaginato  ^  e  molto  meno  osa- 
lo teqtare^^ 

Per  supplire  agli  altri  }>isQgni  d^la  niedesima  j  prin- 
cipalmente pel  corso  di  jtnalisi  sublime  9  ei  preparava 
i  suoi  Mss.  a'  quali  lavorava  indefessamente  ,  ora  meglio 
ordinando  le  materie  di  easa^  ora  risdifarando  molte  dot- 
trine ,  in  altri  autori  assai  difficili  ed  astruse  j  ed  ora  o 
rettificando  alcun  metodo  ^  o  risolvendo  in  nuova  forma 
sempre  più  elegante  qbalche  problema  9  é  dimostrando 
con  più  rigore  e  faciltà  de'  teoremi  .  Ed  egli  pet  un 
saggio  di  questi  suoi  lavori  permise  9  che  si  pubbUcas^ 
^ì;o  y  in  nudi  Raccolta  di  Opuscoli  intitolaci  ^^  ^^^ 
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seaola  y  k  ricerciie  da  lui  faite  inlorno  le  funzioni  frai^ 
tt  yt^l  rhcl^imeMo  loro  in  frazioni  parziali ,  del  quale 
fifgcNiìeiito  r  Eulero  6i  era  più  volle  occupato  ^  ma  che 
dal  Pergola  pvè  éirsi  ridotto  a  quella  perfezione  elemen- 
tare  che  taaco  desideraviai  .  £  per  la  stessa  ragione,  nou 
«enea  r€^icate  apime  ,  s'  kidusse  iuialinenté  ad  eftrar^ 
re  da  que'  Mss.  le  diaostranoai  de'  crebri  teoremi  del 
€otQ8 ,  e  dd  Ifoivre,  per  presentarle)  per  mes7x>  del  prof. 
Flauti ,  ali!  Accademia  deHe  adeofle  di  Napoli ,  nel  vo- 
lume L  de'  cui  Atti  veggoosi  ora  pubblicate  • 

Ma  q«a«i  a  mostrar  aen^pre  la  varietà  del  suo  ioge* 
gno  ,  e  de'  saoi  stud) ,  egli  a  queste  raaraorie  di  Analisi 
pura  9  cAe  diede  air  Accademia  ^  volle  acco{^iafe  l' al- 
tra sul  dSfScile^  ed  impoitante^argomenlo  del  iVofrJe- 
ma  inverso  dette  forze  ^centraii  pér^  orkite  m^ebricAt. 
11  metodo  ^lie  vi  acbpera  è  nuovo  ,  scevro  da  que'  di- 
fetti clpe  rawisansi  nelle  solueìom  di  altri  alliisiri  mec- 
cannù  nodenà ,  mm  esdaù  T  Evlero  >  «d  M  Lagr&nge , 
cbe  se  n*  erano  occupatu  . 

Fin  dal  1 8oo  la  sua  sdute  non  perméttendogli  le  as^ 
sidoè  cure  deDo  stadio  privato  y  molto  più  dopo  esse- 
re strato  promosso  alla  cattedra  di  Analisi  moderna  nella 
il  .Università  deg^  studi  ^^  egli  i^oUe  -die  se  ne  occiqpttssero  i 

7  II  Fcrsria  wDiBcid  le  lae  ieiioiii  nett'  Uoifersttà  à^  ttinQ  ae'prini 
fi^mi  M  jnaassk)  di  fiMiC*tBO0  ,  e  >k  protesili  fino  «laetteiabre,aeltaaliBeiS 


già  suoi  allievi  Giaanattask)  e  Flbtiti^  che  S  temieiro  $eiiH 
preiQ  nome  dcj  Pergola^  per  ouUa  dipartendoci  dai  suo 
metodo  d' insegnameiito  .  £  nirando  h  Coltivare  nella^ 
gioventù  oapoìL9laoa  la  eooosoéossa  de  iaetod^  y.  ed  adir- 
le disc^rnere  e  :valatare  X  energjk  dì^ci^tt  nelle,  rice^* 
che  geontàetriali*!  Adof^raodixy i;  la  modero»  analisi,»  wmr 
po9e  j(|a«^  dolti&iiloo  Iraittato  dblle  SeAwii  :  CQ^ic^e  or^ 
Tfalitipf^e: r  eb§  lì^  M^  pw  a^zi :4e(U  jmdiiailittv^  pul)- 
bliciito  p«l  1.81.4  "^  «9  vqI.  fbf$^  ^.«  deip^/.^ìiattrQ:  aoni 
seguito  dair  aitco  à^^  Luoghi  geometrisi  ;     • 

Fm  %xiì  si.  è  giialche  «osa  acf^enaata  de^  proli»adi  sta- 
di. i9MAei«^^4elireiig9}a^  m^  HQO  lH90gQ«  trak^iar  di 
*99tti;e  «Vf^r  «^  4eUa  s«a,:|^ìsm;  giaveKtà(  co^yati  con 
^Qi<De9^<}uelU  dilettQratpi^^i^iazì^y»^^  e  te 

9cieuze.  fìiosoj&pbe ,  a'  .q[ua|i  severi  stu,d|  acicctppià  la  mwi-> 

« 

ca  9  9  la  scherma  y  c]b,e  .s^kvsi  cli^jcoari^  ^Ifi  furti  napoleta^^ 

a  

to  da  vero  spirito  di  lodevole  patriottiaipo  •  J^ett^  età  poi 
9>Qggiore  volle  istruirsi  anelli  iieUa  lingua  ebraica  ;  e  tra' 
suoi  Mas.  si  tr9vaipt)r  c^i^lla  i|i  una  gjraiQaiil^  4^  I9Ì  com-^ 


'  >   :i 


«»deadoti  fuése^  ìe  noaze  antaaMì;  agii  ri^tew  m^Wffméi  ditVIiuArtiaU  4}^ 
licYì  in  propria  cas^^ ,  per  compier  lere  3  corso  deV  ilrft  i  hiCHiUu^^^  ed  eaeici^ 
tarli  Delia  solazi</ae  de'proUenii;  e  prima ate^ giè ad et«i tpM^tt  ristora 


iff  Nlcòìà  Pergòìa.  xr 


|K>9Cà  à  ftb»^  ésétdtiib  )hitàlé>?fl!biiià;  ^  paterni  yioro  cliè 
aesono  dotti^  scritta  con  httem  metodo  e  chiarezza. 

Diiki'  sue  virlè  moMli-  è  ^  nnitlie  pàflame  v  èlteiH 
do  esse  pubbliche  •  ed  a  tutti  note  •  Religione  s^nta'e  pa-« 
ra  9  quaL  st.  conyjieiie  ^a ,  pi^^tto .  ci^istiano  |  dopde  ^  carità 
vera  verso  ì  sttoi 'Simili  ^  à^<^a^eÌ5ÌpMstata'seM)u«  di 
buon  garbo  9  e  con  I  esempio.^  e,  col  consiglio.;^  e  con 
qne^ pochi. mfizzi  di.  soe^^orso  >i.che  la  am  ^somm.. foctv^M 


fatti  nA  i7<)A  c^iMoah^  a  aoatenerJa.cattedpatdi  fMepcanl*<' 
ca  tt€flh  B*:  Accademia  milit^fre ,  si  n^'  assoltiìàttietttè , 
contento  del  tenue  sololo  di  au^.^^p^al,  npese^^  .^Qe  ^jj^f^ea 
dal  comvittijf^  ^éi  Sahatùre-^  ;  e  «el  %Sùù  y^MWMiiiMNiine 

^  B*  degoa  di  èsser  conosciuta  la  rìnunsua  ch^'egB  scristò  io  (al  ciroostariza  r 
8.  R.  M.  ~.Si'^nof««  —  ÀTcodomi  T.M.»  coti  dispaccio  de'lt  a'piifté'<5<#Ì^t» 
anno,  ^nti^v^ta  là/cattedra'di  ]Ìteccaiiica  oel  ^Cofle^io  ttUÌlàre  defla  Nunziatella, 
una  Tita  Vimembranza  ÀèOa  T,  B/ Muhi^Gcénià  liéif  attdyè''AÌV  rict^^^ 
mente  ,.di  lieta  ^fatitudio^  mi  si  itempra  il  coore«  Ond'io  di  buoh  ]^(}5"ìA!'a)[^- 
cingerei  a  disimpégnarla  secpiEido  là  mia  pos^'»  se  ^tÌ»ttrSCTti^%eàl) '/cui  mi 
ritroTo  addetto  ^  e  fé  mie  forze  ,'  che  son  presso  a  fangati^e  /toòn'ìnèl  tieta^ró  • 
Su  di  che  eccone  un  brieve  dettaglia  délFe  pr{iicipaU  ragiòhi,  '  '^'^  '*'  ^''   '""  -*^' 


jnpiegaDdovi  ogiii mattina  <Ìue'ore'.  e  tàWoìtia  piii  tèmpo  .'ni  ^quìiiita** medésima 
Wivmita  ^  puranche  bibìi^ecario  i'&^e  deÌÌé'Mhd;fiihéi'è'l»^^rÌò Vco- 
«ne  con  dirersi  dispacci  mi  ha  V.M«  decorato  «  Stcclfi  Y'é  «ssohltaifieofo  Ibipo^ 
kita ,  eh  io  la  mattina  mi  tnslati  dal  Contitto  del  Sahratore  nd  tontanismiò'GoK 


X»  pochi  tuttizle 

spres^  del  Re>  datogU.a  y^i^e.dal  mÌDJ^o  HigUoi-ìm^ , 


.    >  . 


l^llMttare .per qàyi taltfUtéiéai alln ore «d.ktniiia  loBa Iktcanica  1 
giijvanetU ..      ,      ,  :   .     ,    . 

Di  più  le  Prelezioni  bu  i  principi  matematici  del  cay.  Newton ,  di'  io  com« 
po0ì  per  Vòstra  Sovrana  determinazione  eomoiiicatami  dal'Brigidìere  Scalcati,  e 
cbe  0»  ativBno  sMo  a*  torcili  »  e  )a  ótitiBpLUpiie  degli  ^eiBenti  4  Geooi^trp  m- 
hìune,  della  quale,  n'  è  escito  alla  luce  il  primo  tolume,  non  mi  permettono  in  Te- 
run  modo,  eh'  io  mi  carichi  d' altra  fatiga  ancorché  lieve.  Oltre^a  che  con  accet- 
tài<tiuefllaealledte'<eMi  necessariamente  a  manoar' «dola  promessa,  endenki 
aan  legato  in.  un  ^oofratto  di  ^ssociaziaiie  cop  tanli  letterati  di  EiuNip^^  di  d^.lo- 
ro  f  vokimi  delle  divisate  Prelezioni;  e  passando  per  un*  impostore  o  per  un  pcr^ 
fido,  non  solo  me ,'  ma*  le  mie  cariche  sfregerei  •  E  pòi  le  ihassikiie  di  onore  ,  cbe 
faroao  i  primi  stami  dt  litla  educazione»  nott  mi  pérmetloao,  ch'k>  Eicciadiid  le- 
2iom  in  due  fluidissimi  CoDeg)  rattoppate ,  sicché  i  miei  allievi ,  al  risentirna  il 
danna  di  tale,i0tituzioiiet  apprenderebbero,  dal  mio  esempio  esser  lecito  sagrìficar 
la  salute ,  la  verità,  e  r  odóre  agrinterésii  personali. 
..  JlmlMiito una  dalie  poderose  tagkmi  j  di». pur  m'ind»^  a.ricUMf  qa^tl^ 
Cattedra ,  é  la  cofrfa  de'  mali  fisici ,  cbe  io  trassi  dalla  continua  meditazkme ,  e 
L' unanime  Consilio  de' medici ,  ch'io  m' astenga  da  ulteriori  btighe  ,  se  ^on  v<^ 
glia  iipprudentemeiite  spingermi  alla  tomba* 

S  queste*  Signore  »  son  le  cagioni,  che  mal  mio  grado  astringomni  a  rinun* 
ciajr  la  cattedta  H  Meccanica  dolla  Nunziatella,  onde  ia  Vostra  Real  Munificenza 
mi  ha  .onoralo  • 

s  Vacata  Dftlta  B,U.  Uefjà  stuc|ì  la  cattedra  di  Ànatiti,  per  la  morte  del  Mar- 
zucco.»  furono  le  mire  del  gpvero  rivolte  subite  al  Pergola  :  ma  conoscendosi  la 
sua  ritrosia  ad  accettare  pubblici  impili ,  prima  di  nominarlo  fii  chiamate  dal 
eappe^^no  n)agg^ore  Gervasip ,  a  Ài  di  persuaderlo  ^d  accettare  •  Rìiiscito  inu^ 
tUe  <pi€i^t<f /  prfayio  ^^^}\yo  »  j)  pigiamo  direttapientij  il  segretario  di  Stato  Mi- 
i;lijQrini;  il  qiple  fj^opo  aver  inyanq  durata  fatica  ^  farlo  condiscendere  ;  final* 
m^ntq.,cfimhlatO  il  tupno .amichevole  ii^  quello  di  0)in|s|ro  del  Be  ,  gl'intimo  nel 
cos^i  liomo.di,  asf(4ut99>)0l^(e  accettare  :  dop^  ayò  ^U  venne  spedito  il  Disputa 


4       1  .      '    .      <        .     .  ,    »      ■     I 


\ 

\ 


•^ 


di  Nicola  FergoJa.  xm 

kkon  avrebbe  accettai  la  cattedra  neiV  Università  degli 
studj ,  quantunque  allora  uè  men  avesse  più  quella  del 
convitto  suddetto,  perchè  abolito  j  e  che  non  gli  fosse  re*» 
stato  alcun  soldo  .  Beli"  ambizione  glien*  era  ignoto  anche 
il  nome  ;  se  pur  non  si  vuole  ,  con  quella  bassa  e  viziosa | 
che  ammorba  il  pia  degli  notaini ,  confondere  Y  altra  , 
ch^  è  sublime  virtù  de*  dotti ,  di  distinguersi  co'  loro  utili 
lavcK*i  y  co*  prodotti  del  loro  ingegno  ,  e  col  numero  di  di<« 
stinti  allievi  •  Sobrio  nel  vìvere  e  nel  vestire  j  sobriissimo 
nel  poco  vitto  di  cui  appena  sostentava  le  forze  fisiche  9 
e  rendevate  atte  à  tollerare  lunga  applicazione  mientale  9 
egli  non  aveva  che  pochissimi  bisogni  ,  e  per  se  solo  , 
jnon  avendo  ne  pur  per  on^ra  inai  pensato  ^  o  avuto  il 
tempo  di  occuparsi ,  riconcentrato  com*  era  sempre  ne* 
suoi  studj  I  a  costituir  famiglia  9  ne  alcuna  aderenza  es* 

« 

sendogli  rimasta  per  quella  de'  suoi  maggiori ,  E  questa 
circostanza  »  accresceva  la  stia  indipendehsà  è  fortificava 
11  suo  disinteresse  :  ed  è  memoranda  là' risposta  che  die- 
de al  cappellano  maggiore  GerVasiò  ,  ìf'quale  àlF  occa- 
sione  aihdurltì  ad  accettar  la  éaìtedra  testé  accennata  di- 
(^eragli ,  ch^  il  soldo  dleséa'tl  «àrebbemàn'ii^àiDÒJàttmed- 
lato  fino  à  diic^Soó  — ^  Iffonsìgnòrè^'à  ni6  hàitdk  poche 
grana  pel  vitto  gùo^hàUeró  ,  Felièe  cof oi ,  cai  «vendo  la 
Provvidenaa  concesito  T 'esifer  sólo  y  ^  state'  abbastanza 
«aggio  a  non  disprezzar  questo  bene.  Né  prò  pose  mai  im- 


\ 


xxr  poche  nctfzìe 

pegno  I  né  ebfce  xasa  cura,  di  ^^i  ascrivere  a  qiialsisia 
A<ca(kmia  5,  plic  anzi  ricusava  cjè  tulle  le  volte  cLj  ali  si 
j)ropor>eva  :  e  cosi  cQnvalidava  col  suo  cSv*jnpij  (jaL^slo 
<aD5ÌglK?cJ^'^gli  ispirava  *^«^^  , 

:  La  s^ver^^  we^ilMione,  «  lame  gravi  fatìclic:  ali  aver- 
vati  resa  ^^  ^o  K^a  sna  .yirilrtè^  :la  ;vjta  <5grft,  e  languente  5^^ 
ed  i  suol  mali,  «he. a vevan  fissato  la  base^  W  ciei:vi|  seuif^fe 
più  <aH59cendQ  |  iion  ostante  il  parcp  vitto ,  e  fi'»gale  ,  ed 
i  rkiradi  .<2ie  txMSOinpasfienite  ^operava  y  T  obbligarono  > 
come procedoaftencnenl^  è^^  detta,  «  sospendere  Teserei^ 
«io  de&a  cavtedra^  per  liurarsi  a  vivere  sìeir  .amena  coUina 
di  CapodiQtiQin^,  a  rei^iraryi  aria  più,  lamica  ^'  suoi  iDervi% 
Ma  oel  ,1 8o(> ,  rifon^^ta  l' Università  disili  ^%idj ,  e  confe^- 
ritaa  j(u|h  ^j^^ka]  di  .A^lisi  subliioe  ,  dalle  gentili  ina-- 
niepe  x^sate^i^l  ipinistrodefi'  IiAerao  Mliotyil  ^usde  ave-- 
va  jfjsii  Fei^la-ijiiel  rispetto  ^  che  ixieritava  «n  nono  deK 
ì^  c<>6^l^^  .y  iXKQrale  f  «  sapere  >.  ra wiyossi  in  essa 
il  de;sjdecÌQ ,  jQp^»ai  $peQU>>  <^  reodersi  utile  alla^ioven- 
tu  natiDletaiià*.  .«r torpò  a  Tilpiglimr X ,  eaercìssi^  delle  le^ioni^ 
JNe  itìteirpj^p^^^a  v<4t9,ìl  ?è»rsp ,  perj.acpessìone  di  ma- 
^^mrmWr^  >  «  .^J^ ,  »«>^?i»<^^  «<i  acconsenti- 
fj?  *  fW:^.^%  H  .'?>'  >  l"?.  occa^ioiie  di  altra  rifor- 


«K  Nicola  Pergola.  rt 

hlimc  '*  :  ed  in  questa  circostanza  fo  anche  nominato  de^ 
cane  ddla  Facoltà  di  scienèe  fisiche  ^^^  e  matematiche  • 
Ma  non  potò  egli  mandare  sì  ottima  sna  intensione  ad 
effetto  ;  giacché  gli  sforzi  che  faceva  p^r  rendersi  utile  al^ 
la  gioventù  istrnendola  y  -venivano  a  doppio  contrariati 
-da'  Qiali  che  Y  affliggevano  ^  ond'  .è  che  ottenne  di  ritirar^ 
^i  >dair  eaercieìo  della  cjattieidDa'  ^  eoa  onori  j  soldo^^  &^^ 
do  di  professore  y  con  insinuazione  solanieote  di  perfezio* 
nar  nelle  Matematiche  q[ualche  allievo  in  sua  casa  y  al  che 
adempiva  con  una  scrupolosità ^  e  diligenza  grandissioda  "« 


'» 


'^  n  Flauti  precessore  ueU'  UoiTereità  degQ  stilili  &>  ^  1^^  vi  sUva  at* 
lualmente  iosegoaiido  V  àmImì  tkmtmlare^ 

'*  (Jm  tal  sofvaat  riartinioiie  ^ fame eoaiimìeata da)  rettore  Caiugme in 
^ata'dd  ai  4k.  i81i  )  e  la  psi  «mfemata^ea  decreto  Reale  del  ^giug.  1S1| 
«e*  segueoCk  tenmiii  ; 

«  CottsìderaBdo  che  il  frotmmt^àèùà»  d^la.  ooatra  VniTersjMi  degli  stn4 
»  )9iGDla  Ber^  ha  ^r  b  tpaiio  ifi  notti  aDOi  •oataantaiielhi  Umvqi^iti  «ede^ 

#  sona  la  cattedra  di  Matematica  SMeKca ,  «a»  uà  pio&ito  ,ecm^D^  bina 
»  conispowieDte  idle  sue  preCsDde  «isgpiaioai* 

» OsDsidiraiide elM  il  maéwiiiìa  perla  iaaetè.,  tm  1*  àOxMn &  9M» 
)»  hite  ìD  «ù  ò  cadute  ve  per  kf  laaia  eieraWo  4flif  «^rìca»,  Ji,^>i;e9o  meiir 
•)»  tevDle  di  un  onorerole  riposo  ;  tua  ehe  ?i  ò  tuttavlti  mia  pisxte  dJACf^pazÌQQe^ 
4»  «eDa  qiirie  l'esperìeDia  ^  la  matarilà  delle  eeepiiiifliii  poss^wi  midore  utile  il 

•  dlluiiaÉerteiilo, 

»  Goasideraiido  che  glieoori  dati  al  aiento^nelle  addìtfb^  lìirppsfaoite sop^ 
Un  debito  fenduto  alla  gioititi^»  ed  usa  spesauM  «opuip^  a  tllt(a.  ì«wi  «be  jb^ 
»  eovrouolé  medesima  «amaca  «  '  .   , 

«  Vistoli  rappariodel  iiòsk»MiuiAfO  «sfffaleBi^r  Akbismo  do^retatf 
»«4fer^ì«)Qia  quanto  faglia;  ,      j.    . 


I 


*^  poche  notizie 

Tra  i  XQoIussiml  incarichi,  che  a  diverse  epoche  y  a 
eoaiinciàr  dalla  sua  prima  gioventù  gli  furono  addossati, 
di  alcun  de'  quali  abbiamo  già  per  ìocideoza  &tto  para- 
la ,  ci  limiteremo  qui  a  dir  alcun'  altra  poca  cosa  di  quel- 
li ,  che  per  av^re  avuto  risnl^an^oto  permanente  ,  ci  sem- 
hsano  degni  di  particolare  considerazione  ''.Nel  t  SòS^  trai* 
tandosi  deila  fondanone  de'  coUegj  del  Begno  ,  e  delF  orr 
dipamento  dell'  istruzione  per  essi,  fu  chiamato  a  far  parr 


»  AfiicL  È  accordato  il  ró>oso  al  professore  dell^  Uoirersttà  d^U 
^  Ificola  Pergola  ,  col  soldo  e  gratificazioni  sui  dritti  di  Laurea  ,  che  gli  sono 
^  attrìlwiti  come  professore  t  e  come  decaqo  della  puiversità  medesima  ,  cogli 

>  onori  e  colla  qualità  di  professore  decano  • 

^Hte.  //.  Eserciterà  nel  suo  stii&  privato  gli  studiosi  delle  Scienze  M<f 
»  tematiche  neU'  Analisi  degli  antichi  geometri  »  e  renderà  utile  le  sue  profonde 
»  cogmzioni ,  cosi  per  regolare  il  sistema  d*  insegnamento  nell'Università  per  la 

>  classe  delle  Scienze  Matematiche  e  fisiche,  come  in  ognt  altro  moAo»  che  crtt 
^  derà  conyefiieliite  il  npstfo  ministro  delf  Ibteraò  •  st^ 

'  *  E  da  notarsi,  che  non  ostante  \  estrema  renitenza  del  Fesgcria  in  accettale 
qualunque  incarico  ;  pure  ne*  diversi  governi  sotto  i  quali  visse  ,  sempre  nel  pron 
prie  paese  »  fu  con  grandissima  premura  chiamato  a  parte  di  ipialunqne  eonuniip 
9|one  si  creasse  per  riforme  di  stabilimenti  dlstroaione,  o  per  esanu  :  e  saremmo 
di  troppa  nojà  se  qui  voiessimo  una  per  ima- indicar  tali  cose,  e  supèrfluo  il  ooc»- 
pnrvar  con  documenti  cid  che  a  tutti  è  noto .  E  ben  di  ragione  era  che  si  desid»- 
rassc  ih  simili  circostanze  l'opera  di  un  uomo  di  tanta  morale ,  e. di  tanto  sape^ 
re.  Si  trovano  tra  le  sue  carte  rimaste  parecchie  lettore  dìnformi  segreti  dima»' 
dategli  sui  conto  di  taluni  nostri  professori  ;  ed  egli  qomportossi  mal  ^mpre  in 
essi  con  qut^la  imparzialità  e  con  qoe'  riguardi ,  che  si  convoiiva  :  ed  ancor 
quando  si  vedeva  da  necessità  costretto  a  non  jesser  ikv4>re vele  \  ciò  tsoeva  eoa 
tal  garbo  e  maniera ,  ijie  il  oostd  deòeio ,  anzlcdiè  leso ,  ne  rimaneva  awantag- 
p|«te  •  L9  stesso  per  te  opere  delle  quali  venne  intenpguto  del  >uo  gitidisio.^4Ci 


ài  Ifieoia  Pèrgola, 


lenì 


le  ài  Olia  coiìiroisslone  di  ciò  incaricata  ^  ed  ^li  si  prestò 
Tolentieri  a  que^'  incarico  ^  che  giudicò  di  molta  utìlilà 
pel  suo  paese  •  Fu  allora  y  che  mirando  allo  stato  de'  li'>- 
bri  elementari  di  Matemalfrchey  cìi*  erano  per  le*  mani  del^ 
la  gioventù  ,  espose  il  bisogno  di  un  buon  Carso  per  tali 
scienze^  indicando  il  proféFlami  come  persona  atta  ad  oc^ 
cuparsene.  In  seguilo  b^i  due  volte  acconaentì  ad  entrare  a 
parte  in  regolar  gli  afiati  di  pabMìca  ìstra2Ìone  del  Re*** 
gno  y  noi)  ostante  1  gravi  indòmodi  di  sua  salute  ;  ma  ac« 
cortosi  che  ia  sua  opera  non  sarete  riescila  di  alcun 
vantaggiò  9  se  ne  ritirò  ben  presto  •  Fii  sempre  pronto  à 
pressarsi  al  Governo  y  o  anche  à' particolari^  la<raove  ven^ 
ne  Hcbiesto  del  suo  parìere  sul  sistema  di  educazione  s^cien* 
tifica  di  pubblici ,  o  privati  stabiìimenti  ^  >e  sul  meritò 
delle  persone  da  addirsi  alF  istruzione.  E  con  quanta  re^ 
lìgione  si  asi  condotto  in  tali  commrsàioni  ricevute  ^  noni! 

-è  necessario  obesi  dica  y  essendo  a  tutti  nòtissimo  ;  cer- 

•    •  •       • 

cando  sempre  "occasion  t3i  giovare ,  ib  fu^endo  ài  tx)'n* 
trario  y  ove  non  poteva  far  meglio  y  quelle  n^e  quali 
trattavasi  di  nuocere.  Vjon  tutto  ciò  né  pure  riesci  ad  evi- 
lare  qualche  inquietudine  e  dispiacere  immoralmente  caw 
^tonatogli  da  taluno  y  sol  percbè  non  si  fidò  proporlo  ^et* 
4'  insegnamento  della  gioventù  :  ed  il  fatto  comprovò  iù 
appresso  y  eh'  egli  non  si  era  ingannato. 

AUa  stessa  e^oca  ]K)c'  ann  detta ,  fa  chiamato  a  di** 
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rlgere  gli  studj  di  Marina  ^  e  vi  si  negò  :  lo  stesso  fece  nel 
1 809  per  quelli  deUe  scuole  Militari^  ove  con  ampie  pro-^ 
messe  fu  di  nuovo  invitalo^  ed  .9dche  co^  operò  per  lat 
seconda  voha  coir  Accademia  di  Marina  nel  1 H 1 7 ,  allora 
che  fii  questa  ridqtta  al  maggior  grado  di  splendore  y  di 
cui  era  suscetlivo  uno  stabiL'metito  di  speciale  istrnzion» 
come  quelloi^Di  qu^^ti  due  ultimi  invici  gjG»)erp$ifi$ii|ii>  ed 
assai  dignitosi  pel.  jPergoU ,  gliene  fa  apportatore  il  prof<» 
Flauti,  cb'^bhegrappartftjiQ^taUdi^^riibrnìe.  Nel  1808, 
in  occasione  di  fondatasi  in  Napoli  una  Società  Reale  ,  di^ 
stinta  in  ire  Accademie  >  fu  ch|an>atQ  a  far  parte  di  uni^ 
commissione  pel  regolamento  di  ^sa  j.  e  per  la  siccità  de^ 
membri  ^be  dovevfuio  comporta  y  e  tutto  corrispose  alla 
dignità  del  corpo  ,  ^  a  quella  de'  proponenti.  Iq  qnesta 
(circostanza  venne  nominato  cavaliere  9,  la  qual  distinzione 
da  altri  tanto  brapiatai  egli»  con  esentpia  unico  tra^noi^.  sqr 
TpUe  accettare  affatto  \  iqiitaqdo  in  ciò  £au*e  V  illustie  Eur 
lero,  cbQ  rifiutò  i  più  grandi  titoli  di  ooore  cb^  i|  f^ves^ 
no  R^usao  voleva  conferirgli  '^,  lion  potè  pevò^  co?  T  assi-* 
duità  cbe  avrebbe  voluto  intervenire  atUe  tor«9te  deir  Act 
cademifi ,  a  cagione  del  sup  stato  di  saiutiOi  ^  deli^  lon^A- 
navsa  di  sua  abitazione  y  dovendo  come,  si  A  dello  ,  per-^ 
Tàànen^temente  vivere  sulla  collina  di  Capodimo^te  y  e  per 
X  ora  in  cui  tenevansi  tali  tornate;  uQn  ^rop«ia  per  lui  • 
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L' Accademia  intanto  penetrata  da  tnUe  queste  ragioni  ^  e 
da  grandissimo  rispetto  pel  Pergola  ^  lo  ebbe  sempre  co^ 
me  presente  alle  sessioni ,  pel  gettone  che  davasi  ai  socj 
intervenuti  ^  e  si  valse  del  suo.  consiglio  in  tutti  gli  affag- 
li più  difficili  •  La  sua  estrema  delicatezea  però  non  gli 
permise  prendere  tali  gettoni  »  che  quando  ebbe  conse- 
gnate all'  Accademia  quelle  Memorie  cbe  di  sopra  è  stato 
detto  »  Ed  a  tal  proposito  convien  osservare  ,  che  oltre  le 
tre  su  m^tovate  Memorie  egli  diede  pure  all'  Accade'^ 
mia  quella  delie  Tauom^  e  X  akra  in  cui  deduceva  ìm^ 
mediatamente  dal  teorema  Tolemaico  ^  i  teoremi  delle 
sezioni  angolari  del  Vieta  e  del  Wallis  ^  e  le  principali 
forroole  della  moderna  Trigonometria  analitica  «  Né  que^ 
éto  gran  rispetto  che  uà  corpo  de'  più  distinti  4otti  nazio^ 
nali  ebbe  pel  Pergola  ^  cessò  con  là  costui  morte  ;  Ae  an- 
si si  accrebbe  non  poco  :  in  fatti  appena  questa  avvenne  , 
indirizzò  V  Accademia  alministro  delk  B«alC!aisa  »  da  cui 
.dipendeva  >  un  |^muraso  «ficio  >  perchè  i   Msa^  del 
Pergola  fossero  per  essa  acquistati^  promettendosene  lango 
compenso  alle  eredi  ;  masi  nobile  offerta  >  che  die  ile  fosse 
4td(a  ipa^Qe:,.  venne,  inconsideratamedte  da  queste  rad- 
uta ^  seQxa  jyalatare  qua!  deooro.aacebbe  risultato  anche 
al  Pergola  ^  per  vedersi  i  suoi  Mss.  pubblicati  dalla  no* 
stra  Accadeaift  >  ad  esempio  di  ciò  die  aveva  avuto  luogo 
per  r  Sùlero  tòn  quella  di  Pietroburgo  .  ' 
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Nel  i8i4  partendoilaNapoUuo  personaggio dbtln* 
to  pel  grado  che  teneva  »  e  per  merito  scientifico*^,  e  gran« 
de  apprezzalore  del  Pergola  ,  quantunque  noi  conoscesse 
personalmente  ^  X  onorò  prima  di  una  visita  da  incogni* 
to  forestiero  ,  ed  ibdi  gli  diresse  ,  nd  momento  stesso  di 
partire  compitissima  lettera  col  dono  di  duc.8oO|  invitaa-t 
dolo  a  stampare  il  Cono  di  Analisi  subL'me  ì  ma  il  Fergo^ 
la  j  non  sentendosi  atto  ad  adempiervi ,  pel  suo  stato  di 
salute  9  né  V4)lendo  postergare  altri  obblighi ,  ricasò  gen-i 
tilmeote  un  tal  dono  y  che  il  donatore  <ioq  pero  riprese  , 
serbandolo  ad  altro  simile  uso  • 

Tapte  grai4  fatiche  fnrono  dal  Pergola  sostenute  in 
inezzo  ad  una  perpetua  affezione  di  nervi,  <rhe ,  come  si  è 
pia  volte  detto  ,  lo  tormentava  da  gran  tèmpo  .  Ma  uà 
nuovo  accidente  s^^a^nnsead  accrescerla,  ^  preparar^ 
gli  vn'  infelice  e  doloroso  fine  •  Una  poderosa  corrente  e-* 
lettrica  entrata  nella  stanca  ov'  egli  era,  pel  tnb^  del  cam-r 
mino  decanto  al  quale  rìirovavasi  ,  òùpo  a v^iio  inveii-! 
to  ,  e  lasciato  come'  $to<dito  ,  divisasi  ia  due  ,  V  una-  si 
fece  strada  di  fooi'i  traversando  un  mmro  di  tale  stallìa,  V 
*  altra  p^ftssajidó' nella  vicinia 'andò  ^a  fracassar*!  'vetri  det- 
»la  fifieeCrà  i  Da  quttito  a weni Aleuto  «sailévbavùnli  i  suoi 
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mali  >  e  k  tua  vacillante  saluta  cominciò  a  maggiormente 
decadere  ^  sarebbe  stato  questo  il  moinento  da  sottoporlo 
ad  una  cura  ;  ma  disgraziatamente  da  alcuna  delle  pcrv 
sone  che  gli  eran  intorno*  non  vi  si  pensò  ^  la  memoria 
cominciò  a  grandemente  indebolirsi  >  di  tal  che  spesso  av- 
vertivasi  che  in  mezzo  al  discorso  dimenticava  quello  di 
cui  stava  dicendo  »  o  il  nome  di  qualche  autore  che  gli 
fosse  anche  molto  familiare.  Ciò  produsse,  che  crescendo 
poco  a  poco  la  malattia  ^  fosse  egli  sorpi^eso  da  leggiero 
colpo  di  apoplessia  nel  di  3  del  mese  dì  febbrajo  i8ai  , 
dietro  il  quale  manifestossi  ancora  una  certa  durezza 
ne'  movimenti  degli  arti  y  ed  nna  mancanza  della  spe-^ 
ditezza  che  aveva  avuta  pei*  T innanzi  in  articolar  le  pa- 
role •  In  tal  circostanza  ^  non  ostante  i  consigli  di  ottimi 
medici  e  degli  amici ,  seguendo  i  quali  ^  certamente  che  il 
Pergola  si  sarebbe  alquanto  ripigliato  in  salute  ,  fu  allon* 
tanato  ogni  attivò  rimedio  ,  e  continuò  egli  a  vivere  ine*- 
nando  la  solita  vita  ^  anzi  men  cautamente  riguardando- 
la ^  e  però  nella  sera  del  2^  ottobre  i8i3  ,  fd  sorpreso 
da  altro  insulto  apoplettico  ,  che  ti  privò  totalmente  del 
lato  sinistrò  ,  e  della  loqueUi .  I  principali'  medid  ,  e  chi- 
rurgi della  capitale  fecero  tiitt*  1  lóro  sforzi ,  per  cònser^ 
yargli  un' ombra  di  vita  j  e  ciò  sarebbe  riescite  loro  ,  se 
almen  questa  volta  fossero  stati  Secondati  *•  Ma  tutti  ab- 
itiamo segnata  nel  libro  fatale  V  ultima  serà^  e  per  Fèrgok 
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questa  era  giunta.  I  medici  non  forona intesi  y  ed  i  nme^ 
dj  non  praticati  a  proposito  y  e  qnanti  se  ne  doveyano  ^ 
end'  è  che  sempre  più  peggiorando  il  male  ^  fini  la  vita  9 
in  mezzo  a  patimenti  estremi ,  tollerati  con  una  rassegna*- 
zione  da  vero  Cristiano ,  e  più  anpora  da  uomo  di  Dio  9 
il  dì  !ii  giugno  1824 9  e  fa  sepolto  con  commovente  pom- 
pa funebre  ,  alla  quale  intervennero ,  con  carattere  di 
verp  dolore ,  come  a  sì  grave  perdita  conveniva ,  mol- 
ti  professori  pubblici  e  privati  ,  e  studenti  in  gran  nu- 
mero .  I  PP.  Teatini  ofiriron  luogo  di  pace  alle  ossa  di 
un  tanto  uomo  nella  loro  Chiesa  di  S.  Paolo  ,  ove  gli 
furono  anche  celebrati  il  di  seguente  piissimi  funerali  y 
non  senza  lagrime  di  tutti  coloro  che  vi  assistettero  ,  i 
quali  y  avendo  conosciute  le  grandi  virtù  che  lo  ador- 
narono  in  vita  ^  ne  deploravano  la  grave  perdita  ,  che 
in  tal  circostanza  pur  non  sembrava  sì  grande  quanto 
il  tratto  successivo  l' ha  fatta  conoscere  :  e  la  Reale  Acca- 
demia  delle  scienze  volle  ancor  essa  onorarne  la  me- 
moria  con  un  elogio  storico  ,  che  dal  suo  segretario  ag- 
gipnto  per  le  Matematiche  prof.  Flauti  fu  letto  ^  in  una 
.pubblica  adunanza  tenuta  a  quest*  oggetto  ,  alla  quale  y 
.essqqdp  gU  animi    ancpra  commossi  dalla  perdita  di   si 

•  •  ♦  *         , 

grande,  ^otno  ,  molti  feoe  ' concorrere'  ^ad  ascoltar  le  lodi 
.  dovizie  alla  rara  sua  dottrinai  ed  .Alle  ^^raiidi  virtù  morali 
;^he  lo  adornarono,*  . 
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Non  avendo  e^  mai  peraiisfiso  U  vita,  che  solamen* 
te  gli  si  parlasse  di  Atrio  Fitratre  ìa  piltuifa  o  in  disino  ^ 
e  la  sua  lunga  e  ptMea  naalattia  avendolo  interamente 
cambiato  nella  fisonomia  ^  dia  non  iarlo  pia  ravvisare , 
ci  abbiamo  presa  tutta  la  cura  di  &rne  eseguire  un  ritrat*» 
tino  in  disegno  da  diligente  artista  ^  che  il  conosceva  . 

Lasciava  morendo  gran  numero  di  Mss.  ,  come  si 
è  détto  \  e  questi',  pel  sistema  eh'  egli  teneva  di  non 
condannarne  alcuno  quando  il  rifaceva  ,  anzi  di  conser- 
varlo unito  al  nuovo  ,  per  valersi  di  quello  ove  non  isti* 
inava  a  proposito  modificare,  di  non  apporvi  paginazione^ 
e  talvolta  ne  tampoco  il  numero  de'  capitoli ,  delle  prò* 
posizioni,  e  de'  paragrafi,  eran  già  tali  da  non  poterli  ben 
diac^nere,  sceverare,  ed  ordin^ire  eh'  egli  solamente  •  Ma 
la  sua  lunga  malattia  finì  con  gettarli  nella  più  gran  con- 
fusione ,  essendo  rimasti  abbandonati  all'  arbitrio  di  ui^ 
facchino,  e  della  costui  moglie,  che  servivanlo,  i  quali  ne 
fecero  il  più  tristo  governo  che  si  possa  mai  immaginare  , 
e  furono  ancor  cagione  che  non  pochi  pezzi  se  ne  disper*^ 
dessero.  Allorché  X  Accademia  s' impegna  ad  acquistar- 
li ,  avendo  destinati  tre  suoi  socj  ,  per  esanjiii^s^rli  ^  e  dar- 
fliene  conto^  liirattf)  essi  da  costoro  surrettiziamente  affa* 
sciati  sotto  gli  acdu  di  tre  pinaaocbere  ,  alle  ^uali  si  era 
fatto  credere ,  ché^olor^o  i  quali  slprendevai^o  tacita  pena 
ili  separadi,  poteMecQ  «  colj^  d('  occhio  rubarne  da  entro 
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le  cose  che  vi  si  contenevano^  di  tal  che  appena  era  a  que« 
sti  permesso  di  poter  porre  insieme  i  fogli ,  che  in  qualche 
modo  pareva  appartenersi  ad  una  stessa  materia  ,  servibili 
o  inservibili  che  fossero  .  Non  pertanto  giunsero  a  sal-^ 
Tare  gelosamente  qualunque  minima  cartuccia  vi  fosse  ^ 
ed  il  Flauti  9  che  fu  Y  un  di  essi,  rese  poi  conto  all'  Acca-f 
demia  di  tutta  una  tale  operazione ,  e  del  risultamene 
to  delia  medesima  )  ed  indi  ne  informo  anche  il  pubblico^ 
con  le  Memorie  storiche  sul  proposito  .  Posteriormente 
essendo  riescilo  il  Flauti  a  far  \  acquisto  di  tali  Mss. ,  pre« 
st^rvandoli  da  una  totale  perdita  ^  è  finora  a  gran  fatica 
appena  appena  pervenuto  a  separarne  tutto  quello  che  era 
già  antico  o  rifatto  ,  o  anche  pubblicato  ,  riducendo  per 
tal  modo  a  due  soli  i  Mss»  incompiuti  di  Analisi  ele^ 
meritare  e  sublime  ^  ed  a  due  quelli  dell'  jirte  d  In^ 
ventare  \  da'  quali  spera  di  poter  venire  finalmente  a  ca^^ 
pò  di  rilevarne  i  buoni  a  stampare  ,  per  tali  due  imporr» 
tanti  opere  ^  e  necessarie  a  compiere  il  Corso  di  Materna''' 
fiche  da  lui  tante  volte  promesso  ,  supplendovi  sempre  le 
mancanze  che  vi  si  troveranno  ^  le  citazioni ,  le  note  y  e 
talvolta  anche  gli  esempj  »    ^ 

Gli  altri  Mss.  più  distinti ,  e  da  farne  uso  ,  so^ 
no  :  1 .  Diottrica  analitica  —  a  *  Ricerche  geometriche 
sulla  ijuantità  della"  luce  e  del  calore  ^  cheun  ciascun 
fjorno  penetrano  i  nostri  cdfjtu  pe'  loro  vani-^  3.  A- 
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cerche  su  i  vulcani  ^  e  qaelle  suUe  concussioni  deri\^anti 
da  tremuoti^i^.  alcuni  capitoli  della  Meccanica  aiialiti-f 
ca  di  cai  sopra  si  è  detto  ,  de'  quali  gli  altri  ohe  dovevan 
compiere  V  intero  trattato  cui  il  Pergola  lavorava ,  si  so-» 
no  malaugurosamente  dispersi  ~  5.  Teorica  de  Miraco^ 
li  y  con  metodo  dimostrati\H> ,  Si  potrà  inoltre  alcun . al-* 
tra  cosa  raccogliere  da'  fogli  volanti ,  e  da  due  libri  lega*» 
ti ,  ne'  quali  egli  soleva  scrivere  e  notare  ciò  che  ritraeva 
dalle  sne  giornaliere  meditazioni ,  e  che  servivagli  come 
di  selva  pe'suoi  lavori ,  o  per  esercizio  de'  suoi  allievi  *^j 
E  di  tutto  questo  prezioso  materiale  il  prof.  Flauti  si  pro^ 


*'  In  dorso  di  mio  de*  cartolari  eflistaoli  della  Gramatica  ebrakra  ,  di  cui  a 
Bìaìo  gii  detto  a  pag.  xxTiu. ,  li  trota  4»  Sfratterò  del  Pergola  notato  ; 
1.  Di9B.  Ebraica 
%  Rispoata  ad  un  ateo 
3.  Piano  dell'  Accademia  Napokiana 
k.  So  I  FBoaofi  Greci 

5.  Sulla  Spira  Mondana 

6.  Sulla  luce  che  ne  illustra  le  noatre  stame 

7.  Macchina  elettrica  di  Naime 
Che  sono  tanti  suoi  layori ,  de*  qufli 

Del  1^  non  V  ha  vestigio 

Bel  V.  e  del  ^.  nulla 

Del  V^.  n  semplice  art.  di  Talete ,  e  éùù  pare  di  s«e  aaratte- 
re  ;  ed  un  $o|o  foglietto  riguardante  Socrate  * 

Del  5^.  nulla 

Il  <P*.  e  7®.  vi  seno 
Esiston  pure  alcuni  squard  di  un  trattatiao  di  ireMlsINira  miliUtn ,  «ha 
f%x  ordina  detti  a'  suoi  alUeyi  nel  1797. 
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pone  di  ùdnae  conreoevcì  «so  y  ripar teodola  in  memorie  i 
da  presentarle  aUa  nòstra  R.  A.  delle  Scienze  •  E  tutti  gì  i 
altri  Ms8.  p&i  di  sqptra  indicati  j  che  avran  s^npre  qna]-^ 
che  prf^io  ,  come  autografi  del  Pergola  ,  e  che  pobranno 
servire  a  mostrare  qnal  lavoro  e  fatica  abbia  costui  dura-- 
ta^^per  istruire  la  gioventù  napoletana^  in  tempo  ch«  ogni 
altro  mezzo  d'istituzioni  mancava  ;  e  da'qnali  si  potrà 
sempre  trarre  qualdse  vantaggio  di  varianti,  confrontan- 
doli eon  quelli  che  ne  verranno  a  suo  tempo  puli^licati  f 
egli  cercherà  collocarli  opportunamente  ndle  nostre  pub^ 
blicKe  biblioteche  ^  perchè,  sia  lecito  ad  ognuno  farne 
riscontro  • 


llTll 


AVVERTIMENTO. 


Xroviuidojiìi  di^pnroente  occupato  al  programma  di  Ire  qUistioiii 
g«amotricbe ,  da  lue  proposto  fia  dail  q>rìl«  del  passato  anno  1839  > 
€  coQtemporaneameDte  ad  ammanDÌre ,  ordinare  »  e  compiere  0  male- 
rude  per  più  Yohunì  degli  Opuscoli  Matematici,  onde  non  abbia  ra- 
gione il  pubblico  di  ascrivere  a  mia  colpa  U  Tedermi  inoperoso  nel- 
la nostra  Accademia  di  Scienze  :  e  dovendo  por  attendere  alla  mia 
Ciifmctria  di  Sito ,  per  prepararne  la  tersa  edixione  »  con  giunte  coih 
siderevoli  ,  essendosene  da  gran  lempo  esaurita,  la  seconda  ,  ed  al 
tol.  II.  del  Cono  di  Analiii  algebrica  plii  volte  promesso  »  oltre 
le  mie  occupazioni  scientifiche  d'  impiego  ,  non  posso  sicuramente  a- 
doperarmi  con  quell'  aaaiduità  e  diligenza  ,  che  t  importanza  del  sog- 
getto richiederebbe  ,  a  perfezionare  il  lav<m>  difficile  de'  MSS.  del  Per- 
gola .  da  me  Bolo ,  senza  affatto  altrui  ajuto  ,  già  condotto  a  medio* 
ere  stato.  Me  crederei  meritarmi  taccia  di  oscitante  ,  pel  bene  pub- 
blico »  e  pel  decoro  nazionale  ,  o  di  poco  rispelioso  della  memoria 
che  sempre  fresca  conservo  del  mio  ottimo  maestre  ,  se  finora  non 
sia  riescito  per  essi  a  far  di  più,  dopo  averli  preservati  da  una  to- 
tale perdita  con  mio  denaro  ,  e  ridotti  a  stato  trattabile  ,  come  da  pa- 
gina xxui.  a  XXV.  delle  poche  notizie  intomo  (U  Pergola  »  che  qui  in- 
nanzi leggonsi ,  ho  già  indicato  .  E  poi  non  debbo  tacere  ,  che  mi 
spaventa  anche  non  poco  la  grave  spesa  della  stampa  »  che  sarei  si- 
curo di  né  men  ritrarre  ,  non  essendo  nuovo  nel  mio  paese  a  simili 
congiunture  . 

Hi  sono  veduto  stretto  a  tal  dichiarazione  col  pubblico ,  per  sod^ 
disfare  Y  importuna  curiosità  di  qualche  ozioso  giornalista ,  il  quale  » 
come  al  solito  di  chi  può  dire  tutto  quello  che  vuole  ,  avventurò  » 
che  di  tali  MSS.  non  si  conosceva  più  né  meno  l' esistenza  •  Essi  esi- 
stono in  mie  mani ,  come  tante  volte  ne  ho  avvertito  il  pubblico  »  fino 
ad  annojarlo  ^  e  sono  già  ridotti ,  come  ho  pur  detto,  t  condizione  asw 
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migliore  dt  come  gli  ricetei  ;  mt  ancori  mollo  ti  bisogna  per  poterli 
pubblicare  .  Del  rimanente  io  non  ho  cercato  far  altro  acquistandoli  , 
che  preseryarli  da  una  perdita  assolata  ,  e  non  già  farli  miei  ,  né 
mi  nego  ad  esser  largo  della  fatica  già  sostenuta  ,  con  chi  Tolessd 
prendersi  il  grave  incarico  di  pubblicarli  ;  né  tampoco  di  essergli  col- 
laboratore ,  sia  per  dirigere  il  lavoro  ,  sia  per  entrare  a  Arittura  a 
parte  di  esso  ,  e  senza  volerne  alcum  merito  ,  porche  sia-  sgravata 
per  ora  da  tutto  addossarmelo ,  e  dà  ^soffrirne  la  q>esa  . 

Debbo  in  ultimo  avvertire  ,  che  di  tali  HSS.  già  quello ,  che  tt- 
nevasi  dal  Pergola  legato  in  un  voi.  in  fol.  fin  dal  1790  per  uso  di 
sua  scuola  ,  ove  V  intera  Conso  di  AnatUi  algèbrita ,  e  V  Arie  allora 
da  lui  detta  Euri$t%aa  contenevansi  ,  è  stato  da  me  consegnato  alla 
Biblioteca  della  R.  U.  degliì  Sti^dy  ;  e  che  r  altro  della  Teorica  é£  If  t- 
racdi ,  l*  è  stato  pure  ,  dopo  ^averlo  pubblicato  ,  insieme  ad  ogni  mi- 
nima cartsL  relativa  a  tale  argomento  »  passato  alla  B.  R.  Boibonlca  » 
collegato  ad  un  esemplare  in  carta  velina  dell*  opera  stampata  ,  adem^ 
piendo  a  quando  feci  promettere  dalV  editore  ,  nei  mamissto  ,  che  ne 
(u  dato  fuora  ,  e  poi  di  puovo  in  fine  della  prefazione  aU'  opera  stessa  , 
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NOTE 


AL  TRATTATO  ANALITICO  DELL£  CURVE  CONICHE. 


Al  $.  8.  PBBfAt. 

JLi  autore  volenda  ,  Della  brete  e  detta  prefatione  al  suo  trattato,  indicar 
i  motivi  che  l' iodussero  a  pabblicarle  ,  censiderazione  noD  osiosa  al  pre^ 
sente  ,  che  tanti  libri  inutilmente  produconsl ,  principalmente  in  fatto  d*  i- 
AitusiknJI  ,  8i  è  trovato  nella  necessità  di  far  paragone  con  quelle  dì  moder^ 
niBSima  Geometria  analitica  »  notando  in  queste  la  mancanta  di  parecchie 
affezioni  principali  delle  curve  coniche  »  e  l'improprietà  di  doversene  at- 
tre  ripetere  dall'  analisi  degl'  infiniti  ;  e  1*  una  e  Y  altra  cosa  attribuendo  al 
metodo  adoperatovi  •  Or  per  la  prima  di  tali  cose  »  sebbene  basterebbe  a 
confermare  la  di  lui  opinione  il  non  esserviai  supplito  nel  non  breve  Inter- 
vaUo  di  cinque  lustri,  da  che  la  prima  volta  egli  pubblicò  il  presente  tratta- 
lo. Mi  qua!  tempo  ogni  sforzo  si  è  fatto ,  e  non  soperfluo  tortamente,  per 
perfezionare  il  metodo  delle  coordinate  ;  pure  non  istimiamo  fuor  di  proposi^ 
to  addurre  in  comprova  T  autorità  dell^illustre  Eulero ,  41  quale  introduce»- 
doii  a  trattare  delle  prc^rietà  delle  linee  dì  scemai  ordine  cosi  dice  :  Quo-- 
niam  uro  iiloe  proprittate$  omfMi  non  tx  ur^  principio  derivari  poaunt  >, 
ud  alia»  Oiquatio'patefeeit,^  aliai  generatio  9X  Seetione  Coni  >  alié»  deni^uo 
'€lii  d9icrihendi  modi  ,  hi€  fanoni»  Mi  próprietate$  intatigalbimui  ,  qna$ 
^aejftfolto  soia  «me  aliii  nibiidiis  iuppeUtat .  £  sta  però  bene,  ed  era  neees»> 
9arìo  »  che  il  Pergola  volendo  ,  in  un  trattato  analitico  delle  corvè  coniche, 
«unire  oen  nesso  Euclideo  il  maggior  numero  delle  proprietà  di  esse ,  ai 
metodo  geemetrico-oialitico  si  appigliasse  J 

Circa|MM  il  secondo  oggetto,  sebbene  si  possano  le  quadrature,  le 
aettificazioni ,  le  curvature  ec.  deUe  curve  coniche  dall'  analisi  infinitesi^ 
anale  con  laciltà  ,  e  comodità  di  caleofe  derivare  ;  pure  ripeteremo  con 
i'  autore ,  che  #  afgomento  mM3herd)be  il  rigore ,  la  fiecìsiem ,  e  la 
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chiareiza  geometrica  •  ed  alF  analisi  infiniteainale  ob  mezzo  onde  stabiUre  1» 
aiia  geouinità,  ed  esattezza.Ghe  più ,  o  qaeste  ricerche  ai  doyranno  omette->^ 
re  nelle  istituzioni  di  Geometrìa  sulle  eunre  ooniche»  c(Hne  più  comunemen* 
t9  costumasi ,  e  maneheroli  rf sulterebbero  •  essendo  quelle  uno  de*  prin- 
cipali oggetti  cui  r  istituzione  rimira  nel  ricercarne  le  proprietà  ;  o  pure  dal* 
l^analisi  degl'  inBniti  ripetendole ,  s*  ispirerebiw  nelF  animo  de'  giovaid  il  falso, 
concetto,  che  T  analisi  de*  finiti  non  valesse  ad  ottenerle.  Ed  a  maggiormen^ 
te  compioTare»  che  ciò  che  possasi  con  quetf  analisi  ottenere  non  deb  basi 
air  altra  rimettere ,  addurremo  un  altro  luogo  dello  stesso  Eulero,  al  pro- 
posito del  modp  di  a98e^ar  la  tangente  per  le  curve  di  terz*  ordine ,  ove 
djce  :  Wide  qd  traetum  tineae  eurtae  cognoscendum  in  Hngulii  punctii  posi^ 
tionem  iangentii  definire  opùriet ,  id  quod  facile  fU  methodo  Me  tradita  (  cioè 
*con  r  apalisi  de*  finiti  );  neque  enim  tdla  offenditur  diffteuttoi  »  dummodo  ut- 
fwjAxQ  prò  c^rva  pmpotita  fuerit  raiionalii  atque  a  fractionibui  libera  .  A4 
falem  auiem  formam  aequatioijM  am^ee  eemper  reduci  jpoMiml .  Sin  auterrj^ 
^eqwUio  fuerit  irraiio9Mli$  tei  fraetionibui  implicata  ,  neque  eam  ad  /oc- 
mam  rationalem  tf  integram  r^uc^  vofiaverii  ,  tum  eadem  quidem  melho' 
dus ,  ai  cuffi  moderatian^  quadam  ,  adhiberi  poieil ,  quap  ip$a  modemftV 
Calculom  diflereotialem  produxit  ;  quavn  cb  reni  methodum  ifiveniendi  tanr 
%ente8  ,  $i  aequatio  prò  curta  propoeita  non  fumi  rationalie  et  inlegra  ^ 
incalculumdifferentialem  resetroòmui  •  E  questa  conchiusione  dimostra, 
che  tal  sommo  an^ista  non  istimò  nò  conveniente  nò  esatto  il  riservar  pel 
calcolo  differenziale  ancor  que*  ca<i,  ne'  quali  poteva  riescirsi  con  V  analisi 
de'  finiti .  (  Vegg.  anelie  le  Produiioni  relative  al  programma  di  tre  ouistici^ 
pi  geometJiche ,  parte  /.  Indice  critico  n.  vii  e  xLvi }  • 
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n  metodo  diretto ,  e  geometrico  ,  per  la  generi  delle  curve  coniche  ,  è 
senza  dubbio  quello  per  sezione  »  adottato  però  dagK  antichi,  e  dal  gran 
geometra  Apollonio  ridotto  alla  sua  perfezione  ;  poiché  in  esso  non  richien 
desi,  che  un  cono  ,  ed  un  piano  che^  il  seghi  «n  dato  modo  ,  dal  che  imr 
mantinente  deducesi  il  perimetro  intero  della  curva,  indefinito  se  tal  sia  ,  « 
^  fQnnt  do'  rami  «noi  »  fenza  che  abbìsosoi  qoonere  a^ altra  ricerca.  Un 
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.  laf  metodo  però  •  per  la  ena  stessa  pmltà  geomelrica ,  mal  si  pre* 
#U ,  quando  le  proprietà  di  quelle  eurre  rogUansi  algebricameote  rilera- 
re  ;  ed  io  tal  caso  il  più  finitiiDO  al  primo  ò  senza  dubbio  queUo  di  assegnar* 
M  di  esse  una  proprietà  caratteristica  ,  rappresentaUle  in  figura ,  trasmu- 
tarla nella  corrispondeote  algebrica  equazione  ,  e  da  questa  poi  con  anal^* 
4ici  maneggi  le  altre  proprietà  geometriche  di  esse ,  o  le  algebriche  espree« 
sioni  dì  talune  aflezioni  km>  derivarne  •  Senza  la  rappresentazione  deh  seg- 
•  getto  in  ^ura  anche  idealmente  ,  le  considerazioni  geometriche ,  che  sa 
ne  v<^ion  poi  deriTaro ,  saranno  sempre  tanti  paradossi  ;  e  talune  di  esse 
^Yiandi>  dal  rigore  »  ed  esattezza  geometrica ,  s' inTestiianno  della  natura 
.che  da  aritmetiche  operazioni  è  loro  conkunlcata. 

Or  tra  le  proprietà  principali  da  assumersi  per  la  rappresentazione  geo» 
metrica  delle  curro  conicba  in  un  piano  •  quella  che  più  regolare  si  presen- 
ta è  la  descrizione  di  esse  per  moto  <wganico  ;  poichò  cosi  la  cunra  si  Tede 
alla  sua  legge  di  continuità  assogg0tiita ,  e  non  già  risultare  da  una  serie  di 
punti  segnati  nel  piano  rispetto  ad  un  asse  fisso  ,  che  più  ad  artistici  usi  » 
che  gepm^strici  si  cooviene.Nò  questa  descrizione  organica  detrae  affatto  al- 
la generafità  del  subietto,  o  assoggetta  le  aonsideravioni  ddle  proprietà  di  e»- 
so  ad  un  principio  meccanico  ;  poiché  quella  dee  astrattamente  e  general- 
mente oottsidesarsì»  e  solo  per  gli  usi  rappresentarsi  sulla  carta^  o  su  di  un 
piano  limitato;  Un'  idea  di  ciò,  già  coloro,  phe  sulle  curro  oomebe  passano 
ad  istruirsi,  V  aYOrano  dal  cerchio,  che  sebbene  nella  Geometria  elementi^ 
•re  sia  cenriderato  nascere  dal  rirolgimento  in  un  piano  di  una  retta  intomo 
fd  un  suo  estnemo  fisso,  pure  questo  eoncetto  ideale,  cheEuclide  stabillc<^ 
me  y)Slolato ,  non  esige,  che  il  compasso»  e  la  mano  del  geometra  vi  siado» 
pri«  se  non  per  segnare  in  figura  i  casi  particolari  ;  etutte  le  propria  che 
Ti  sono  poi  dimostrate ,  sempre  al  soggetto  generale,  ed  astratto  si-corrir 
spendono  ,  Ecco  perphè  il  Pergola i  seguendo  il  de  l'Hopital,  e  tanti 
altri  somini  geometri  moderni ,  a  qudls  genesi  delle  curve  coniche  ,  più 
che  a  quahinque  altra  considerazione,  specialmeute   si  attenne. 

Ma  ohe  dfirem  «fi  coloro  tra'  modernissimi ,  che  al  metodo  ipyerso  , 
e  puramente  analitico  sono  ricorsi ,  esibendo  un'equazione  compiuta  di 
second'  ordine  tra  due  indeterminate  ,  e  da  questa  deritandone,  per  di- 
f  j^nse  principali  p^Nlì^aj^iopi ,  1^  particolari  alle  tre  cuore  coniche  ,  e 
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poi  di  eiM  1^  Wff&àtàk  pvoptklàdi  qoetta  t  Noi  non  taeceremo  eerto- 
niente  iK  errore  questa  BMnieni  da  Uno  mata ,  pìA  propria  atf  eepe- 
aizione  defluogM  geoaMtiki  per  le  eurve  di  eecood^  ordine  ,  cioè  quan- 
do ayntaei  eemBcensa  diretta  dell' eiisteBia  di  qoesle ,  e  detf  eqoaiione 
diversamente  inedificata,  coi  inducono  la  proprietà  di  ease  ,  ai  TogKa , 
al  contrario  »  ottenuta  quella  litonare  dia  corra  coi  corriiponde  ;  nò 
gli  rivolgeremo  contro  dò  che  abbiamo  già  recato  nelT  antepreoeden- 
te  nota  •  Solameate  dimanderemo  loro  »  ae  di  buona  lede  ai  fiderebbe- 
ro cominciar  r  insegnamento  della  Geometrìa  elementare  a'  giovanetti 
dal  presentar  ad  eisi  r  cqoauoiie  y  4"  ^  "f"  ^  =  <*  9  9  pcv*^der  loro ,  che 
questa  rappresenti  una  retta  :  e  senza  tanto  discorrerla  su  di  ciò  basta 
ootajTé  ,  che  nel  caso  lo  più  semplice  ,  ed  intuitivo ,  qodlo  cioè  della 
retta  parallela  all'  asse  delle  ir  »  una  tale  equazione  ricade  neU*  ageome- 
trica noaione  dell*  equidistanza  ,  per  istsbitire  il  parallelisme  .  E  ciò 
solo  è  sufficiente  a  far  conoscere  ,  che  per  questo  via  non  potreb- 
be procedersi  nella  Geometria  elcmentore  ,  per  jstabilire  le  proprie* 
ti  della  retto ,  che  dovrebbero  esser  le  prime  a  farsi  conoscere  ,  per 
4la  esse  passarsi  alle  considerazioni  delle  figure  •  E  colenda  tratto- 
re l'equazione  generale  aDa  retta  ,  non  può  farsi  a  meno  delle  con- 
aiderazioni  deUa  somi^iaoza  de*  triangoli ,  e  però  on  argomento  più  e« 
lementore  si  Tede  da  un  altro  »  che  da  esso  dovrebbe  derivare ,  neeea» 
aariamente  dipeodere  •  E  ciò  basti  a  Careonosoere ,  che  nel  trattar  la 
Geometria  elementore  »  non  ai  potrete  procedere  con  metodo  prel* 
tamente  analitico  »  e  che  di  necessità  debbanai  alcune  consideraziooi  sulla 
linea  retto  ad  altre  sulle  figure  posporre  :  e  queste  senza  poterle  né  meno 
ordinare  in  modo  »  che  quelle  totte  che  risguavdano  on  soggnUepiù  sem- 
plice sieoo  premesse  aOe  altre  relative  a  più  oemposlo  :  ondT  è  che  né  menò 
il  metodo  ramistico  alla  trattazione  delle  teoriche  di  Geometria  elemento- 
re  sia  proprio  ,  come  fl  IMto  ha  pur  da  gsan  tempo  dimostrato  • 

Ciò  premesso  ,  né  tampoco  couTerri  intraprendere  la  trattozione  dsl* 
le  curve  coniche  dallo  stabilimento  dell'  equazione  generale  di  aeeondo 
grado  a  due  indeterminato  ;  poiché  sebbene  il  giovine  sia  già  introdotto  nel- 
le considerazioni  algebrico-geometriche  ,  e  che  abbia  veduto  potersi  da 
on'  equazione  di  primo  grado  a  due  indetominale  passare  alla  geemetrtoa 
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m^r^tfenUttee'  di  oat  linei  retta»  ed  ottenenie  ancora  per  aiezzo  di  quella 
le  varie  affesioni  di  queala  riapekla  ad  uu*  altra  :  più  tuttaTia  l' è  un  passo 
ancor  più  difficile  a  dare  Tallro  di  persuaderla ,  che  eiiandio  un*  equazio- 
ne del  secondo  grado  a  due  indeterminate  posaa  trasmutarsi  in  una  linea  ' 
curva»  e  cfce  una  tale  equanone  diversamente  modificata  rappresenti  anzi  di- 
verse linee  curve ,  di  cui  non  arriverà  nò  meno  a  concepir  da  principio  la 
forma  di  ciascuna,  che  rileverà  appena  ,  o  piuttosto  concepirà  facendogliela 
rilevare,  dopo  che  gran  numero  delle  proprietà  di  case  avrà  percorso  .  Che 
si  giudichi  senaa  prevenziope  se  questo  metodo  sia  più  naturale  ,  e  da  pre* 
forirsi  all'  altro  dì  partire  dalla  rappresentazione  delle  curve  coniche  , 
per  istabilinie  Y  equazione  ,  e  da  essa  derivane  algebricamente  le  al« 
tre  proprietà  delie  jmedesime  •  E  da'sifiatta  omogeneità  del  metodo  al  sog« 
getto  cui  si  adatta  dee  ripetersi ,  che  un  maggior  numero  di  affezioni  di 
esse  curve  possansene  eoo  tal  metodo ,  e  più  Isicilmente  derivare  :  ri* 
serbando  però  V  altro  metodo  del  regresso  dall'  equazione  alle  curve,  che  , 
com'  è  chiaro  ,'e  l' abbiam  già  detto«  è  inverso  del  primo ,  a  stabilire  il 
modo  onde  nella  soluzione  de'  problemi  si  possano  costruire  i  corrispon* 
denti  Juoghi  geometrici  di  essi* 

Atutf  il  nostro  precedente  discorlo  si  opporrà  subito  da^i  analisti  puri, 
ohe  quel  metodo  diretto  non  sia  adoperabile  per  le  curve  aì^irkhé  in  gene* 
rale  ,  e  che  a  cominciar  da  quelle  del  terz*  ordine  bisogni  necessariamente 
partire  dalla  loro  equazione  ;  poichò  nulla  di  esse  già  geometricamente  si 
Qonosce  »  B  se  ò  ciò  precisamente  die  costituisce  quella  necessità ,  se 
ne  vorrà  però  dedurre  u|ia  regola  generale  anche  per  dove  si  possa  fare 
attrùnenti  ?  Le  consideraaioai  genenli  sulle  Unee  ,'non  sono  elementari  ;  e 
quando  già  su  buoQe  basi,  geometriche  la  parte  elementare  di  esse  sicsi 
bene  stabilita ,  e  die  il  giovine  abbia  ,  per  le  equazioni  a  due  indetermi- 
nate di  primo ,  e  secondo  grado  conosciuta ,  e  sia  stato  avvezzato  alla  cor- 
rispondenza  tra  equazioae  e  rappresentazione  in  figura  ,  sviluppi  di  quel- 
la e  proprietà  di  questa  ,  non  gli  sarà  più  diffidle  ,  né  sembreragli  un 
paradosso  \  ammetter  le  cose  stesse  in  tutto  H  cammino  successivo  ;  e 
dando  un  paaso  più  oltre  ammetterà  •  senza  trovarvi  alcun  ostacolo ,  la  cor- 
rispondenza tra  le  equazioni  a  tre  indeterminate,  e  le  superficie  curve  cor- 
rispondenti •  Anoge  a  ciò ,  che  nelle  curve  tratetnitnti ,  cosi  dette , 
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non  pocsa  niti  direttamente  partirsi  dalF  equanmie  a  eiàMUoa  di  esie  t 
ma  bisogni  premettervi  una  principale  proprietà  loro  ,  che  ne  contenga 
la  descrizione ,  e  le  mostri  in  figura  :  il  che  sempre  piò  comprova  essef 
questo  li  vero  metodo,  e  Io  più  naturale,  per  introdursi  alla  trattazione  del« 
le  curve  •  Seguiamo  nell*  istruir  lo  spirito  del  giovine  in  una  scienza  di  rn 
gore,  e  di  metodo  l'andamento  regolare  dello  sviluppo  deHe sue  tacoltir 
intellettuali ,  non  V  obblighiamo  ad  acquetarsi  ove  non  deve  ,  ed  a  fard 
delle  arbitrarie  concessioni ,  e  la  strada  dell*  invenzione  gli  sarà  subilo 
aperta ,  come  l' esperienza  di  seccrii  ha  confermato.  Procedendo  m  un  mo- 
do diverso  ne  succederà  il  contrario  :  e  se  ciò  non  si  vede  a  dirittura  avve- 
nuto ,  r  ò  perchè  ,  per  buona  fortuna  ,  questo  stretto  metodo  analitico 
nella  istituzione  della  gioventù  matematica  non  si  è  praticato  da  coloro , 
che  già  erano  istituiti  nell'  altro  modo  ,  né  può  praticarsi  •  E  ciò  basti  per 
dimostrare  •  che  il  Fergda  abbia  tenuto  nel  trattare  analiticamente  delle 
curve  coniche  fl  metodo  più  proprio  ,  per  compiere  ,  con  la  maggior  per- 
fezione didascalica  possibile  ,  una  buona  istituzione  di  esse. 

Or  sebbene  il  principio  fondamentale  donde  egli  parte  sia  il  medesimp, 
che  quello  assunto  dall'  illustre  de  X  Hopital  •  e  da  altri  ,  non  però  V  ap- 
plicaziotae  del  metodo  algebrico  vi  è  nel  modo  stesso  adoperata  allo  svilup- 
po della  proprietà  di  tali  curve  ,  ed  alla  risoluzioDe  de'  più  importanti  pro- 
blemi per  esse  :  poiché  pel  primo  ,  il  più  delle  volle  ,  ipiest'  applicazio- 
ne riduceyasi  ad  un  semplice  adattamento  di  simboli ,  e  segni  ad  un  ragio- 
namento pretto  geometrico  ,  per  abbrevUrlo  ;  mentre  al  contrario  ^  Io 
fa  coniiitere  in  uno  sviluppo  puramente  algdnìco  deir  equazione  assegna-, 
ta ,  valendosi  di  ripieghi  del  tutto  analitici ,  e  qiesso  rieorrendo  alla  teori- 
ca delle  equazioni  >  onde  pervenire  a  tal  risultamnnto ,  che  convenevdmeii- 
te  trasformato  in  linguaggio  geometrico  ,  il  che  eg^i  non  tralascia  mai  di  1»- 
re  ,  dia  la  ricerca  propostasi .  E  questo  lavorio  combinato  di  Analisi  alge- 
brica ,  e  di  Geometria  è  per  lo  più  condotto  con -tale  uniformità  «  e  per 
siffatta  maniera  ,  da  render  la  ricerca  che  trattasi  una  Ikc&e  deduzione  ,  a 
presso  che  intuitiva  dell'  enunciato ,  e  delle  proprietà  già  noto  del  sogge^ 
to  ;  sicché  l' animo  del  giovine  men  pronto  «  senza  incontrarvi  alcuna  dtf» 
Scolta  ,  vi  si  acqueti  • 


crìtiche  ,  '  e  geomciriche:  9 
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Ne'  sopra  notati  paragrafi  ,  dalla  genesi  assanta  per  ciascuna  purva 
coniaa  ,  della  quale  è  detto  nella  precedente  nota ,  si  è  tratta  V  equa- 
zione particolare  ad  essa  per  1*  asse  ,  ed  indi  per  ogni  altro  diametro  ;  e 
da  ciò  sonosi  dériyate  tutte  le  altre  proprietà  di  tali  curve  «.Queste 
Ikietodo  può  dirsi  \  analitieo  dirttto  per  un  simile  ai^gomento  ;  poiché 
stabilita  la  definizione  del  soffietto  geometrico  che  dee  trattarsi ,  da  que* 
sta  ,  per  mezzo  di  ripieghi  analitici  destinati  ad  abbreviare  un  ragiona- 
mento geometrico  ,  e  fondandosi  sulle  proprietà  delle  equazioni ,  o  col 
maneggio  di  esse ,  si  cerca  sviluppare  a  mano  a  mano  (otte  le  proprietà 
di  quello  .  Un  tal  cammino  è  però  non  solamente  più  proprio  per  Y  isti- 
tuzione della  gioventù  »  e  più  elementare  ;  ma  ancora  piìL  consentaneo 
alla  ragione  ,  e  più  adatto  a  trarre  dal  soggetto  definito  tutta  la  serie 
delle  proprietà  che  lo  adomano  »  che  per  vie  puramente  analitiche  ,  co- 
me è  stato  già  detto  ,  non  si  jyotrebbero  tutte  ottenere  . 

Da  un  tal  metodo,  in  bel  modo  ,  si  potrà  poi  giugnere  a  stabilire 
un'equazione  generale  di  seoond*  ordine  ,  che  tutte  quelle  per  le  divor- 
se  curve  coniche  in  se  comprenda  ;  la  quale  si  scorgerà  immantincuto 
essere  della  seguente^  forma  : 

y*  +  Ajry  +  By  +  Cx*  +  Do?  +  E  =  0 

E  da  quesfa  bisognerà  partire  pel  metodo  inverso ,  a  fin  di  rilevare  la 
forma  ,  e  1  numero  di  tali  curve  ;  come  pure  per  conoscere  ,  che  oltre  di 
tsse  non  vene  sieno  altre  (  Vfgg.  Luoghi  Solidi  ^A8  ). 

A*  §$.  40  E  M  ,  ED  ALLA  NOTA  COREISF. 

I 

»  Al  che  anche  la  ragion  di  metodo  m' induce  ce  •  Il  Pergola  non  sela- 
mente  qui  riporta  una  tal  costnizlqno  per  la  sua  eleganza  »  ed  a  dimostrare, 
«he  taluna  volta  un  ripiego  geometrico  a  proposito  adoperato  possa  renderò 
con  maggior  eleganza ,  che  non  risulterebbe  dall*  equazione  ottenuta  ,  la 
costruzione  di  un  problema;  ma  egli  rimira  anche  all'  usar  poi  convenevol- 
)iicnte  di  una  simile  costruzione  pel  problema  analogo  suir  iperbole ,  come 
si  dirà  a  suo  luogo  .  E  ciò  varrà  a  sempre  più  comprovare  quale  strettezza 


IO 


Note 


di  metodo  Eaolideo  abbia  egli  adoperata  in  goestoMiivmo  ,  inleraiiieiite 
condotto  coD  r  analisi  moderna  ,  e  quali  vantaggi  poisaiitt  ottenere  pe'  ri- 
fiultamenti  di  questa  ,  accopiandovi  all'  uopo  le  conoseeive  geometriche  ,  e 
r  esercizio  sulle  opere  degli  antichi  • 

Or  r  equazione  che  ,  negli  ordinai}  trattati  analitici  sulle  curve  coni- 
che ,  si  assegna  per  la  tangente  un'  ellisse  condottale  dal  punto  delle  coor- 
dinate fr  ,  ^ ,  eh'  è  la  seguente  : 

(a"  A»  +  e'  6»)  «»  —  2<i*  e*  6a:*  — a*  (  fc*  —  e'  )  SS5  0 

dal  nostro  autore  si  dà  come  iumi  più  di/fieUe  ,  e  di  ieHosa  e  greve  costru- 
zione dell'  altra  H  da  lui  ottenuta  :  e  tale  è  di  fatti ,  conservandola  in 
quella  forma  .  Si  potrà  però  ridurla  a  torma  costruibile ,  ed  identica  alla 

proposta  dal  Pergola ,  combinandola  eoa  l' altra  equasioiie  <c  ss  — ^ ,  é  pe- 
rò ricorrendo  allo  stesso  ripiego  anaUtico  da  lui  adoperalo  nell'  analisi  del 
presente  probleina  (  §.  htì. }. 

Al  $.  5S: 

Dell'  espressione  C  ,  ottenuta  in  fine  di  questo  §. ,  se  ne  vegga  l'  ìimo 
vantaggioso  nel  §•  102. 

Al  §.  71  ,  ED    ALLA    MÒTA    CORRISP. 

t!  autore  aveva  già  dimostrato  nel  §.39  ,  che  la  tatigenie  f  eUitse  ,  e^ 
diametro  pel  conlatto  incUnansi  alt  a$ie  in  tali  angoli  ,  che  la  tangente 
del  jpriiAo  di  e$$i  etia  aUa  cotangente  delC  altro  in  una.  ragion  CQStcnie  , 
qudla  dai  del  Quadrato  del  umioBie  minore  al  quadrato  del  maggiore  .  Indi 
nel  $.  &8 ,  a  determinare  il  sito  della  normale ,  aveva  di  nuovo  ottenuta 
l'analoga  proporzione  tra  latangeniedi  quelt  angolo  in  cui  indinaii  la 
normale  off  aue  ,  a  gudla  dM  angolo  in  cui  inelinasegli  U  eemidiametro 
suddette .  Inoltre ,  nel  $•  52  ,  la  simile  proporzione  dimostra  tra  la  tangen^ 
'  te  delt  angolo  di  un  diametro  con  T  asse  ,  e  la  cotangente  dM  altrp  in  cui 
inclinasi  allo  steeso  aese  la  semiordinata  di  quéUo  •  E  tutte  quéste  ana- 
legìe ,  che  conducono  ad  unicità  di  proporzione  ,  ed  uguaglianza  di  aogo- 


^"^ 


triùehe ,  e  geometriche. 


Il 


By  loniiD  sinte  dedotte  da  ragionamefiii  aeiiipUcteaUnl,  ad  aMi  chiari . 
Tinalmente  ie  cpiesto  §•  71 ,  Ti  rileira  presso  che  intuitirameiite ,  e  per 
altra  ¥k ,  che  nella  stessa  ragione  eestante  da  priina  stabilita  stia  la  ta^ 
^nts  déir  ^ijFoIo  in  cut  ineUnoii  ima  rtUa  UnUa  4a  im  ettremo  déffane 
nd  vn  punto  deUa  curva  alla  cotUagmUe  ièir  inelinata  ialT  altro  titnmo  al 
funto  stesto,  yàiqiìstóè  dire  per  tali  linee  trigonometriche  degli  angoli 
in  cui  inclinansi  respettivamente  all'  asse  due  diametri  conjugati .  E  tutte 
"queste^ verità  per  diverse  vie  elegantemente  rilevate  ,  le  quali  servono  an- 
«or  bene  a  confermare  ]'  animo  nella  eertezca  de'  risultamcnti  geometrico-al- 
^brici,  nulla  contenevano,  che  all'  evidenza  geometrica  non  corrispondesse. 
£gti  dunque  dopo  ciò  ,  volendo  sempre  più  aweezare  i  giovani  al 
ragionamento  rigoroso  ,   istituisce ,  nella  nota  -al  §.  71  ,  parallelo  tra 
^uest'  ultima  analogia  derivata  n  auo  modo  ,  <con  quella  che  ottiensi 
^a  considerazioni  ftitte  con  Y  analisi  pura  ,  ne' moderni  corsi  di  Geometria 
analitica,  in  cui  un  de*  termini  della  proporzione  risultante  dovrebbe  com- 
parire affetto  da  segno  negativo  ;  il  che  geometricamente  considerato ,  non 
crebbe  alcun  senso,  ed  alcun  concetto  non  potrebbe  formarsi  dital  propor** 
«ione.  Da  che  coloro,  che  ik  sìtatta  irregolare  proporzione  sono^  imbattuti, 
per  affetto  del  metodo  adoperato ,  sono  starti  costretti  a  distinguer  due  cose 
in  essa,  Y  ima  il  valore  de'  termini  indipendèntemente  dal  segno —>  r<altra 
una  considerazione  particolare  per  questo  >,  che  hanno  prefisso  aBa  cotan- 
gente deir  angolo  di  una  di  <qnelle  inclinate  all' asse  >  e  di  essi  alcuni ,  coma 
iil  Collalto  ,  r  hanno  apiegato  dicendo  ,  che  con  ^el  aegno  indicavasi 
1'  un  degli  angoli  corrispondere  inversamente  all'altro  y  cioè  che  mentre 
una  delle  rette  inclinavasi^H'asse  per  un  verso  ,  l'altra  Y^ra  pel  •centra- 
tio  ,  ammettendo  cosi  una  contrarietà  di  sito  negH  angoli ,  per  1*  opposi* 
«Éion  di  segno  delle  loro  linee  trigonometriche  di  specie  diversa  ^  del  paii 
«he  nelle  rette  :  ^e  se  per  queste  la  «osa  non  è  senza  difficoltà  per  gif  ana- 
listi ,  molto  più  pe' geometri  ;  cosa  mai  dovrà  dirsi  per  quelli?  Altri  ne 
iianiia  óoocbiuso,  «he  quel  segno  dinoti ,  «he  l' altra  delle  rette  inclinisi  ad 
•angolo  ottuso  air  asse  delle  w  verso  quella  parte  ove  la  precedente  ^  s'^ii^* 
«lioaia  ad  acuto  :  il  che  ancora  ricade  «nella  stessa  dubbiezza  ;  onde  che 
cagionevolmente  il  Fergola  vi  diceva  :  £a  Geometria  non  conosce  .^nm- 
*éexx€  negative  ;  e  4^%  analisti  n^gpur  san  foghi  ieU^  noii^ionich^  ne  hanno, 
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•itando  t  tal  proposito  ciò  che  ne  aterano  pensato  3  d*  Atenbeit,  ed  SCar^ 
noi  C).  Ma  noi  a  comprovar  la  ragìonérolezia  <fi  questo  suo  detto,  non  ere* 
diamo  arer  bisogno  di  ricorrere  ad  altri  prìncipi ,  bastando  a  ciò  le  slesse 
eoDSideraiioni ,  che  da  taluni  noslrì  analisti  puri ,  dopo  ravrertimento  che 
ne  taceva  il  Pergola  ,  ne  sona  stato  addotto  • 

Si  fatti  ottenuta  a  modo  loro  V  eq^aatone  — =— — X^r  >  ^  B^^ 

p^.    9.     r  equivalente  —  ir=:'-^,  trasportiamo  forigioe  ddr  ascisse  in  B  * ,. 

sicché  le  due  inclinate  incontrino  Tasse  1*  una  quando  »=>  a  »  T  altra  quan» 
do  X  s=2a  ;  l'equazione  per  la  prima  sar^  allora  3i  =  |dP,  e  quella  del- 
l' altra  y  =  1^  (  Sa  —  op  )  ;  poiché  Y  incontro  di  teli  retto  non  puà  avveni- 
re, che  ne*  limiti  della  SA  ;  e  dal  maneggio  di  esse  nel  modo  stesso  deU'  al- 

tro  caso  risulterà  <  <'  =  -7  ,  appunto  come  dal  calcolo  condotto  dal  Far» 

^ola  ip  diversi  casi  si  era  costantemente  rilevato  •  Or  dumpie  ,  d^nan-. 
daremo ,  perché  in  questo  caao  il  rfsultaineqto  non  indica  ,  che  F  uqa 
delle  inclinate  AD  lo  sia  ^d  angolo  ottuso  verso  Y  ^si^  d^Ile  x  positive ,  o 
eh*  é  1q  stesso  (accia  angelo  acuto  con  questo  in  senso  contrario  a  quello 
come  gliel  costituisce  V  altra  BD  ?  1^  da  c|ò  non  copcbiuderemo ,  che  sia 
assolutamente  falsa  la  spiegazione,  obp  da'  moderni  si  adduca  :  ma  diremo 
eh*  essa  noq  abbia  fondamento  certo  in  Geometria  ;  ohe  la  nozione  del 
sito  rilevata  dal  segnp  sia  vaga ,  e  ^Ivolti^  paauhtsale,  anche  ^ilgebcica- 
mente  considerata ,  del  pari  ehe  tanfi  altri  risultameoti  algebrici ,  pe*  quali 
esclamava  con  ragione  il  WolQo  che  :  inventa  recfiniiorum  (  aim/yltea }  n- 
visione  ^tmdam  indigenti  «  $t  h^ti4  plwrin^  fifmiari  fundan^nto  w- 
ytnlrui  mererpii^r  ;  che  per^  non  sia  prudente  l' avventurar  con  Uscii* 
fa  una  spi^aziope  sii  ^el  principio  yago  fondata  •  Sd  ||ggiugoeremo  n^ 


minte  quelle  che  rùvìtano  da  rieerthe  geomtlricfHjd^dnichà  ,  mi  froeo  dn 
^rofi  tempo  aver  dditeee  aùune  cwMideraxioni ,  ponendo  ancora  ad  eeame  la 
iMSiont  inlamo  a  quMe  marni fèàate  da' due  eummentovetti  tneigni  amoHiti  , 
<d  ancor  da  altri.  Un  tal  lavoro,  che  eeAafoa  ad  aUro  meo  ^  earà  ora  path 
blicato  neUa  Raccolta  di  Opuscoli  di  Matematica,  di  cui  mi  ito  occupando  \ 
$e  pur  non  t  Olerò  frimaj^reeeniMo  atta  nettrat^A»  dctts    ' 


critiche ,   e  geometriche* 
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Mie  iitai  improprio  k>  stibilire,  foprattiitto  ip  un  libro  elementore  ,  mas^ 
•ime  arbitrarie ,  .perchè  non  derivanti  da  alcun  principio  dimostrato  Ti* 
gorosamente  ,  ma  da  una  ^rla  maniera  di  concepir  la  cdSa  ;  e  che  a  que- 
sto meno  spesso  adoperato  da  alcuni  moderni  autisti  pqrì  nelle  loro  ope* 
re ,  ed  esteso  poi  al  resto  della  istitusione  geometrica  ,  deesi'laman- 
eansa  del  rigore  ,  e  dell'  esattezza  nel  dimostrare  ,  e  queir  abbandono  del 
quale  ragioncTolmente  ci  siamo  tante  volte  4»iuti  »  0  phe  d^*  rilasciati 
geometri  ,  ed  analisti  ci  si  attribuisce  a  soyerehia  pedapteifat 

Circa  poi  la  conchjusione  del  Pergola  per  tal  nota ,  analoga  a  ciò ,  che 
poc*  anzi  dicevamo  :  »  ^d  io  m' immagino ,  che  d^  tali  chiaroscuri  di 
»  scienza  sia  mito  ciò ,  che  leggo  con  mio  dyolo  in  alcuni  di  cotesti  corsi 
»  analitici  replicatamente  «    ^    .    •    ^  dee  notarsi,  eh*  egli  ^  cui  era  mol? 
to  a  cuore  la  buona  istituzione  deNa  gioventù ,  che  aveva  formato  H  solo 
oggetto  di  sue  cure ,  in  tutta  la  lunga  carriera  di  professore  t  e  con  tanto 
buon  successo  ,  non  potea  certamente  tollerare  c^  indifferenza  ,  che ,  in 
alcuni  stabilimenti  d^  istruzione  matematica,  si  ponessero  in  mano  a  giovani 
libri  da'  quali  invepe  di  scienza  acqinstasse  inesattezza  di  concetti ,  ed 
anche  errori .  Quindi  si  vide  costretto  ad  andar  osservando  alcune  di  tali 
£ose  più  notabili  in  qMalche  istituzione ,  che  all'epoca  in  cui  egli  pubbllr 
jcava  la  sua  opera ,  (  circa  il  ìSìk  )  correva  per  le  mani  della  gioventù  nor 
atra  ,  tal  che  la  riportata  in  fine  della  sua  nota  ,  ove  passandosi  dal  rapr 
porto  costante  di  lince  trigonometriche  a  quello  dogli  angoli  ad  esse  corr 
rispondenti  ,  non  solo  s*  ispirava  una  massima  falsa  ,  la  quale  evidentor 
niente  mostratasi   al  aemptìce  supporre  ,  essere  il  punto  di  concorrenza 
delle  due  inclinate  l' estremo  dell'  asse  minore  ,  nel  aual  caso  tra  le  li» 
vee  trigonometriche  indicato  regge  tuttavia  qijtel  rapporto  del  quadrato 
del  semiasse  minore  al  quadrato  dri  maggiore  •  cambiandori  esse  eflfetr 
livainente  In  queste  quantità* ,  mentre  gK  angoli  d^  Inclinazione  eguar 
piansi  ;  ma  gli  si  st^biliva  ancora  in  utente  il  falso  pr^cipio  genera- 
te ,  che  vi  tosse  passaggio  a  lare   dal    rapporio  di  linee  trigonome- 
triche a  quello  de'  loro  angoli  corrispondenti ,  0  def^i  archi ,  E  però  egli 
non  tralascia  di  avvertirlo  ^  il  die  produsse  il  vantaggio  di  essersi  una 
t^le  scgncezza  corretta  posteriormente  »  nel  ristamparsi  da  un  nostr<^  pr»» 
^ssort  ìp  9»  ^itilQsion)  di  Geometria  analitica  ;  sebbene  con  noatro  tYi^ 


/ 
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No  te 


crescimento-in  altre  di  matematici  stranieri  »  presso  noi  accreditate  »  o  an^ 
cor  tradotte  »  tuttavia  si  osservi  • 

Alla  hotì  bel  §.7$. 

Qaesta  noterclla  contiene  nn  altro  di  quégli  awerUmenti  del  Fei*-» 
gola  ,  per  le  ragioni  indicate  in  fine  della  nostra  precedente  nota  ;  e  ri- 
petiamo ancor  qui ,  che  con  dispiacere  non  Vediamo  aver  essa  fiiiora 
prodotto  r  effetto  che  desideravasene  • 

Al  $.88.  Pah.  tt. 

**  Si  osservi  con  quaata  avvedutezza  rilevi  il  Pergola  in  questo  luogo  i 
per  vie  elementarissime  ,  la  proprietà  del  massimo  ,' per  l  angolo  £om«* 
preso  da'  due  semidiametri  conjugati  uguali  dell*  ellisse  ,  che  sono  da  una 
stessa  parte  dell'  asse  maggiore  :  e  starà  pur  bene  porre  a  confronto  quo-' 
sta  dimostrazione  analitica  con  1*  altra  geometrica  recata  nelF  Aggiunta 
uUe  Sezioni  coniche  geom$lrieh€  >  ediz»  8^ 

Al  §«  98.        ^     ' 

Di  qiièsto  nostro  illustre  magistrato,  che  coltivò  con  successole 
Matematiche  ,  dopo  la  metà  del  secolo  xvi ,  promovendo  ancor  egli  la 
Geometrìa  Cartesiana,  del  pari  cheT  altro  distinto  suo  concittadino»  e  coe- 
vo Giacinto  di  Cristoforo  »  non  fa  alcuna  menzione  il  dotto  scrittore 
della  Storia  delle  Matematiche.  Ed  anzi  acceilnando  qualche  cosa  di  que- 
st'  ultimo ,  suir  altrui  fede  >  giacché  egli  mai  non  vide  il  costui  libro  de 
Comtruetione  ae^piotùmum  ,  manifestamente  fa  vedere  che  né  pur  il 
nome  del  -Monforte  egli  avesse  conosciuto  :  ragion  di  più  per  accresce- 
re al  nostro  paese  V  onore  di  essere  stato  il  primo  in  Italia  ad  apprezzare  , 
e  coltivare  la  nuova  analisi  geometrioo-algebrica  •  La  maniera  come  e* 
sprimesi  il  Hontucla  >  che  ben  merita  di  esseir  ripetuta  in  un  libro  di  un 
napoletano  è  la  Seguente  :  »  On  voit  par  ces  diffécens  ouvrages  que 
»la  nouvelle  analyse  algébrique  ,  quoique  déjà  répandue  en  Franco, 
»  en  Angleterre  »   et  en  Allemagne  »  ne  penetra  que  tard  en  Italie  » 


critiche  ^   e  geometriche. 
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>  OD  r  OD  CSI  farouve  à  peine  des  traces  jusqu'  au  commencemenl  de  ce 
»  siécle  .  reo  exccpte  Hiacyoto  Christoforo ,  napolitaia  ,  autéar  d"  od 
"»  traité  sur  la  costrùctioo  géométrique  des  équ&tions  iDd^terminées  da 
1»  second  ordre  (  equivoca  il  Monctula  ,  noa  trattandovisi ,  che  la  costru- 
zione geometrica  delie  equazioni  determinate  di  terzo  ,  e  quarto  gra* 
do  ,  ed  anche  di  grado  superiore  )  .  »  On  y  trouve  ,  k  ce  que  j*  ai  liì 
»  quelqoe  part  (  e  ciò  mostra  eh*  egli  non  potè  giudicarne  da.  se  leggendo  )» 
»  cette  matière  MYamment  développée  «  (  voi.  U,  Mx.  2.  pag,  i67  )  . 

Al  §.  100. 

L'  autore  introducesi  al  cap.  ii.  ove  imprende  a  trattare  delle  fan* 
genti  e  secatili  dell^  ellisse  »  col  ricordare  ciò  che  aveva  già  detto  nel  §.  3 
della  predizione  ,  intorno  alle  poche  cose  ^  che ,  negli  ordinarj  trattati  mo- 
derni di  Geometria  analitica  ,  veggonsi  esposte  su  tale  argomento  :  propo- 
nendosi  al  contrivio  mostrare  ,  come  con  la  Geometria  Cartesiana  ,  e  nel 
modo  da  lui  tenuto  ,  si  riesca  compiutamente  a  svilupparne  tutte  le  proprie- 
tà  ,  conchiudendo  :  }i>  E  poi  non  so  ,  se  ella  (  la  teorica  delle  tangenti  e  ee^ 
»  canti  )  per  la  Geometria  analitica  a  due  coordinate  possa  riescime  a  lode- 
»  voi  fine  <c .  Al  quàl  proposito  si  rilegga  la  nota  al  citato  paragrafo  della 
prefazione  ;  o  col  fatto  se  ne  assicuri  chi  non  si  contenti  di  generali  con- 
siderazioni, tentando  esibire  con  questo  metodo  una  filmile  teorica  ,  cosi 
compiuta  ed  elementare  ,  come  qtiella ,  che  nel  presente  capitolo  per  l'el- 
lisse ,  e  negli  analoga  it,  e  ix  ,  per  1*  iperbole  ,  e  la  parabola  ,  ne  oflre 
il  Pergola. 

A'  SS.  lai  B  1%. 


t 


La  concorrenza  in  un  medesimo  punto  della  base  ,  o  il  parallelismo  a 
questa  delle  rette  congiungenti  i  inmti  analoghi  delle  divisioni  armoniche 
di  due  lati  di  un  triangolo ,  che  dimostrasi  nel  S-  121  io  modo  quasi  intuir, 
tivo  ,  e  che  il  de  la  Hire  aveva  già  recata  nelle  sue  Sectionei  Conica» 
lib.  I.  costituisce  una  nuova  proprietà  di  esso  ,  dalla  quale  immediata- 
mente discende  l' affezione  delle  curve  coniche  rilevata  ne'  SS*  l^S ,  289^ 
e  yik  .  Equefta  non  cosi  di  leggieri  si  cercherebbe  dedurla  algebri- 
camente dalla  loro  equazione  generale  ,  o  anche  dalle  rispettive  alle  me* 

^  C 
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desime  (  %.iSlè  )  :  poiché  dod  è  già  qaeir  affezione  dalla  loro  natura  dì- 
pendente  ;  nia  si  bene  dalle  due  inclinate ,  che  gli  si  conducono  da  un 
medesimo  punto  fuori  la  curva  ,  le  quali  risultano  armonicamente  dir 
"vise  da  questa ,  ne'  punti  ove  1'  incontrano  ,  e  dalla  retta  pe*  contatti  delle 
tangenti  da  quel  medesimo  punto  tirate  alla  curva  . 

È  questo  un  de*  casi  ne*  quali  la  necessità  di  ricorrere  alla  Geometria 
si  dimostra  ;  perchè  senza  di  essa  non  si  sarebbe  di  leggieri  venuto  a  ri- 
conoscere una  si  distinta  affezione  delle  curve  coniche ,  la  quale  mentre 
vedesi  però  recata  anche  negli  ordinar]  trattati  geometrici  di  queste  ,  e 
ben  ragionevolmente  ,  per  avervi  sommi  geometri  interamedte  fondata 
tutta  la  dottrina  di  tali  curve  »  sicché  i  costoro  dotti  lavori  ,  sènza  la 
conoscenza  di  quella  si  rimarrebbero  oscuri  (*)  ;  non  apparisce  affatto  in  al- 
cuno di  quelli  col  metodo  delle  coordinate  •  Nò  »  volendo  in  questi  se- 
guire r  andamento  ordinàrio  di  un  tal  metodo  in  dimostrare  quella  pro- 
prietà del  triangolo  ,  per  indi  valersene  a  farla  riconoscere  nelle  cur- 
ve coniche  »  il  che  la  purità  di  esso  non  comporta ,  si  potrebbe  in  co- 
sa tanto  elementare  con  facil  calcolo ,  come  si  richiederebbe  ,  riesci- 
re  .  Imperocché  dovrebbonsi  in  tal  dimostrazione  inchiudere  le  equazioni 
alle  rette  pe*  punti  analoghi  delle  armoniche  divisioni  >  prendendo  per 
asse  delle  x  la  base  del  triangolo ,  delle  y  1*  un  de*  lati  armonicamen- 
te divisi  t  o  la  perpendicolare  a  quella ,  e  per  origine  il  vertice  corrì- 
fpondente  del  triangolo  ;  indi  assegnare  le  espressioni  per  la  x  .  che  da 
ciascuna  delle  equazioni  ottengonsi  dal  porre  la  y  =  o  ,  e  che  dovran- 
no divenire  uguali  modificandole  col  tener  conto  delle  condizioni  di  di- 
visione armonica  de*  lati  del  triangolo ,  e  dei  loro  incontro  .  Ma  po^ 
trebbesi  ancora  usando  questo  metodo  ,  con  maggiore  eleganza  compiere 
tal  dimostrazione  ,  prendendo  per  assi  delle  coordinate  le  stesse  rette  ar- 
monicamente  divise  ,  come  vedesi  qui  appresso  eseguito  dal  distinto  pro- 
fessore Francesco  Grimaldi  ;  il  che  potrà  anche  servire  a  mostrar  quan- 
to una  convenevole  scelta  degli  assi  coordinati  conferisca  all'eleganza  di  una 
ricerca  geometrica  • 


(*)  ^W-  la  nota  22  alla  Storia  delle  Sezioni  Coniche,  nel  voi.  IH.  del 
nostro  Cono  di  Geomeina  ,  e  la  nolerelia  al  §.  120  a  piede  della  paj .73 
delle  presenti . 
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Sien  doiKlae  p ,  jS',  /s''  le  ordinate  de'  punti  di  divisione  di  un  la- 
io  ,  ed  0&>  01^,  OL^'  le  ascisse  di  qaelli  corrispondenti  dell*  altro  ;  saran- 
no  le  equaiioni  delle  rette  che  passano  pe'  ponti  /3  ein^  f  f  tài»,\  (^" 
ed  0/'  espresse  da 

y-?=-^x       (1).     »-/5=-^;r       (2),     y-./S'/=_^^a:    (3) 
Ora  supponendo  uguali  le  y  »  «  delle  due  prime ,  ai  ha 

—  ^H^^  —  *)  _,  w ( /3  — /3' ) 

Inoltre  essendo  per  ipotesi 

^^  -=  4^^  ,  rf  avrà  /'  =  .i£L  .  e  ainìilmenteV^=  -ii£— 

le  quali  espressioni  delle  p^\  9!'  sostituite  nell'  equazione  (3)  ,  daranno 

E  questa  si  vedrà  verificata  ponendoTi  per  y ,  x  le  espressioni  dianzi 
trovate  • 

Che  se  le  rette  delle  coordinate  ^,  »  ;  /3^,  9!  suppongansi  paratie- 

B     B^ 
le  ,  dovranno  risultare  ugnali  le  tangenti  —  ,  ^  ,  e  quindi  v/^^sitt»^. 


Laonde  neir  equazione  (  \  )  latta  le  debite  sostituzioni ,  ne  risulterà 


9»     » 

pel  moltiplicatore  della  9 .  Dal  the  si  conchiuderà  essere  le  eongiun- 
genti  i  punti  di  divisione  parallele  air  altro  lato  del  triangolo. 

Ma  a  compiere  quesl*  argomento  non  è  superfluo  recar  ancora  qui 
r  altra  analoga  proprietà  del  triangolo  ,  cioè  ,  che  : 

Se  la  6ass  ii  tin  iria'ng^  ita  armonteamente  diviia  ,  ed  il  vertice 
eonqivmqaei  a*  pwnii  di  iole  dmeùme;  quéste  etmgiungenti  irideranno  ar- 
vkonieafMìn^e  ogni  àUra  retia  comunque  tirata  nel  triangolo  iteeso ,  e  tra' 
9uoi  lati .  ^ 

Imperocché  sieno  E  ,  D  *  i  punti  dell'  armonica  divisione  del  lato  BC    *  fMN. 
del  triangolo  ABC ,  e  pongasi  BCs=3a,9£  =:»,ED=:c,  AB  =h; 


<a 


No  te 


ÉÈ   M 

risulterà,  per  la  diybiooe  armonica  della  BC,  la  EC  =£  -^  :  e  pe'  triangoli 


•imìU  ABC  ,  FDC  ,  sarà  DF  =^  >  P®'  sH  «Itri  AEB  ,  AED  si  vftk 

^«      «^  ^« 

DE  =  -r- ,  e  quindi  uguale  a  DF. 

Or  sia  condotta  nel  triangolo  una  qualunque  altra  retta  htdc  ,  che 
incontri  le  AE  ,  AD  ,  in  e  ,  d ,  e  per  d  tirisi  la  gdf  parallela  alla 
GDF,  che  però  sarà  ancor  essa  divisa  ~per  metà  in  ci:  ed  indicando 
le  he  ,  6 e  ,  ed,  6A respettivamente  con  a\  V  ^^ ^W  ;  si  avrà  ,  pe' 

triangoli  simili  Afte ,   edg»,   éb  (h^)  :  6^4  (h')::€d  (  e^}:dgz=:  - 


'A' 


^=^df\  il  che  darà  per  gli  altri  triangoli  simili  Aòc  »  fdc ,  Kb  (h^)  : 


c'W 


a' e' 


bc  (a^ )  ::  fd{  ^^  )    :  d e  =  -rr  •  E  dovrà  essere  (  perchè  risulti 

0  cr  . 


b' 


) 


m  • 


armonicamente  divisa  la  (e  pe* punti  9 ,  d)b€  {a')  :  ed[ 

b  é  (b^ )  :  ed  ( c^a*)  ;  lo  che  in  fatti  avverasi . 

GoB.  E  facile    avvertire,  che  tutto  le  rette  le  quali  per  ciascun 
de'  punti  D  ,  E  ;  d ,  e ,  o  altri  nelle  AD ,    AE  arbitrariam^te  presi 
conducansi  in  giro  fino  air  incontro  con  le  AB ,  AC ,  debbano  rimane- 
re armonicamente  divise  ,  ed  essere  il  puato  ove  iatersi^gansi  comune  '  ' 
a  tutte  le  divisioni. 

La  precedente  verità ,  che  con  divisa  algebrica .  si  è  qui  prensen- 

lata ,  e  che  si  vede  nelle  forme  geometriche  ,   che    le  sono  proprie  . 

nell'edizione  8.  delle  Sezioni  Coniche  sintetiche,   ho  creduto  conveniente    ' 

riportarla,  potendo  rìescire  utile  in  più  rincontri  ;  de' quali  uno  ne  mostrn 

il  Paucker  ,  dotto  matematico  polacco  ,  nella  sua  elaboratisi4ma  soluzione 

geometrica  del  problema  del  Malfatti  eiiZ  triangolo^  ed  t  tre  cerchi  da  iscri- 

veni  in  esso  (") .  Ed  egli  però  impegnossi  a  dimostrarla  geometricamente  . 

non  avendo  stimato  proprio  di  valersi  dèlia  dimostrazione,  che  con  ripieghi 

trigonometrici  ne  aveva  data  il  valentissimo  matematico  (rancese  Carnet^* V 

■■     ■ 

(*)  Memoires  présentées  a  l' Acad.  des  Sciences  de  Pétersbourg ,  t.  1« 
1831  pag.  57V. 

(**)  Essai  iur  la  théorie  dee  tramversaiei ,  Parie  Ì8fi6, 
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Ma  la  steMa  era  pore  i tata  in  simil  guisa  dimostrata  molto  prima 
dal  de  la  Hire  nell*  opera  testé  citata,  in  sieme  ad  altre  aiBoi  proprietà 
delle  rette  armonicameDte  divise*  le  quali  facilmente  dedurrefibonai  dalla 
dimostrazione  algebrica  da  noi  di  sopra  recata..  Questo  insigne  geome- 
tra franeesè  ,  chiamò  armùniealt  le  rette  AB  ,  AE  ,  AD  ,  AC  ,  che  par- 
tendo da  un  medesimo  punto  ne  dividono  armonicamente  ogni  trasver- 
sale  tirata  tra  esse  ;  ed  è  facile  il  rilevare ,  poter  le  medesime,  sen- 
za  partir  da  un  punto  ,    esser  parallele  tra  loro  . 

Al  $.  129  PAiT.n  ;  m  ▲'  §§•  *33  ,  13&  b  136  ,  b  nota. 

È  degna  di  particolare  avvertenza  la  maniera  elegante  con  la  quale 
ha  saputo  il  Pergola  ,  con  semplicissimo  e  chiaro  ragionamento  geome- 
trico, dimostrare  la  verità  enunciata  nella  parte  ii*  del  §.  129 ,  la  quale 
ancor  considerata  nel  caso  particolare  dell'  asse ,  aveva  formato  1*  oggetto 
di  diiBeili  ricerche  con  V  analisi  la  più  sublime  ,  per  opera  de*  sig.Lagrange 
e  Lacroix  (  Vedi  §.133  )  :  ed  è  pur  singolare  il  modo  col  quale ,  innestan- 
do egli  conyenevolmente  la  Geometria  all'  Analisi  elementare ,  è  pervenuto 
alla  ricerca  dello  «tesso  assunto  in  modo  diretto  nel  §.  iZk,;  e  finalmente' 
]*altra  maniera  desunta  dagli  ovviissimi  principi  del  Calcolo  differenziale  , 
che  reca  nella  nota  corrispondente  •  Ma  su  questo  argomento  »  degno  delT 
attenzione  de'  geometri  ed  analisti ,  potranno  consultarsi  le  mie  Con^tdé- 
razioni  $u  di  una  proprietà  nuota  delC  eUisee  ,  e  dUT  ipevòole  ignota  agli 
antichi ,  che  verranno  inserite  negli  Opuecoli  matematici  • 

A'  SS-  138  ,  139  B  294. ,  378  e  1^0. 


La  ricerca  che  propónesi  V  autore  nel  §.  138 ,  alla  quale  soddisfa 
con  artifizio  geometrico  assai  facile  ,  e  prevalendosi  di  un*  ovvia  affezio^ 
ne  delle  equazioni  composte  ,  vien  poi  elegantemente  enunciata  in  for- 
ma di  teorema  nel  §.  seguente  •  E  deesi  avvertire  ,  eh'  essa  per  nul- 
la soffra  nel  suo  andamento  ,  se  il  punto  dato  P  *  si  supponesse  fuo- 
ri là  curva  ,   nel  qual  caso ,    sebbene  si  abbia  DN  =  DM  -|-  MN 


/5}.  17, 
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j-./jj,!!*!^  e  CD=PH—  PM  =  ^— «,  pure  l' equazione  B ,  per 

la  parte  che  n'ò  ivi  espressa  ,  e  che  sola  serve  alla  ricerca  iaqui- 
stione  ,  risulta  la  stessa,  e  co'  medesimi  segni;  e  quindi  alcuna  al- 
terazione né  tampoco  soffre  \  altra  C. 

Or  il  Pergola  nel  recare  in  questo  suo  trattato  un  tal  problema  » 
eh'  è  tra'  desiderati  nelle  ordinarie  istituzioni  di  Geometria  analitica 
sulle  curve  di  second*  ordine ,  vi  aggiugne  poi  uno  scolio  (  §.  IM  ]  per 
avvertire  >  ch'esso  non  rìmanevasi  ozioso;- e  per  ricordare  il  geometra 
italiano  ,  cui  appartenevasi  1'  averlo  per  le  geometriche  vie  rilevato. 

Egli  poi  nel  §.29h  ,  in  modo  identico  a  quello  del  §.   158 ,   ri- 
solve lo  stesso   preblema  per  l' iperbole  :  e  finalmente  nel  §.  378  il 
'  rileva  ancor  nella  parabola ,  come  una  semplice  deduzione  • 

A'  SS*  141  e  U2. 

La  soluzione  del  problema  al  §.  ìki  né  men  rimane  per  nulla  al- 
*fig,  18.  terata  dal  supporre  il  punto  P  *  fuori  la  curva  ;  e  1'  artifizio  di  eli- 
minazioni adoperatovi  dal  Pergola  1'  è  pur  semplicissimo  ,  ed  analogo 
al  soggetto  elementare  che  trattasi ,  ed  al  modo  come  nelle  ordinarie 
istituzioni  geometriche  sulle  curve  coniche  si  vede  rilevato  ;  il  che  non 
aveva  dovuto  essere  avvertito  dall'  illustre  Mongè  ,  il  quale  ,  come  no- 
tasi nel  §.  145 ,  ricorse  per  istabilirlo  alla  considerazione  non  elemen- 
tare de'  piani  tangenti  le  superficie  di  rivoluzione  (  Yed.  Geom9t.Dei€rtptu 

A'SS1W,U*,295b296,376e3W. 

La  ricerca  trattata  ne'  SS*  143  ,  205  e  37S  ,  ed  indi  ridotU  in  for- 
ma di  teorema  locale  ne'  seguenti  a  ciascun  di  essi ,  può  generalmente  eo* 
si  enunciarsi  : 

/  pufUi  di  eoneano  deUe  tangenti  una  curva  conica  negli  estremi  di 
ciascuna  corda   di  essa ,  che  passi  per  uno  stesso  punto ,  dentro  o  fuori 
la  medesima   ,  sono  allogati  in  una  linea  retta,  tirata  p&r  C  estremo  del-* 
la  sottangmt^  corrispondente  a  tal  pnnto  nel  diametro  che  passa  por  esso^ 


!     V 
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L  uso  frequente ,  e  yanUggioflo  di  questo  teorema  iu  molti  problemi 
sulle  curve  coniche  e  1  cerchio  ha  fatto  si ,  che  per  abbreviare  V  enuncia- 
lione  di  esso  ,  e  delle  utili  conseguenze  che  se  ne  deducono ,  siesi  da- 
to a  quella  locale  il  npme  di  polare  ;  ed  il  punto  d*  intersezione  di  tutte 
quelle  corde  siesi  detto  fdo  corrispondente  a  quella  polare. 

Inoltre  il  punto  delle  polare ,  eh'  è  Y  estremità  delia  sottangente 
che  la  determina  ,  si  è  detto  reciprocamente  polo  della  corda  fra*  contat- 
ti delle  tangenti  che  partono  da  esso  ,  la  quale  ,  .com*  è  chiaro  ,  è  pa- 
rallela alla  prima  polare  . 

Ed  usando  questo  linguaggio  potremo  nel  seguente  modo  abbreviare 
le  enunciazioni  del  teorema  generalo  sopra  recato ,  e  delle  conseguenze 
di  esso  .  cioè  : 

1^.  /  poli  delle  rette  ,  che  passano  per  uno  stesso  putito ,  sono  aUo^ 
gali  in  linea  retta  • 

11°.  E  :  Le  polari  corrispondenti  a'  punti  messi  in  linea  retta ,  s*  in- 
tersegana  in  uno  stesso  punto  • 

111^.  H  vertice  di  un  angolo  circoscritto  ad  una  curva  conica ,  i  H 
polo  della  corda  fra'  contatti . 

iv^.  Ed  :  Una  tal  corda  è  la  polare  di  quel  vertice  • 

Y°.  La  parallela  condotta  per  tal  vertice  alla  retta  fra*  contatti ,  i 
la  polare  del  punto  medio  di  questa . 

yi°.  Ed  ;  //  punto  medio  di  una  tal  corda  ,  è  il  polo  della  parallela 
condottale  pel  vertice  di  queltangolo . 

vii°.  La  congiungente  due  punti ,  è  la  polare  del  punto  (f  incontro 
delle  polari  de' punti  medesimi  . 

Titi°,  E  :  L  intersezione  di  due  rette  ,  i  il  polo  della  congiungente  i 
poli  delle  rette  stesse, 

ix°.  Le  polari  de*  punti  posti  sopra  un  diametro  sono  parallele  tra 
loro ,  ed  alle  ordinate  del  diametro  stesso  , 

x°.  Ed  :  /  poli  delle  rette  parallele  trovami  allogati  nel  diametro  , 
che  ha  le  ordinate  parallele  ad  esse  rette. 

£  tutte  queste  verità ,  che  qui  «<¥eggonsi  dedotte  da  un  teorema 
locale  già  noto,  e  che  potrcbboosi  anche  dalle  ovvie  formolo  della  moderna 
Geometrìa  analitica  con  faciltà  derivare ,  si  vedranno  feconde  di  molto 


S3  Noie 

db»  MS  HMio  inporUati.  e  ddU  fohniooe  di 
m  tflliwimn  kroro ,  cbe  sa  ifieflo  argomeiito  ties 
lUeoh  ThmE  ,  e  che  di  bieTC  sari  tosieme  ad  dbo 

A' SS.  146  E  297*  ^^ 

Ael  dbe  fllmm  .  —  Nob  trorandon  daff  anfore  fatta  io  albo  kiogo 
menzione  dd  probleiiia  trattato  in  questo  $.,  e  della  cosbuzìoDe  eh'  e^  qyi 
indica  ,  dee  snppofsi ,  ehe  ,  dietro  la  sempliciMlma  analisi  recatane  ,  es- 
sendo gimito  ad  un*  equazione  dd  quarto  grado  •  abbia  rimesso  V  asse- 
gnarne le  radici  al  metodo  generale  da  lui  eqposto  neOa  proposizione  Tin. 
de'  lAtogM  Solidi  ,  o  al  Cartesiano  ,  die  poi  ne  deriva  ndla  ix  ;  lasciando 
r  esecuzione  di  tal  laroro  ,  die  non  presenta  difficoltà ,  a  semplice  eserci- 
zio de'  giorani  analisti  apfffendentì. 

Egli  inoltre  aflerma  di  aver  queir  equazione  le  quattro  radici  rea- 
li ;  il  cbe  diiaramente  si  mostra  »  senza  dorerìe  rilerare  con  f  analisi  : 
*'fig.  20.  poicbè  dinotando  f  altro  estremo  ddT  incognita  x ,  nella  CG  *  congiungen- 
te  i  centri  delie  diissa  proposte  ,  il  punto  ove  la  tangente  ad  esse  comu- 
ne r  incontra  ;  ed  essendoTi  dd  pari  cbe  nd  cercbio  due  di  queste  tra- 
sversali ,  che  ,  generalmente  considerate  le  dlisd  .  incontrano  la  CG  cia- 
scuna in  un  punto  B  »  B'  tra  i  centri  C,  G  ;  e  due  altre  laterali  che  la  in- 
contrano in  due  punti  diversi  di  U  »  o  di  qua  da' centri  ;  si  vede  peri  be- 
ne dover  la  a  avere  quattro  valori  diversi ,  e  quindi  F  equazione  cui  ai 
perviene  nel  risolvere  fl  proUenu  proposto  dover  avere  quattro  rar 
dici'  reali .  Ed  essa  si  trannuterebbe  immediatamente  in  altra  dd  se- 
condo grado  ,  nel  caso  semplicissimo ,  cbe  le  diissi  proposte  avessero  i 
loro  assi  coincidenti  con  U  CG  ;  poicbè  in  tal  caso ,  com*  è  eviden- 
te ,  le  due  tangenti  trasversali  incontrerebbero  una  tal  retta  in  un  pun- 
to stesso  ,  ed  ancbe  in  un  sd  punto  la  incontrerebbero  le  laterali ,  dd 
pari  cbe  nel  cercbio  :  e  nd  caso  cbe  tali  ellissi  fossero  simili  e  simil- 
mente poste  ,  essi  punti  si  assegpereUero  nel  modo  stesso  che  pe*  cer- 
chi ;  lo  che  si  può  agevdmente  ,  o  con  la  Geometrìa  ,  o  ddl'  analisi 
algebrica  del  presente  problema  rilevare.  Ripigliasi  un  tale  argomento 
od  $.297  ,  per  indicare  emr  la  iteiM  la  pduzione  dd  prd>Iema  per  la 


>. 


critiche  ,  e  geometriche.  33 

imkgt»i€Coiimnta  iu%  ipeìihiÀiiaU  ii  $ilo  ii  por» 

ad  un*  %p0rbol$ ,  ed  un'  eUisie  nel  modo  etesto  date  •  Or  liccooie  eMO 
non  entrava  ,  che  per  ibcidenxa  nel  piano  del  trattaio  analitico  dette  Se- 
zioni Coniche  »  tralasciò  l'autore  di  compierlo  con  la  sohizione  per 
due  parabole  »  o  per  una  di  queste  ed  uo'  altra  delle  curve  coniche  ; 
ed  io  mi  aveva  proposto  ciò  aggiugnere  nella  presente  nota  •  Ma  perchè 
siffatte 'ricerche  davan  luogo  a  considerazioni  soverchiamente  estese»  si 
pel  proMema  particolare  di  cui  è  trattato  nel  §.  1V6  ,  per  diverse  vie  al- 
gebriche e  geometriche  considerato  ,  e  si  ancor  più  pel  generale  che  si  è 
«ccenoato  ,  il  quale  è  stato  risoluto  col  metodo  antico  ,  e  col  Cartesia- 
no ,  e  con  pari  eleganza ,  dal  sig.  Trudi ,  non  ho  creduto  conveniente 
(fai  riportare  tutti  questi  lavori  ,  che ,  insieme  ad  altre  importanti  ricer- 
che sulle  curve  coniche  t  formeranno  parte  degli  Opuecoli  Matematici  ; 
ove  verrà  anche  osservato  ciò  che  concerne  le  soluzioni  da  aUrì  nostri 
professori  date  di  questo  proUema  ,  dopo  che  il  Pergola  1*  ebbe  trattato . 

A'  SS-  160  .  B  ilo. 

0 

m  ' 

L' autore  non  ha  voluto  tralasciare  qnesf  altra  equazione  per  V  ellis- 
se  ,  eh'  è  di  forma  lineare  ,  e  può  riescire  utile  in  parecchie  ricerche  ; 
additandone  specialmente  V  uso  vantaggioso  nell'  Astronomia  fisica  ,  co- 
me può  vedersi  praticato  nella  soluzione  sua  del  proUema  inoeno  doUo 
font  centrali  per  h  orinte  algebriche  (*) .  Stimò  poi  inutile  il  ripeter  Y  i- 
denticà  derivazione  di  eqdtzione  polare  per  i'  qperbole ,  ed  ancor  per  h 
parabola  »  potendo  ciò  focibDaite  supplirsi.  Chi  ansasse  però  vedere  que« 
it^  aifOtteato  deHe  equezloui  polari  alle  corvè  di  second*  ordme  general-* 
mente  trattato ,  potrà  riscontrarlo  nell'  Application  de  T  Algtttre  a  la  Gé^ 
mitrie  dell'illustre  prò/.  Bourdon  ,  ediz.lO.  an.l837  •  Ma  qui  non  vuoisi 
tralasciar  d*  inculcare*  a*  giovani ,  per  non  far  loro  prender  equivocò  »  di 
tener  pteienle  ciò  che  ì  mtore  avverte  nel  $.  170, . 


n  Atti  ieUa  noetm  Jl.  A\  delle  Scienze  voi.  L 
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Non  sarebbe  fuor  di  proposito  tentare  ,  principalmente  eoi  metodd 
analitico  puro  ,  la  ricerca  di  quella  curta  nella  quale  tirate  ai  ogni  tua 
tangefiie  le  perpendicolari  da  due  punti  dati  :  il  rettangolo  di  quHte  ri^ 
$uUi  sempre  lo  etesto  • 

Al  §.  167  ,  BD  ALLA  NOTA  AD  ESSO  . 

Ripeterò  a*  coltivatori  assoluti  del  metodo  analitico  poro  ,  d{  eaegu»« 
re  la  dimostrazione  della  xerìtà  enunciata  nel  $•  167,  e  codupararia 
con  quella  in  esso  riportata  ,  per  sempre  più  persuadersi  »  che  [attenendosi 
ad  un  tal  metodo  esclusivamente  ,  spesso  dilungasi  la  strada  »  per  qualche 
geometrica  ricerca ,  e  talvolta  ancora  del  tutto  si  chiude ,  come  in  altri 
casi  si  è  osservato  .  Il  Pergola  a  comprevar  ciò  adduee  nella  nota  un 
proUemetto  locale  ,  che  potrebbe  risolvere  anche  un  principiante  di 
Geometria  ,  compiti  appena  i  tre  primi  libri  degli  Elementi ,  del  qujde 
reca  una  semplicissima  analisi  col  metodo  Cartesiano  ,  per  porta  a  con- 
firoDto  con  quella  ,  che  ne  aveva  data  il  distinto  analista  Nieuport  •  U 
quale  .  a  dir  vero  ,  parrebbe  aver  voluto  a  bella  posta  rendere  oscura» 
e  difficile  una  tal  ricerca ,  che  col  metodo  analitica  da  lui  adoperato  pote- 
va anche  con  eleganza  ottenersi .  Di  fatti  : 

Sia  a  la  base  comune  de'  triangoli  proposti,  e  s*  indichino  con  h  la  tangen^ 
te  della  somma  degli  angoli  adjaceati  ad  essa,  con  I ,  t' le  rispettive  di  eia* 


idelvem- 


seun  di  questi  ;  sarà ,  per  un  nolo  teorema  di  Trigonometria^  k 
e  peri  t  :=  -■   ,    ■, ,  Or  dinotino  »,  y  le  coordinate 

1  +  /K 

ee  di  uno  di  que*  triangoli  rapportato  alla  base  ,  e  ad  un  estremo  di  questa , 

r  equazione  all'un  lato  del  triangolo  sari  y  =  I  x  ,  e  quella  air  altro  sari 

k—t 


i+tk 


(«  •—  a  )  •  E  da  queste  eUminando  la  <  »  risi^terà  fi*. 


nalmente y*  +^*  +  -r  V  — a^  =  o  ,  che  vedasi  appartenere  al  cer^ 
ebio,  e  che  ciitniiscesi  nel  seguente  modo. 
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Ad  un  dogli  estremi  A*  della  retta  data  AB  si  costituisca  Y  angolo  BAL,  ^  /Ej .  2.  iV 

1 

la  cui  tangente  sia  -r-  \  cioè  che  sia  compiaieBto  a  due  retti  della  proposta 

fomma  costante  degli  angoli  alla  base  de'  triangoli ,  e  dal  punto  medio  C 
della  AB  le  si  tiri  la  perpendicolare  CO  fino  air  incontro  della  AL  ;  il 
cerchio  descritto  col  centro  O  interrallo  AO  soddisferà  aH'  equazione 
proposta  y  e  quindi  al  proMema  .Ed  è  poi  chiaro ,  che  il  centro  dì  esso  i 
cadrà  al  di  sotto  ,  o  al  di  sopra  della  AB ,  secondochè  la  K  sia  positiva  ,  o 
negativa  ,  cioè  V  angolo  cui  essa  corrisponde  sìa  acuto  ,  o  ottuso  • 

Ma  Tona ,  e  Y  altra  di  queste  soluzioni ,  quantunque  elegante  ,  non 
vai  certamente  quella  intuitiva ,  che  offre  la  prop.  29.  £1.  IIL 

Alla  nota  (1)  del  §.  190. 

Qui  conviene  osservare ,  che ^  sebbene  gli  antichi  avessero  chiamate 
ojoipoils  le  due  iperboli ,  non  però  le  dovettero  considerare  come  due  curve 
distinte  ;  poiché  essi ,  che  dal  cono  ottennero  le  curve  coniche ,  dovettero 
veder  bène  ,  che  dalla  continuità  di  una  medesima  superficie  conica  in- 
definita pe*  due  versi ,  la  quale  faceva  u  n  nodo  nel  vertice  comune  di  . 
tali  due  coni ,  le  sezioni  opposte  si  ottenevano  ;  nò  questa  beile  censi* 
derazione  potè  sfuggire  la  loro  penetrazione  d*  ingegno  •  Ma  un  altro  ar- 
gomento di  aver  essi  considerate  le  sezioni  opposte  come  una  sola  curva 
a  rami  separati  ,  lo  dà  in  più  luoghi  la  teorica  delle  interseaioni  delle 
curve  coniche  da  Apollonio  recata  nel  Lib.  IV.  de*  suoi  Coniai. 

Al  S*  244»  ED  ALLA  KOTA  COHB. 

La  proprietà  dell'  iperbole  parilatera  ,  che  immediatamente  deducesi 
dair  equazione  di  una  tal  curva  nel  §.  2Vk.  ,  è  affine  a  quella  del  cer- 
chio ,  che  il  nostro  autore  volle  però  anche  ,  co*  mezzi  che  offriva  1*  a- 
nalisi  Cartesiana  •  rilevare  nella  nota  al  §.  167  ,  alla  quale  noi  abbiamo 
a^unta  la  corrispondente  derivazione  col  metodo  analitico  puro  (  Yiii 
pag.  pne,  )  •  E  potrebbesi  ancora  in  modo  analogo  con  questo  metodo  otte- 
nere r  intento  pel  presente  caso .  Ma  il  Pergola  senza  brigarsi  di  ciò  ,  li- 
nitossi  nella  nota  a  paragonare  la  facilissima  maniera  con  la  quale  e- 
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gli  l  areva  rilevata  >  a  queHa  teiiata  dal  diatmto  prof.  Bioi  »  la  etti  i- 
ib'toziODe  di  Geometria  analitica  col  metodo  delle  coordinate ,  era  a  qael- 
r  q^oca  la  principale  tra  le  pubblicate  »  e  però  versarasi  per  le  mani 
de*  giovani  studiosi  de'  nuovi  metodi  •  Ed  ei  inoltre  accortamente  dino^ 
tò ,  che  assai  difficile  risulterebbe  con  tal  metodo  la  ricerca  diretta  di 
futUa  locale  »  di  cui  ciascun  punto  oomgimUo  co'  termi  ni  di  ima  retta 
data  di  iito ,  e  dì  grandezm ,  gli  angoU  che  con  questa  vi  coeiilui'- 
sciVM  of  esecro  sempre  una  dola  differenza  :  che  vale  lo  stesso  cht&f altra 
di  :  Rintenire  la,  locale  de*  punti  »  che  congiunti  con  due  <dtri  di  sito  , 
sempre  due  di  fueUe  congitungenti  da  una  parte ,  comprendano  un  an-*^ 
gola  eguale  a  queUo  delle  due  altre  datt  altra  • 

*  Il  Newton  ,  che  nella  sua  Arithmetica  Univerealis  (  opera  veramente 
degna  di  un  tanto  uomo  *  e  che  non  minorerà  mai  del  gran  pregio  ».  ch'eb- 
be fin  da  principio  nella  scienza  analitico-geometrìca  »  e  deve  peri 
essere  attentamente  studiata  da'  coltivatori  di  questa  )  ,  aveva  scelti  per 
esempi  di  risoluzione  e  composizione  geometrica  tali  problemi ,  che  dasse« 
ro  luogo  a  qualche  regola  »  risolvè  il  di  sop^a  enunciato  nel  primo  mo- 
do (*)  ,  e  ri  stabili  per  principale  soluzione  quella,  che  conduceva  ad  un  » 
equazione  del  quarto  grado  a  due  indeterminate  ,  decomponibile  in  due 
del  secondo»  delle  quali  una  al  cerchio  mostrò  esibirete  soluzione  del 
problema  pel  caso  della  somma  data  degli  angoli  alla  base ,  Y  altra  per 
r  iperbole  era  per  la  differenza  di  quegli  angoli  ,  e  quindi  quel  pro- 
blema in  quistione  (**)  ,  non  senza  far  conoscere  da  che  derivasse 
questa  duplice  soluzione  ,  comprendente  ad  un  tratto  Tuo  caso  o  l'al- 
tro. Ed  a  rilevare  aver  egli  avvedutamente  ciò  operato  »  vi  soggiunse  su« 
bito  l'altra  soluzione,  conia  quale  a  dirittura  perriensi  ad  un  equa- 
zione a  due  indeterminate  del  secondo  grado,  dinotante  1'  iperbole  , 
eh'  egli  pur  facilmente  costruisce  ,  come  aveva  praticato  per  la  pri- 
ma soluzione  .  Aggiunse  inoltre  il  Niewton  l'elegante  soluxfoBo geo^ 
metrica  del  problema  stesso  ;  ed  il  Castiglioni  nel  suo  comento  vi  re^ 
co  pur  quella  di  Roberto   Simson  ,  che  il  Pergola  ancor  accenna  qella 


f 


*)  Sez.jy.  cap.u.prop.  ki. 

**)  Vegg.  anche  la  noia  a  piedi  del  %*  2TQ 
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» 

f  uà  Dota .  £  tuttociò  potrà  servire  a'  gioTani  a  dimottrar  loro  ,  tome  i 
grandi  uommi  abbian  sempre  cercato  porre  ad  essi  ionanxi  il  paralle- 
lo de'  metodi ,  onde  s*  invogliassero  ad  apprenderli  »  a  coltirarii  tutti  » 
ed  usarne  a  proposito  •  ' 

A*  SS-  273  a  278. 

La  Geometria  analitica  modernissima  manca  di  questo  teorema  fon- 
damentale per  la  quadratura  dell'  iperbole ,.  e  la  derivazione  de'  logaritmi 
iperbolici ,  il  cui  uso  è  di  grandissima  importanza  neir  Analisi  dogi'  infini- 
ti ;  e  dqveva  però  quella  a  questa  stabilirsi  dalla  Geometria ,  onde  più 
saldo  risultasse  l' edifizio  grandioso  »  cbe  sopra  vi  si  doveva  innalzare . 

La  Geometria  antica  nò  men  conobbe  quest'  insigne  proprietà  dell' 
iperbole  tra  gli  assintoti ,  dovuta  alle  ardue  ricerche  fatte  per  la  quadra- 
tura di  tale  curva  dal  valentissimo  geometra  de'  Paesi-Bassi  P.  Gregorio 
da  S.  Vincenzo  {*)•      . 

Al  S.  279. 

Su  questo  argomento  si  riscontri  la  dotta  Memoria  del  Giannatta- 
^  inserita  n^l  voi.  L  degli  Atti  della  nostra  R.  A«  delle  Scienze  ,  ove 
esso  troverassi  estesamente  trattato  •  E  si  riscontri  ^re  la  prop.  12. 
lib.y.  e  lo  scoi.  seg.  delle  Sezioni  ContcAe^nel  nostro  Cono  diGea^ 
mttria  e/emenlari^  e  sublime  voi.  IIL 


(*)  Vegg.  la  sua  elaboratissima  opera  ,  ehe  ha  per  titolo  :  Opui  gec 
metricttm  quadruturae  circuii  et  secUonum  coni  i  Antu^.  i647  in  fol. 
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Kl  %.  291. 

La  verità  dimostrata  nella  parte  2  di  questo  §.>  è  iuteramente  analo'- 
ga  a  quella  che  fìi  per  I*  ellisse  rìleyata  nel  §.  129  ,  e  potrà  però  per 
essa  yalere  la    stessa   avvertenza   dal  Fergola  recata   nel  §,  133  »  é 
da  me  ripetuta  nella   nota  corrispondente.   Ma  qui  conTienmi  inoltra 
osservare ,  che  il  sommo  analista  Lagrange  ,  nella  sua  importante  2%eo« 
m  de$    foneiioni  anàlytiquei  ,  ha  usato  in  questa  ricerca  talune  espreo^ 
»ioni  oscure  ,  e  forse  poco  esatte  ;  il  che  per  ora  accenno    semplice- 
mefite  dì  passaggio,  a  cautela  de'  giovapi ,  che  debbono  di  necessità  stu- 
diare un  tal  libro ,  se  vorranno  perfezionare  la  loro  istituzione  nelf  A« 
nalisi  sublime  ;  riserbandomì  a  più   chiaramente   spiegarmi  in  un  la* 
voruccio  ,  che  ,  col  tìtolo  di  :  Considemziùni  tu  di  una  proprietà  deU$ 
Sezioni  coniche  non  conosciuta  dagli  antichi ,  serbo  pe*  miei  Opu$eoli 
Matematici  •  Ed  avvertasi  loro ,  che  leggano  e  studiino  attentamente 
le  opere  de*  sommi  uomini  moderni  ;  ma  che  ne  giudichino  con  1^  ra« 
gion  matematica ,  e  non  con  prevenzione  ;  che  tutti  abbiamo  dell'  uma- 
no ;  e  siamo  però  soggetti  a  cadere  in  equivoci ,  ed  anche  in  erro- 
ri :  al  qual  proposito  ricorderò  ad  essi  i)  delfo  di  Guido  Grandi ,  che  : 
NU  vetat  quin  et  ipsi  geometrae  ,   cum  homines  sint ,  lap$ìbut  quoque 
obnoxii  esse  po$$int  ;  e  ciò  nel  trattar  ricerche  di  analisi  moderna  può 
più  facilmente  avvenire  ,  ^ome  la  storia  di  questa  scienza  ne  presenta 
più  di  un  esempio  •  .. 

A'S§.  nEL35fcAL371. 

Il  principale  scopo  geometrico  della  dottrina  delle  curve  coniche 
è  la  composizione  de' problemi  so<Mi  »  che  con  T  intersezione  de*  luoghi 
geometrici  a  tali  curve  ,  ed  al  cerchio  convenevolmente  compiesi  ;  ed. 
ò  però  ,  che  V  autore ,  esposte  le  proprietà  dì  quelle  curve  ,  a  ciò  si  ri  * 
volge  ,  prendendo  a  dilucidare  V  elegantissima  costruzione  Cartesiana  col 
cerchio ,  ed  una  data  parabola  .  Quindi  >ègli  comincia  nel  §.  39k  a  de- 
durre chiaramente  da'  prìncipj  precedenti  ,  che  un  cerchio  poàsa  in- 
tersegar  la  parabola  in  quattro  punti ,  e  le  condizioni  di  questi  :  di  poi 

(•}  TReor.  Buq.  ,  praef,  %.  S. 
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ìie  seg  §§.  355  e  356  indica  poter  aver  luogo  due  soli  punti  d  in- 
tersezione ed  uno  di  contatto  ,  nel  qual  caso  \  ordinata  per  questo  dovrà 
prendersi  due  volte ,  per  soddisfare  alla  condizione  dimostrata  nella  par- 
te II.  del  §.  35&  ;  o  pur  che  possano  aver  luogo  due  punti  di  contat- 
to*. Ma  a  compiere  un  tale  argomento  ,  con  quel  rigore  che  conve- 
nivasi ,  bisognava  dimostrare  per  le  vie  algebriche  ,  che  oltre  que'  quat- 
tro punti ,  non  poteva  il  cerchio  averne  altro  comune  con  la  parabo- 
la  ".  ed  egli  a  cii^  adempie  nel  problema  al  §.  357  ,  nel  risolvere  il 
quale  è  da  osservarsi ,  che  non  vi  procede  ,  come  aveva  fatto  per  F  el- 
lisse nel  §.  Ili.  ed  accennato  per  1*  iperbole  noli' altro  28T  ,  ma  a  di- 
rittura imprende  a  determinare  il  raggio  del  cerchio  ,  che  ^a  ad  un 
de*  punti  d*  intersezione  ;  il  che  dando  luogo  ad  un'  equazione  del  quar- 
to  grado  ,  dimostra  evidentemente  quattro  soli  poter  essere  que' 
punti .  E  dee  anche  notarsi  ,  che  risultando  tale  equazione  mancante 
di  secondo  termine  ,  chiaramente  indica  dover  in  essa  la  somma  de 
valori  positivi  della  y  pareggiar  quella  de*  negativi  ;  il  che  in  altro 
modo  puramente  algebrico  restituisce  la  verità  della  seconda  parte  del 
$.  35!^ ,  per'  la  quale  si  lungo  calcolo  ,  e  ragionamento  aveva  adope- 
rato lo  Scbooten ,  e  che  con  poco  avvedimento  vedesi  omessa  negli  or- 
dinarj  corsi  di  Geometria  analitica. 

Dilucida  indi  nel  §.  359  la  costruzione  Cartesiana  ,  col  dimostra- 
re quando  le  semiordinate  positive  della  parabola  debbano  stare  da  una 
parte  del  centro  del  cerchio  ,  e  quando  dall*  opposta  ;  il  che  alcuno 
de*  cementatori  della  Geometria  del  Cartesio  non  aveva  distintamente 
fatto  ;  e  poi  iie*8eg.  §§•  360  e  361  estende  alle  intersezioni  col  cer- 
chio e  le  altre  due  curve  coniche  ciò ,  che  per  la  parabola  aveva  pre- 
c'édentemente  rilevato  ,  ripetendo  quello  che  già  ne*  suddetti  §§.  111. 
e  287.  aveva  detto  ;  onde  risultasse  ,  che  con  esse  potevasi  egualmen* 
te  costruire  un  problema  $olido .  E  ne'  §§.  dal  362  al  366  varie  altre 
importanti  cose  nota  sulla  costruzione  Cartesiana  ,  e  su*  pregi  di  essa  . 

Finalmente  passa  nel  §.  367  ad  applicare  1  priocipj  stabiliti  air  ef- 
fettiva costruzione  di  un*  equazione  del  quarto  grado  mancante  del  se- 
condo termine  ,  e  gli  riduce  poi  in  chiara  e  breve  regola  nel  §•  368, 
indicandovi  ancora  il  caso    di  costruzione  per  le  equazioni  cubiche  , 

onde  il  presente  argomento*  rimanesse  in  ogni  parte  compiuto  • 

E 


3o  Note 


k'%%.  369,  370  E  371. 


Giacomo  Bernouin  ,  nella  nota  xxiv  in  Geometriam  CarUsti ,  do^ 
pò  aver  detto  »  che  la  soluzione  geometrica  del  problema  della  norma-- 
le  alla  parabola  »  per  un  punto  dato  fuori  del  perimetro  di  essa  ,  che 
dall'  Ugenio  era  stata  comunicata  allo  Schooten ,  non  era  adatto  no-  \ 
ta  ,  o. almeno  non  era  divulgata  »  ingegnossi  a  divinarla»  e  pervenne 
in  modo  analogo  a  quello  dai  Pergola  esposto  nel  §.  369 ,  e  con  fa- 
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eli  calcolo  a  costruire  il  problema,  combinando  un  cerchio  alla  para* 
boia  stessa  proposta  ;  di  tal  che  il  problema  »  sebbene  di  sua  natura 
solido  ,  coslruiscesi  del  pari  che  i  piani  »  con  la  sola  descrizione  di 
un  cerchio  .  Ed  il  Gagnoli  riportandolo  ,  nelle  sue  Sezioni  Coniche  , 
non  poteva  essere  a  meno,  che  non  adottasse  una  si  elegante  costru- 
zione.  Il  Pergola  perù  volle  anche  mostrare,  nel  §.370,  come  dal- 
la  stessa  equazione  già  ottenuta  per  la  prima  costruzione  »  potesse  fa- 
cilmente derivarsi  V  altra  air  iperbole  tra  gli  assintoti  ,  dalla  cui  com- 
binazione con  la  proposta  paraboTa  si  ottenessero  egualmente  i  pun- 
ti soddisfacenti  al  problema  •  Ma  egli  ciò  fece  per  trame  occa- 
sione di  avvertire  ,  che  dovesse  quel  metodo  di  costruirlo  a  questo 
preferirsi  ;  ond'  è  che  spiace  il  vedere  ,  che  posteriormente  taluni  ab« 
biano ,  con  poca  accortezza  ,  fatto  il  contrario  nelle  loro  analitiche  ri- 
cerche  superflue  su  tal  problema  ,  dopo  V  elegante  soluzione  ,  cn  era 
uniformemente  voluta  da  sommi  geometri  .  Inoltre  /  nel  §.  371,  non 
tralasciò  di  far  osservare  ,  che  lo  stesso  sarebbe  i*  andamento  del- 
l'analisi,  se  quel  problema  si  proponesse  a  risolvere  per  l'ellisse  ,  ed 
aggiugneremo  ancor  per  Y  iperbole  ;  indicando  fa  semplice  e  chiara  mo- 
dificazione ,  che  converrebbe  fare  :  sicché  un  tal  problema  potrà  con^ 
siderarsi  come  generalmente  proposto  ,  e  risoluto  per  le  tre  curve 
coniche  . 

Intanto  ciò  che  panni  al  proposito  di  esso  obblìato  si  e  ,  che  all'  e- 
poca  stessa  in  cui  l'  Ugenio  ed  il  Bémoulli  occuparonsi  di  tal  proble^ 
ma ,  se  pur  non  fosse  alcun  tempo  prima  ,  il  distintissimo  geometra 
francese  de  la  Hire  lo  aveva  risoluto  per  le. tre  curve  coniche,  nelle 
sue  Secfiones  Conicae  pubblicate  in  Parigi  nel  1685  ,  proponendo  in  forma 
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di  problema  il  caso  della  parabola  nella  prop,  19.  lib.  VII.  »  che  trovasi 
cosi  enanciaftì^  :  Perpunetum  datum  intra  vel  extra  parabolam  ducere 
ad  partjMam  reclam  ita ,  ut  hujus  reetac  portio  intra  eectionem  et  ip- 
sim  axem  iit  minima  omnium  rtctarum  ,  quae  ab  eodem  axis  puncto  ad 
sectionem  duci  posiunt  ;  e  dandone  una  costruzione  e  dimostrazione  ana- 
loga a  quella  del  Bernoulli .  £  per  gli  altri  due  casi  dell*  ellisse  e  dell* 
iperbole ,  ei  cooyerligli  in  fomn  di  teorema  nella  proposizione  s^uen* 
te  ,  adoperando  però  F  iperbole  per  la  determinazione  de'  punti  cercati  : 
e  forse  fu  questo  il  motivo ,  ebe  1*  indusse  a  tal  conversione  .  Ma  su 
questo  problema  ,  e  sulla  costruzione  di  esso ,  ben  altno  mi  rimane  ad 
osservare ,  per  la  regolare  ed  elegante  composizione  de*  problemi  »  tan- 
to desiderata  da'  geometri  accurati ,  che  darà  occasione  d*  illustrare  un 
importante  luogo  delle  Collezioni  di  Pappo  finora  non  avvertito  :  del 
che  ne*  miei  Opuscoli  Jlhtematici. 

A*SS-  380  »  381  B  382. 

Il  Pergola  aveva  nel  §«  ibi  esibita  la  ricerca  della  poUut  di  un  dato 
punto  per  l' ellisse  ,  e  nel  seguente  la  facile  costruzione  di  essa,  lodi 
lo  stesso  aveva  identicamenle  fatto  per  Y  iperbole  ,  ne*  SS*29ft  e  296  : 
Finalmeute  nel  §.  376  aveva  pur  analogamente  risoluto  lo  stesso  prò* 
blema  per  la  parabola  :  sicché  tutte  queste  tre  ricerche  costituivano  la 
soluzione  pel  problema  generale  di  :  esibire  la  locale  de  punti  di  con- 
torso  delle  tangenti  condotte  ad  una  €utva  conica ,  per  gli  estremi  di 
«fia  qualunque  corda  tirata  ad  cesa  da  unpunto  fugri  deli  suo  perime*- 
irò  .  Con  tutto  ciò  egli  imprende  una  tal  ricerca  ,  e  con  una  nuova  a- 
naiisì  nel  $.  380.  In  seguito  nel  $.  382  estende  le  sue  considerazioni  al 
problema  più  generale  ,  eh*  egli  propose  ,  supponendo  che  le  corde  non 
passino  già  per  un  dato  punto,  ma  tocchino  un*  altra  curva  d4iUa  ,  del  qoal 
problema  ,  sebbene  a  simplificar  Y  andamento  delia  soluzione  ,  la  ese* 
gua  per  Y  ellisse  ed  un  cerchio  concentrico ,  può  però  essa  estenderai 
a  due  curve  conicbe  in  generale  * 
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A*  §§.  DAL  383  AL  389. 

Lo  specioso  problema  di  cui  trattasi  nel  §.383.  apparve  la  prima 
volta  proposto  dal  de  la  Hire  nelle  sue  Stctione$  Conieae  ,  ove  forma 
la  prop.  29.  lib.  YIII.  così  enunciata  :  In  parabola  determinare  guae- 
nam  sit^  linea,  in  guam  eontingenies  parabolam  eundem  angulum  ,  sive 
acutum  ,  site  obtnsum  capientes  eonveniunt  :  ed  egli  si  propose  in  gra- 
iianì  analystarum  di  ricercare  un  tal  luogo  ,  via  awUyHca*  La  sua  so- 
luzione però  è  preceduta  da  un  apparecchio  geometrico ,  il  che  rende  poi 
r  analisi  algebrica  assai  breve  ,  e  presenta  senza  stento  alcuno  V  equaxione 
air  iperbple  ,  di  cui  non  tralascia  notare  ,  che^l'  una  delle  sezioi^i  opposto 
costruisca  il  problema  per  l  angolo  acuto  »  Y  altra  per  V  ottuso  ;  che 
pel  retto  vi  corrisponda  per  locale  una  retta  ,  eh'  è  la  linea  di  su- 
blimità della  parabola  ,  e  che  le  iperboli  opposte  debbano  necessariamen- 
te cadere  Y  una  da  una  parte ,  Y  altra  dair  altra  di  tal  linea  di  subli- 
mità. Finalmente  conchiude,  che  lo  stesso  metodo  di  soluzione  converrebbe 
adoperare  ,  se  il  problema  fosse  proposto  per  l'ellisse  ,  o  per  l'iperbole  ; 
il  che  egli  tralascia  ,  per  non  esser  suo  scopo  di  trattare ,  in  quella 
sua  opera,  i  problemi  con  metodo  algebrico  :  donde  ben  intendesi  a- 
ver  egli  rilevato  con  tal  metodo  ,  che  per  queste  curve  la  loca^p  di 
que'  vertici  fosse  una  curva  di  quart'  ordine  ,  e  di  difficile  costruzione. 

Aloau  tempo  dopo  ,  Y  illustre  marchese  de  Y  Hopital ,  ignorando  af- 
fatto tei  soluzione  del  suo  concittadino  ,  propose  il  problema  per  la  so- 
la parabola,  e  trattoUo  come  un  esempio  di  problemi  indeterminati,  nel 
lib.  Vili,  delle  sue  Sectiom  Coniques ,  distinguendone  la  soluzione  in 
tre  casi ,  per  la  qualità  dell*  angolo  dato  delle  tangenti.  Ed  una  tal  so- 
luzione ingegnosa  ,  è  anche  guidata  da  ripieghi  geometrici  a  proposito 
adoperati  :  ma  nulla  yì  è  detto  per  Y  ellisse ,   o  Y  iperbole  . 

Per  quant'  è  a  mia  notizia ,  rimase  dimenticato  un  tal  problema 
lino  al  181fc ,  che  il  Pergola  il  riprodusse  nelle  sue  Sezioni  Coniche 
analitieamenle  traUfUe ,  dandone  in  doppio  modo  ,  Y  uno  e  l' altro  ele- 
gantissimi ,  con  nuovi  ripieghi  analitici ,  ja  soluzione  ;  e  lasciando  a 
purp  esercizio  de'  giovani  il  distenderla  analogamente  per  Y  ellisse ,  e 
Y  iperbole  ,  non  senza  però  avvisarli ,  che  per  queste  curve  Y  equazio- 
ne risulterebbe  del  quarto   grado  a  due  indeterminate  • 
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Dopo  tre  anni  comparve  lo  stesso  problema  generalmente  propo- 
sto per  le  curve  coniche  ,  negli  Annali  delle  HatemeUiehe  voi.  YUI. 
(  1817  e  1818  )  ;  e  nel  volume  stesso  se  ne  vide  poi  la  soluzione ,  col  me- 
todo analitico  puro ,  dal  distinto  matematico  francese  Poncelet .  Ma  per- 
venuto eh'  egK  è  air  equazione  della  curva  richiesta  ,  trovandola  di  quar- 
ta ordine  ,  abbandonati  i  casi  per  1*  ellisse  e  Y  iperbole  ,  ripiega  in  consi- 
derar quelli  pel  cerchio  e  la  parabola  •  in  cui  essa  abbassasi  al  secondo  ; 
che  però  il  problema  rimane  per  questa  curva  conica  risoluto  in  modo 
più  complicato  di  quello  ,  che  col  metodo  stesso  da  lui  tenuto,  e  con 
una  scelta  più  conveniente  di  coordinate  poteva  ottenersi ,  come  vedesi 
dal  seguente  calcolo  del  prof.  Grimaldi  : 

Sieno  /3 ,  a  ;  ^ ,  y  le  coordinate  degli  estremi,  della  corda  condot* 
ta  nella^parabolape' punti  di  contatto  ;  saranno  la  equazioni  delle  tan- 
genti essa  curva  ,  che  dinotano  i  lati  dell'angolo,  espresse  da 


/  =  4(^  +  *) 


7=-y(^  +  r) 


<onde  le  coordinate  del  punto  di  concorso  saranno 
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che  fftloiiiNiU  ed  onfioaU  dà  fin 

uuioffL  j  qnefla  coi  3  Pergola  per  a-t-?   v*.  era  màpffim  nodo  per- 


E  Toleodo  andie  traine  da  essa  il  ca^  parfieobre  ddTa^olo  retto 
delle  tangenti ,  come  e^i  ha  Catto  nel  ^  38  j  .  biiterà  riflettete,  che  es- 
fendo  in  tal  caso  ìofinHa  h  tangente  h  ,  si  farà  /3  i  +p^  =  •  ,  ck>è 

Sfa?  +/•  =  0  ,  ed  a;  =r ,  cioè  costante  ,  ed  aguale  atta  «luarU 


parte  del  parametro  principale  :  però  la  locale  rìchiesU  «rebbe  la  linea  di 
MMimili  ,  coni'  è  chiaro  dagli  Eloncnti  àe  Conici  - 

E  per  non  lasciare  ìnosserrato  quel  giudizioso  ripiego  adottato  dal 
Poocelet ,   nella  8ua  analisi  del  problema  ,  per  ottenere  V  equazione  alla 
tangente  ,  ripetendola  da  quella  di  una  segante  ,  per  la  quale  cjKodo 
si  raccolti  insieme  i  punti  d  intersezione  ,  le  dui^  mdiei  delT  equazione 
a  quesU  busi  uguali ,  il  qual  ripiego  egli  attriboisee  al  sig.  Le/hmfois , 
per  vederlo  praticato  nel  costui  Es$ai$  de  Geometrie  atudytipu  ,  conrien 
dire  ,  che  del  medesimo  sì  vale  aneora  il  nostfo  autore ,  seUa  prima 
soluzione  daU  al  presente  problema  ($.  333  ) ,  e  se  n'era  poro  Talo- 
to  per  la  determinazione  deUe  sunoormale  in  una  curva  conica  Y  S-  ^  t 
217  ,  333  )  •  Ma  non  pere  il  merito  dì  averlo  prima  adoperato  ad  al- 
cun di  essi  ne  Tiene  ;   avendolo  tratto  dal  Cartesio  (  Geomei.  lib.  U.  ti 
Epia.  pari.  ni.  ep.  LUI.  )  ,  ed  essendo  stato  poscia  us^to  i^ine* 
mente  dagli  analistì ,  come  il  Pergola  stesso  non  mancò  di  avvertirlo 
nel  $.  31. 

Ritornando  on  al  proposto  problema .  ci  permetteremo  osaemm  , 
che  non  vediamo  qoal  vantaggio  ti  ritragga  dal  proporio .  e  tiwttvV» 
generalmente  ,  quando  poi  non  sia  costruibUe  che  per  la  sola  pandi»- 
la  ;  e  troveremo  sempre  preferibUe  il  modo  precedentemente  temilo 
di  limitarlo  a  questa  ,  come  fl  de  la  Hire ,  IHopital  ,  ed  «Uima- 
mente  U  Fetgola  avevan  fatto  ,  indicando  poi .  come  costai  ed  3 
ile  b  Hire  praticarono  ,  r  uniformità  dell'  aaaliii  per  le  altrt»  carré 
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coniche ,  e  la  qualità  deir  equazione  mdetemiinata  Bnale  alla  qiiale  si 
perriene .  Una  loluzìone  generale  di  un  problema  ,  specialmente  geO' 
metrico  ,  è  preferibile  ,  se  g^ierale  ne  sia  pure  il  risultamento  :  ma 
te  poi  questo  rimangasi  limitato  ad  tin  caso  semplicemente;  a  che 
tanto  aflaticarsi  ?  Sarà  allora  miglior  consiglio  il  tendere  particolarmen-^ 
Ce  a  questo  ,  molto  più  se  il  voler  assicurarsi  degli  altri  casi ,  riduca- 
si ad  una  semplice  ripetizione  dell'  analisi  già  fatta. 

Finalmente  conchiudeva  il  Pergola  le  sue  ricerche  su  Cai  problè- 
ma ,  proponendo  a'  lettori  nel  §.389 ,  come  di  facile  investigazione,  l'altro 
problema  di  :  Determinart  la  ewrva  ,  cht  tner».  toccata  daUe  congiutì" 
genti  i  contatti  di  due  tangenti  di  una  data  farabola  ,  le  quali  con- 
tengano sèmpre  un  dato  angolo  acuto ,  'oot^èro  alluso .  Ed  un  tal  proble* 
ma,  anche  generalizzato  perle  tre  curve  coniche,  formava  la  seconda 
parfe  delta  proposizione  fatta  negli  Annoiti  suddetti ,  e  diede  pur  luogo 
alle  corrispondenti  ricerche  del  PonceleC  ,  le  quali  ripetute  da  prin- 
cipi fiublimi ,  avendolo  menato  ad  un  calcolo  assai  Inngo,  difficile,  e 
di  risultamento  incerto  »  si  vide  costretto  ad  abbandonarlo  ,  confessan- 
do, di  non  aver  avuto  coraggio  di  seguirne  1*  andaniento ,  quantunque  ne 
avesse  avuta  tutta  la  buona  volontà,  e  V  impegno, 

^'S§.  393  E  396. 

La  defscrizióne  delle  curve  coniche  noi  piano  ò  uno  de*  principali 
oggetti  di  ricerche  su  di  esse  ;  si  per  adoperarle  convenevolmente  nel- 
la costruzione  de'  problemi  solidi  (  di  terzo ,  o  quarto  grado  )  si  per 
compiere  la  soluzione  di  molti  problemi  sulle  forze  centrali  .  Gli  an- 
tichi ,  che  non  conobbero  tal  descrizione  furono  costretti  a  comporro 
que'  problemi  con  la  combinazione  de'  coni  stessi  ne'  quali  le  curve  ad 
essi  soddisfacenti  erano  segnate  (*)  ;  donde  loro  diedero  il  nome  di 
solidi ,  e  però  per  lungo  tempo  esitarono  a  riceverli  in  Geometria  . 


(')  Si  riseot^ri  Pappo  dopo  la  prop,  37,  lib.  IV,  :  e  se  ne  vegga- 
no gli  esempi  nelle  Collezioni  stesse  di  questo  (.Tonietra  ,  e  ne'  Cof^gi 

di  Apollonio , 
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Or  una  tale  deseriiioiie  nel  piano  ,  potendo  eseguirsi  ,  o  eoo  me 
organico  ,  o  per  assegnazione  di  ponti ,  Ti  è  però  bisogno    de'    con^ 
neToli  determinanti  per  ottenerla ,  che  sono  3  parametro  ,    e   la   pos 
zion  dell'  asse  «  ed  in  esso   il  fuoco  ,  se  sia  una  parabola  ;     e  I*    a» 
principale  ed  i  fuochi ,  se  on'  ellisse  o  un'  iperbole .  Mi  questi   di    rar 
emergono  a  dirittura  dair  analisi  geometrica  ,  o  geometrìco-analittca    ài  ui 
problema  solido  ;  nò  tampoco  ravTisansi  a  prima  vista  nelle  qulstlooi  d 
Meccanica  di  sopra  indicate  :  quindi  un  nuovo  artifizio  bisogna ,   perchè  d^ 
que'  determinanti  che  ottengonsi ,  che  dirò  geometrici ,  e  di  pura  specula^ 
zkme  a    quelli  pratici ,  po<^'  anzi  indicati  per  1'  effettiva  descrìziooe  sì 
pervenga  :  il  che  ha  formato  F  oggetto  di  diverse  ricerche  •  le  qaali  ve^- 
gonsi  principalmente  dal  Newton  riportate  in  fi|i#  dell'  AritkwMHea^  Uni-- 
venalU ,  per  preparazione  alla  costruzione  de'  problemi  solidi ,  o  più  e- 
stesamente  nelle  sez.  iv.  e  v.  de  tirineipia  thUoiopkioé  Naturaiis  ,. 
per  le  qoistioni  di  Meccanica  :  ed  il  Pergola  nelle  sue  Sezioni  Cernia 
che  geometriche  ne  restrinse  il  numero  a   tre  problemi  ,  quello  cioò 
di  :  deicriven  f  ipefòole  ira  doli  auiniali  /  a  per  «fi  pillila    daio  meiC 
angolo  da  eai  compreso  ;  V  altro  di  daerivere  nna  ieiione  comica  per 
cinque  punii  dati  ,   ire  de'  quali  ,  comunque  pren  ,  fMNi  iOicno  per  drit- 
to ;  che  sono  i  convenevoli  determinanti  per  essa  :  e  finalmente  quello 
che  vedesi  enunciato  nel  presente  $•  395 ,  eh'  è  di  riduzione  al  pro- 
blema inverso  delie  forze  centrali ,  nella  vera  ipotesi  di  gravità  decrescen- 
te come  il  quadrato  della  distanza .  Ma  siccome  gU  artifizj  di  riduzio- 
ne de'  determinati  geometrici  assegnati    in  sifiatti  casi ,   a  queUi  pra- 
tici ,  più  facilmente  per  le  vie  geometriche  possono  ottenersi ,  che  per 
quelle  della  moderna  analisi  ;  di  che  il  nostro  ^autore  ha  voluto  dar- 
ne un  saggio  nel  §.  396  ,  e  può  anche  rilevarsi   dall'  Arithnuiiea  Uni- 
versale del  Newton  ,  cosi  egli  ha  creduto    superfluo  di  ulterionnente 
occuparsi  di  questo  argomento  nel  presente  Trattato . 
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La  veriU  dimostrata  in  questo  §. ,  eoa  la  semplice  riduzione  in  lì 
guaggio  algebrico  di  una  proprietà  elementare  del  trìaogolo  ,  e  che  in  si- 
n^iglìante  modo  videsi  apparteoere  air  ellisse  ,  ed  ali*  iperbole  (  ^  iS3  e 
907  )>  è  oYTia  ne*  trattati  geometrici  delle  curve  coniche  •  Intanto  di  esin 
vedesi  una  dimostrazione  con  1*  analisi  pura  ripetuta  da  principj  più 
alti  ,  e  che  esige  sviluppo  più  lungo  ,  e  men  facile  »  eseguita  dal 
sig.  Pages  ,  nel  JourwA  de  Malhimatiques ,  che  da  pochi  anni  ai  sta, 
pubblicando  in  Parigi  dal  sig.  Liouville  ,  nel  nuro.  pel  novembre  de|^ 
l'anno  1837»  SQtto  il  titolo:  Sur  un$ proprietà de$  Seetiom  Commuti  , 
enunciandola  nel  seguente  lùodo  :  Se  per  un  puuio  qualunque  di  una 
iexione  cofUea  $i  Urino  i  rag§i  vettori  »  e  la  normale  terminata  a^ 
r  ai$e  de'  fuochi  :  la  proiezione  di  queeta  normale  tu  cimeuno  de^  raggi  tei- 
ieri  4  umpre  guanto  U  eemiparametro  ddfeuee  iudietto  ;  la  quale  eoun- 
dacione  è  diversa  da  quella  solita  a  riportarsi  »  in  ciò  ,  che  in  questa 
si  adopra  la  nozione  primitiva  di  perpendieoktrt  aUauaia  doK  incontìto 
della  normale  con  f  atee  tul  ramo ,  ed  in  quella  si  ricorre  alla  noaiooe 
derivata  di  projezione  ,  eh'  è  anche  di  nuovo  conio  in  Geometria  pura. 

A'  CAP.  XI.  s  XIL 

n  trattar  per  vìe  elementari  quelle  ricerche  ,  che  possoMi  anco- 
ra in  modo  più  generale  da  metodi  sublimi  ripetere  »  non  è  puro 
tosso  e  sttperfloo  di  scienza ,  come  taluni  erroneamente  pensano  :  ma 
consentaneo  alla  ragione,  allo  sviluppo  delle  umane  conoscenze ,  eM* 
volta  anche  necessario  •  E  sarebbe  certamente  ageonyetrico  derivate 
le  proprielA  del  cerchio  da  quelle  dell'ellisse  ,  del  pari  che  l'ò  arre» 
starsi  a  questa  nel  eoetkuire  un  problema  ^  che  per  mezzo  di  quello 
poù  risolversi ,  quantunque  una  tal  curva  si  presentasM^piò  knaedlfr- 
tamente  »  che  V  altra ,  nel!  analisi  del  problema  ,  come  per  mi  esem- 
pio osservasi  in  quelle  di  :  eottruire  topra  una  data  baee  un  trian§ota 
eke  oNna  data  la  tommade*lati  ,  attenendosi  alla  eonUzumt  ,  e  non 

alla  natura  di  eiae  . 
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Ma  il  trattare  con  X  analiai  ib'  /tnili  ]e  stette  ricerche ,  le  (joali 
poaieiisi  cop  bcfltà  ricavare  da  forinole  di  aBalisi  i$fi  infimii  ,  ha  an* 
Cora  r altro  oggetto,  che  i  priocipj  di  questa  ,    che  a    malgrado  gli 
gforzi  di  amami  analisti  moderni ,  ai   rimangono    tuttatla    oscaci  «    e 
fwraio$$ali  •  seblien  veri  , .  yenissero  dalla  uniformiti  de'  risuttament) 
coi  danno  luogo  nelle  loro  applicazioni ,  con  queUi  di  già  ottenuti  ooii 
V  analisi  de'  finiti  ,  oomproTati .  E  questa  fu  una  delle  principali  ra-* 
gioni  per  la  quale  il  Leibnitz  ,   ed  i  BemouUi  molto  adoperaransi  »  e4 
espressamente ,  per  riescire  in  alcune  rioerche  »  escludendo    assoluta-» 
mento  ogni  amminicolo  dell'  analisi  infinitesimale  ;  ài  che  molti  esem^* 
pj  oflronó  le  opere  di  questi  due  sommi   matematici  •   Ma  nel  caso 
presente   non  doTeyansi  afiatto  tralasciare   le  ricerche   de*  due  cita^ 
li   capitoli    col  metodo  Cartesiano  ,  il  quale  può  benissimo  rìescirvi , 
come  in  essi  mostrasi  ;  e  render  cosi  compiute  le  dottrine .  che  sul- 
le curve  coniche  nel  presente  trattato  esponeransi.  Ed  io  riporterò  qui 
la  massima  giudiziosa  di  un  modernissimo  geometra  francese ,  ben  me^ 
ritamente  riputato  da*  coltivatori  del   metodo  analitico  puro  ,  con  le 
sue  stésse  parole  :  «Geserait»  sans  dente,  unepuerilitéd'eviter  coéh 
y>  stamment  l' usage  du  cakul  dlfferentiel ,  sur  tout  lorsqué  son  secours 
)»pent  introduire    dans  les  recherches  des  simpliflcatioos  de  quelque 
»  importance  ;  cependant  ,  il  ne  peut  ótre  que  tres  utile  a  eelui  qui 
»  veut  entreprendre  des  études  mathématiques  serìeuses  et  profondes  , 
)»  ^  ne  recourir  aux  ptocedes  de  ce  calcnl ,  qu'  apres  avoia  epuisé 
»  toutes  les  ressources  de  l' analyse  ordinaire  «  [Amàl^  dee  Maik.  ) 
»  •    Al  che  aggiungasi  ancora  dò  ,  che  dal  Pergola  è  stato  detto  nel  ^.S. 
{;  {       Prof.  Ma  più  specialmente  entrando  per  ora  a  ragionare  del  Cap«xi ,  dirò  ; 
eh'  esso  sia  lo  più  compito  lavoro  ,  prodotto  su'  cerchi  osculatori  delle 
curve  coniche ,   con  l'analisi  Cartesiana  ,  e  di  grande  ornamento  al  pre-* 
sente  trattato  del  Pergola  ,  se   riguardisi  all'  autorità  del  Newton  ,  che^ 
cosi  si  espresse  ,  al  proposito  del  problema  di  determinare  la  quantità 
di  curvatura  di  una  data  curva  in  un  qualunque   punto  di  essa  :  Pùv^ 
ea  itttil  prMemata  curvai  tp§etantia  hoc  etefuntitta  ,  et  quae  peniiiui , 
lamm  t^wran^  é4t$ga9a , 
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A*  SS.  OALMW  ,   AL  Mi  B   HOT. 

n  LettNiiti  Ai  il  primo  a  chiainare  oienlo  ,  o  oicfi((Ui<MM  il  pinilo 
^TO  OD  cerchio  che  tocca  ima  curva  tì  atesae  la  atoMa  sua  cuirali»» 
n  ,  cioè  io6fe  l'iittiiiio  4e'  cerchi ,  che  la  loccaoo  in  quel  paolo ,  fio- 
che tra  euo  e  la  cunra  aHio  noo  potoBSe  deacriTerteoe  (*)  :  eg^  perd  *- 
▼eiidooe  assegnala  od'  ioeiatla  nozioDe  ,  fu  questa  conetta  da'  fralelli 
Benoi^li ,  e  specialmeole  da  Gia9Dmo  ^*)  ,  in  quel  modo  che  tedeci 
dal  Pergola  esposto  (  $•  UM*  e  noia  ) ,  ed  al  quale  si  era  uniforaialo  11 
eonmo  Newton ,  e  tuli'  i  moderni  analisti. 

A'  SS-  M>5  a  «06. 

n  melodo  die  adopra  il  Pergola  nel  risdTore  questo  problema  , 
è  finHimo  e  quallo  del  Cartesio  per  tirar  la  langeiìle  ad  una  curva  » 
ed  analogo  aU*  «salo  da  Giacomo  Bomoujli ,  e  dal  Newton  nel  problenia 
slspso .  Ed  avierlasi .  che  r  altra  soluzione  esposta  nell'  aUur  (S«M6  )  » 
fino  air  equazione  £«  non  sia ,  che  una  siaylificazione  del  calcolo  del- 
la precedente  ;  poiché  avendola  egli ,  col  nuovo  ripiego  geometrico  a- 
dollalo  ,  rinveouta  identica  air  aUm  B  rici|vata  dalla  A  molt^licaMi  una 
sol  volta  per  una  progressione  aritmetica,  non  ò  in  obbligo.»  che  di  molfr 
pHcar  questa  un'  altra  sol  volta  per  altra  progressione  aritmetica  ,•  Dopo 
che  égli  si  rivolge  in  altro  modo  a  terminar  r  analisi  del  problema , 
non  polendo  più  valersi  della  similitudine  de'  triangoli  GW>  »  HNO*  •che  *  f§.  U. 
gli  era  già  servita  ad  ottenere  r  eqnazione.E  . 

Finafanenle  nel .  %.  UB  egli  espone  un  altro  ingegnoso  modo  da 
pervenire  alla  slessa  determinazione  del  raggio  d*  esodo  nella  parabola. 
E  tallo  ciò  potrà  servire  a  dimostrare  senqpre  più  la  fscondità  dcU'  a- 
naiisft  Cartesiana  convenevolmenle  adoprata» 


n  G«  6«  L-  ÌMUaHo  not»  de  N<Uura  amgiM  emUaehu  $i  oie%h 
K ,  ee.  (  Ada  erud.  Lq)s.  1686  pag.  269.  ) 

(**)  AUittm$faum  ad  iolutianem  curvoé  caudiea9  finOrii  io.  Ber^ 
iHHilfi .   (Ada  Erud.  Lìps.  1692  ,  mari.  pag.  110.  ) 
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Note 

Al  $.  409. 


L' Dgenio  ta  il  primo  ad  avvertire  ,  che  i  centri  de*  cerchi  oscula- 
tori di  una  curva  sono  allogati  in  altra  curva  »  che  disse  evoltifa  del- 
la prima  C)  ^  ^  ^^  ^^  ^^l^®  ^^  c^^>  P^'  pensttire  ifiversameute  dall'e- 
voluta della  parabola  a  descrivere  questa ,  ed  esibirne  il  raggio  d'  o- 
sculo  iD  ciascun  punto  (**)  ,ch*è  ciò,  che  il  Pergola  espone  nel  presen- 
te $.  Ma  egli  non  dovendo  oltrepassare  i  limiti»  che  si  aveva  proposti 
in  questo  capitolo ,  tacquesi  sulla  rettifieasione  della  parabola  Neiliana  . 
eh' è  r  evoluta  della  conica  .  .  . 


A    §.  MO. 


/ 


La  ricerca  dell*  evoluta  dì  un  quadrante  ellittico  è  condotta  simil- 
mente a  quella  per  la  parabola  .già  assegnata  nel  §.  MfB  ;  e  lo  stesso 
andamento  di  analisi  potendo  ancora  adoperarsi  per  1*  iperbole  ,  im  tal 
pròt>lema  -rimane  generalmente  risoluto  per  le  curve  coniche  ;  e  qoin-r 
di  adempie  alle  ricerche  le  quali  potevano  stabilirsi  in  tale  aigomen- 
to  nel  presente  trattato  .  Ed  è  degno  di  esser  oonsideriito  ciò  ,  die  l' au- 
tore ,  cogliendo  V  occasione  ,  nota  nel  JiUtr^  quant*  altro  ne  ctvecte 
.negli  altri  kik  e  416. 

A-  S$.  4.17.  À  h^ì. 

^  La  verità  dimostrata  nel  §*  417 ,  dalla  quale  immediatamente  rile^ 
vasi  in  ^ogni  curva  conica  la  curvatura  in  ciascun  punto  di  ^ssa  »  è  facile 
conseguenza  delle  precedenti  ricerche  :  nulladimeno  era  conveniente  che 
per  la  sua  importanza  comparisse  espressamente  dinotata.  Yeggasene  pure 
r  elegante  dimostrazione  geometrica ,  che  Y  autore  ne  reca  oellf  Sezioni 
Coniche  ,  che  formano  il  voi.  IH.  del  mio  Corso  di  Geometria^ 


("]  JSbroI.   0$eill  pmi.  HI.  fr.  i. 
(**)  Luog.  e*,  pr.  *• 
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^  A*  $$.  431  .  422  ^  423. 

Si  avverta  all'  elegante  costruzione  del  pnddema  proposto  nel  $.4-21, 
ed  a  ciò  che  al  proposito  il  Pergola  osserva  nel  $•  422  ,  e  che  può 
riescire  utflissimo  nella  costnuione  di  alcun  problema  ipersolido  :  fi- 
nalmente al  modo  semplice  ,  che  ne  addita  per  la  soluzione  dell'  im- 
portante problema  della  descrizione  di  una  curva  conica  ,  ove  T  un  de' 
determinanti  sia  la  sua  curvatura  in  un  dato  punto . 

Al  gip.  XII. 


Tra  le  sublimi  escogitazioni  Archimedee ,  degne  di  grandissima  at- 
tenzione sono  sempre  state  pe' geometri  quelle,  ch'ei  indrizsò  aDositeo 
nel  '  libro  sti^s  dmoidi  e  Sferoidi ,  e  le  altre  che  in  seguito  inviogU  in- 
torno la  quadratura  della  parabola.  Or  le  ricerche  ,  che  quel,  sublime 
ingegno  trattò  in  questi  libri ,  riguardanti  misure  di  que'  solidi ,  ridu- 
(^evansi  alla  quadratura  della  paraboU  e  dell'  ellisse ,  ed  alla  cubatura 
della  conoide  parabolica  ,  ed  iperbolica  ,  e  della  sferoide  t  né  più  olire 
osò  progredirsi  con  T  antica  Geometria ,  da  que'  sommi  ed  accurati  no- 
stri maestri  ;  nò  tampoco  quando  questa  tornò  ,  dopo  non  breve  giro 
di  secoli ,  a  ricoltivarsi ,  fino  al  xvii.  ,  in  cui  finalmente  1'  iperbole 
ottenne  ancor  essa  la  sua  quadratura  ,  dalla  quale  prese  origine  un  al- 
tro genere  di  fogaritmi.  Contemporaneamente  l' Ugenio  esibiva  in  modo 
assai  elegante ,  ed  alla  maniera  di  Archimede  per  la  sfera ,  la  superfi- 
cie della  conoide  parabolica  ,  dell'  iperbolica  ,  e  delle  due  sferoidi  (*)  ; 
ma  lasciava  neir  incertezza  sul  metodo  che  lo  aveva  guidato  a  simili 
scoperte,  l  che  vedevansi  anche  ,  al  suo  solito  ,  prive  di  dimostrazio- 
ne :  ed  egli    dava  pure  in  seguito  la  rettificazione  della  parabola  . 

Ma  quest'  argomento  delle  dimensioni  delle  curve  coniche  ,  e  de*  loro 
solidi ,  non  aveva  presa  una  forma  elementare  ,  né  videsi  apparire  io 
alcuna  opera  sulle  curve  coniche  ,  pria  che  ciò  operasse  il  Pèrgola  ».nel- 


(•)  Borei  Oum.  f ort'.  HI.  pag.  103  a  104, 
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le  sue  htituzioni  ii   Gemina  iublimi  ,  che   dopo  ateric  per  moli» 
anni  dettale  manoscritte  a'  suoi  allievi  ,  s' indusse  .  a  spinU  di  alcuni 
di  essi ,  a  pubblicarle  n^l  1791 ,  e  che  in  seguito  da  lui  ristampale  con 
sue  modificazioni  nel  1810  .  hanno  poi  avuto  per  mia  opera  bmi  aei 
altre,  eàizionì ,  riescendo  un  tal  libro  utilissimo  alla  gioventù ,  che  ncl- 
r  arduo  sentiero  della  Geometria  sublime  cerca  inoltrarsi .   In  esso  ei 
raccolse  ,  e  con  rigor  geometrico  certo  dimostrare  quanto  aid  prece- 
dente argomento  delle  dimeasioni  si  è  accennato  .  Ma  V  Analisi  moder- 
na  fidando  interamente  a'  mezzi  potentissimi ,  che  ad  essa  offriva  il  cal- 
colo degl*  infinitesimi ,  aveva  interamente  schivato  tentare  quanto  va- 
lesse in  siffatto  argomento  la  Geometria  Cartesiana  :  ed   era  ben  con- 
veniente ,  e  per  ragion  di  metodo  .   e  per  compimento  di  scienza ,  che 
in  esso  si  sperimentassero  le  sue  forze  ,  e  che   un  trattato  analitico 
delle  curve  coniche  non  andasse  sfregiato  di  una  delle  principali  ricer- 
che geometriche  ,  quaF  è  quella  della  Misura. .  Ed  il  Pergola  ,  dopo  a- 
ver 'felicemente  corso  il  primo  aringo,  volle  anche  misurarsi  in  questo 
secondo,  esibendo  nel  presente  cap. xii.  quanto  mai ^ può  desiderarsi 
in  tale  argomento,  e  vi  riesciva  con  tale  faciltà  di  calcolo,  da  rende- 
re le  sue  ricerche  intelligìbili  a  chiunque  sia  nell*  Algebra  elemeoU* 
re  versato  . 

Ma.  perchè  mai  ei  non  vi  comprese  la  rettificazione  delT  ellisse  • 
e  deir iperbole  ,  come  per  la  parabola  aveva  fatto?  A  ciò  egli  medesimo 
risponde  nello  scoi.  n.  al  §<  '^  o^®  ^^^^  correlazione  delle  rettifica- 
«ioni  e  quadrature  del  cerchio  ,  e  delle  curve  coniche  entra  a  ragio- 
nare. Al  che  aggiugnerò  solamente  ,  eh'  egli  »  in  vista  dell'  importanza 
della  rettificazione  dell*  ellisse  nel  calcolo  Integrale  ,  essendosene  molto 
occupato  nelle  sue  istituzioni  di  questo ,  a  fin  di  esibirla  in  modo  pi& 
diretto  e  facile  ,  né  vedendo  io  alcun  mezzo  pronto  di  pubblicare  i  suoi 
MSS.  che  gelosamente  conservo  imperfettissimi ,  mi  decisi ,  son  gii  do- 
dici anni ,  ad  estrame  un  tale  argomento ,  e  cominciai  a  presentarlo  al- 
la nostra  R.  A.  delle  Scienze  :  se  nonché  accortomi ' ben  presto  della 
cattivai  piega  »  che  prendeva  la  regolare  discussione  de'  lavori  di  essa  « 
prìDcipaioMiite  per  la  classe  matematica  (V  $  parte  per  l' invaliditi ,  e 


n  La  diMe  mat^mfttica  della  nostra  Accademia,  ooo  eaiewio 
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parte  pc'  rigiri  dell*  attuale  segretario  perpetuo  ,  mi  astenni  dal  continuar^ 
gliene  la  lettura  ,  serbando  un  tal  lavoro  a  miglior  tempo  ,  se  pure  non  sa^ 
rè  prima  pubblicato  ne'  miei  Opuscoli  Matematici. 

Or  egli  ripartisce  tutta  la  materia  di  questo  capitolo  in  quattro  parti  ; 
e  nella  prima  stabilisce  que'  medesimi  lemmi  geometrici,  che  l' avevano  si 
ben  guidato  nel  trattar  geometricamente  un  tale  argomento  nel!'  altro  suo 
lavoro  su'  Cimici  ;  e  vi  rileva  similmente  i  luoghi  alle  normali  nelle  tra 
curve  coniche  ,  e  per  1*  ellisse  rapportata  anche  all'  asse  minore  ,  eh'  ei  a- 
TeiYdi  già  chiamati  scala  deUe  normali  •  denominazione  più  propria ,  che 
ì  altra  del  Viviani  di  limss  ùrdinationum.  E  le  sue  dimostrazioni  per  siffatti 
luoghi  paragonate  a  quelle  del  Yiviani ,  ed  alle  sue  stesse  nell'altro  soprad^ 
detto  trattato ,  sono  un  chiaro  argomento  della  prevalenza  in  ciò  del  meto-i 
do  Cartesiano  »  cheorviadopra. 

Nella  parte  n.  espone  in  forma  di  teoremi  la  quadratura  di  un  segmen* 
lo  ellittico  limitato  da  un'  ordinata  air  asse  maggiore  ,  del  quadrilineo  el* 
HlKco  che  vi  rimane  verso  l' asse  minore ,  e  delT  ellisse  intera  ,  per  la  qua* 


rosa  ,  nò  divisa  in  sezioni ,  un  tempo  inviavansì  ad  essa  tutt'  intera  ,  per  e- 
Mme ,  le  Memorie  presentate^  ed  io,  che  come  segretutriò  ag^unio dell'Ac- 
cademia r  era  addetto  1  raeooigUeva  i  pareri  de'  socj  che  la  compongono  » 
e  ne  compilava  la  relazione  all'  Accademia  ,  Ma  questo  sistema  ragionevo- 
le ,  esatto  ,  ed  assai  proprio  alla  libertà  accademica,  per  ragioni,  che  ora 
non  conviene  propakire ,  venne  cambiato  nell'  altro  di  rimettersi  un  tal 
esame  a  due  o  tre  socj  arbitrariamente  scelti  :  di  tal  che  nella  nostra  clas'» 
aa  •  nò  men  leggendosi  in  Accademia  le  Memorie  ,  a  cagion  del  calcolo  e 
delle  figure  che  le  accompagnano ,  sonò  costretti  gli  altri  membri  di  essa 
a  giudicarne  per  a<^ione  al  pudizio  di  que' commiasaij  ;  il  qua!  sistema 
essenzialmente  distruttivo  dello  scopo  cui  <)ebboQ  tendere  le  Accademie  , 
per  la  maggior  perfezione  de' lavori,  che  da  esse  produconsi  in  promuovere 
ogni  sci^za  ,  non  accomodando  a'  più  dotti  e  giudiieiosi  socj  ,  senesi  essi 
^sV^ntfti  dal  presevìlargUeite  ,  Al  che  aggiugneai  l  estrema  tardità  della 
stampa ,  e  ia  poco  espertezza  di  chi  la  dirìge  ;  ond'  è  che  disperdonsi  le 
Memorie ,  e  talvolta  si  lasciano  mutilate  ,  come  appunto  della,  presento 
suir  ellisse  verificasi  ;  e  mentre  non  si  vien  mai  a  eapo  di  vederle  composte 
in-ìsttfii^a  ,  ileohè  talvòlta  <ta'loro autori  stessi ^Kmenticansi ,  quando  ciò 
polsi  esegua,  non  si  dà  il  tempo  necessario  a  rivederle  .  È  di  tali  di* 
sonlini  ne  ]}uò  essere  argomento  anche  il  solo  quarto  volume  ,  che 
dtipo  i^  Uingir  corto  dL  ben  1^  anni  pubblicasi  con  titoli  equivocati, 
iiitcrrutta  paginazione  S  dieoptline-df  ligure,  e  pieno  di  erroii  di  stampa . 


/ 
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le  di  r  elegante  eribuiooe  dali*  Ugenio  laseiati  teoza  di^nostrarla ,  e  senui 
far  conoscere  il  mezzo  che  ¥e  1*  are  va  guidato  (')  ;  iaoltre  la  superficie 
delf  a  sferoide  .  Indi  riduce  queste  esibizioni  di  quadrature  io  formole  facili , 
ed  eleganti  pel  calcolo .  Finalmente  chiude  una  tal  parte  con  risolvere  il 
problema  MX Anomalia  ridotto  a  divUen  ima  itmielliue  in  dola  ragione  ^ 
jper  mezzo  di  un  faggio  tettore  ;  che  pervenuto  ad  una  seniiplicissiaia  formo* 
la,  a  fin  di  ridurla  a  forma  più  conveniente  ad  un  ag^vol  calcolo  aritmetico, 
come  porgli  usi  astronomici  si  richiede  »  la  trasmuta  nell'altra  problema  di 
dimdere  un  arco  circolare  in  modo  ,  ehe  T  una  ieUe  pari t  di  esso  $lia  al  $e^ 
no  delC  altra  in  data  ragione  :  di  che  egli  fin  d*  allora  accennava  un  la* 
voro  del  mio  .distinto  collega^  Scoria  •  e  che  costui  conserva  ancora  ineditOf 

Nella  parte  iii.  tratta  lo  stesso  argomento  della  parte  u.  »  per  1*  iper» 
bole  ;  ed  incidentemente  vi  rileva  il  paradosso  geomotrieo  di  euer  qmimkif 
le  uno  epazio  iperbolico  differenza  di  dne  altri  «eA  guadrabiU . 

Finalmente  nella  parte  iv, ,  adempito  allo  stesso  scopo  per  la  parabola  » 
^  con  pari  eleganza,  continua  le  sue  ricerche  per  la  reltificazion^  di  àleui^ 
va  »  e  da  queste  deduce  per  facii  conseguenza  l' altro  paradosso  di  poCir- 
éi  sempre  assegnare  due  archi  paraboliei  a  differenza  rettificabile  (  §.  hlk  )• 
Indi  procede  a  risolvere  il  problema  di  assegnare  un  «reo  parabolieo  the  stia 
ad  un  altro  dato  nella  ragione  di  ntì,  pervenendo  con  facll  calcolo  ad 
un*  equazione  algebrica  ,  della  quale  offre  un*  elegante  costruzione  .  E  del 
inerito  di  questa  sua  soluzione  ne  giucKoheri  chiiiDi|tte  la  ponga  a  ce^ 
fironto  con  quelle  recatevi  da  Gio.Bemoulli  (**) ,  e  dal  de  l' Hopital  f***) . 
Dopo  assegna  la  superficie  deirellissoide,  e  dalla  formola  di  essa  deduce  per 
immediata  conseguenza  la  proprietà  del  cilindroide  Wallisiano ,  di  eoi  II 
d*  Alembert  aveva  chiesta  nell'  Enciclopedia  la  corrispóndente  dimostrazio- 
ne ;  il  che  aveva  dato  luogo  a  tante  ricerche  imp<»tanti  fatte  nella  Scuola 
del  Feiigola  {****).  Popò  ciò  finalmente  s*  induce  a  dkno^trare  il  famnsa 


l*)Borol,  Osda.  part.  ui. 


,  ,    .  Inmstigaiia  'dgeMea  argiiMiii  jiamòalic» 

pum  assignatam  inter  h  ratienom  habentium. 

r *)  Haiti  des  Seetionu  eomiguee  L  x.  ea.  4. 

(****)  Ustoria  di Ul  problema  •  e  di  tutte  questa  ricevelio  »  tari  t^ 
caU  nel  raccoglierle  che  lare  n^  Opùscoii  MOimalki* 
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fara<dotfo  del  conte  Fagnaao ,  de*  due  archi  eUittìd  a  differenza  reiti- 
icabile ,  ^1  quale  esibisce  nella  prop.  89 ,  eoo  coi  chiude  il  suo  e- 
gregìo  latoro  ,  una  nuova  elegantissima  composizione. 

liaiKaTà  a  empiere  Je  ricerche  sul  cilindroide,  che  si  assegnasse 
ancora  b  soliditi  di  e3se ,.  al  che  essendomi  rì?«lto  »  nel  pubblicare  la 
seconda  edizione  del  presente  libro  »  e  la  settiina  delle  SezUmi  eoniehe 
gtomtiridie  (  1828  )  »  ne  diedi  una  facile  esibizione  »  quale  ti  conveni- 
va al  nelodo  *  che  io  ciascun  di  tali  trattati  adoperavasi  ;  ed  ecco  oca 
di  nuovo  9»1  quella  con  l' analisi  moderna  • 

PROBLEMA. 

Esibire  la  solidità  del  cilindroide  generato  da  una  data  iper- 
bole fwolgendoii  inttorao  alt  asse  secondario . 

1.^  VETOno  DI  mCBRCA. 

S' indiche  «OD  «,  »  i  semiiBBiCà  .  GB*  (MTìpeiMe  MAK  gè-    *  fy.S.N 
«eratrìce  del  ciliodroide  ;  •Kchè  riterando  tal  curva  al  semiaMe  mi- 


^ 


a* 
ocre  GB  avrà    luogo  per  essa  1*  equazione  y*  &=  -^  (  «'  +  ^*  )  ;  « 

dinotando  fer  1  :  ir  il  rapporto  del  quadrato  del  raggio  di  un  cerchio 
a  questo  ,  si  avrà  il  cerchio  del  raggio  FM   espresso  da  icy^ ,  o  da 

vra* 

-^  (  x^  +  V  )  ;   e  1  ciUodro  che  ha  per  iMse  nn  tal  cerchio ,  e  per 

akezza  r  elemento  F  ^  delT  ascissa  GF ,  cioè  r  elemento  di  cilindroide 

descritto  dal  quadrilineetto  iperbolico  IMmf  rivolto  intomo  a  Cfi  «  ver-    g 

Ita* 
rà  espresso  da  -p  d^  (  ^*  +  (*  )  •  Laonde  il  solido  intero  onerato  da 

FMAC  ,  ^h'  \Ppàx  (  «•  +*•  )  risulterà  uguale  a  ^^  +  lea^  a?; 

Ave ,  ponendo  nel  primo  termine  la  — ;  y*  «^  fr'  invece  dì  x^  ,  e   ridu- 
ci 

ccudo ,  diviene— ^^ 1 r —  .  Ed  il  frime  di  questi  iermim  V  i  il  co- 

G 
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no  iMa  iase  ti  ctrMo  ad  raggio  MF  ,  aUezta  GF  ;  T  oUro  il  if»pf  io 
M  e<mo ,  eAe  Aa  per  baie  U  eerehio  M  raggio  GA  ,  $  per  aittxza  la 
$U9$a  CF. 

n.^   METODO   DI   RICEBCA. 

Volendo  ,  come  coovieDsi  al  presento  Imitato  ,  prefaleni  dell*  a- 
oalisi  de'  fiotti ,  a  fin  di  compiere  conyoneTobnente  V  argomento  della 
misura  del  cilindroide  . 

Si  dinotino  ,  come  poc*  anzi ,  per  a  ,  6   i  semiassi  delllperbole 

*  fig.  S.N.    MÀK  *  generatrice  di  esso  ;  sicchò  ì  equazione  alla  medesima  ,  per  l' a- 

scissa  X  -presa  sul  semiaise  secondario  »  e  che  dinoti  l' altezza  del  ci- 

a* 

lindroide   da  determinarsi ,  Tenghi  espressa  da  y*  sa  -^^  { jp>  4»  6*  ) . 

Una  tale  ascissa  CF    si  concepisca  divisa  negli  elementi  uguali  Ff , 

fQ XY ,  YC  ,  di  cui  ciascuno  si  dinoti  per  «>  ;  e  per  ogni^ 

punto  di  queste  divisioni  si  tirino  le  ordinato  fm  ,Gg  ,€e,  ali*  iperix)- 
le  MAK  .  Sarà  1*  elemmito  del  ciUndroide  generato  dal  rivolgersi  lo  spa- 

zietto   VMmf  intorno  al   semiasse  secondario]  espresso    da  «ry^^is 

y-  <»(«•  +  6*  )  =  -t;  «•«  +  *«*»  •  Simitaienie  quello,  che  verrà  ge- 
nerato ddl'altro  spazietto  fGgm  corrispondente  all'ascissa  del  centro  xs>, 

ira' 
si  troverà   espresso,  da  -7;  »(* — ^Y  ^ica*^  .    E  cosi  V  altro  se- 


a* 


guento  lo  sarà  da  ir-77®(dp  — 2»)* +it'a'<»  ;  e  Io  stesso  in  appres* 

so .  Di  tal  che  quello  il  quale  corrisponde  ali*  ultimo,  elemento  YC  ver* 

a' 
rà  dinotato  da  ir  {-7;  «  ^{^  —  1  )  »  )■  +  ir  a*  « .   Ch^  perà  il  cilln- 

droide  proposto   sarà  quanto  n.traV-f-ir-T;!  «'+(«—«)"  + 
(*-2v)»+ .    ,     +(a:_{n-l)«)«] 
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Ed  è  manifesto  ,  the  V  ef^ressiope  n.ir  a'^v  «a  il  eìjiodi^  :del  cerchio 
del  raggio  CÀ  ,  alteiza  x  ,  cioò  quello  iscritto  nel  cilindroide  da 
misurarsi  •  Or  i  termini  della  serie  compresa  nel  vincolo  del  secon* 
do  termine  dell*  espressiope  del  solido  qqassù  recata  ,  essendo  i  qua- 
drati de'  termini  della  prc^ressione  aritmetica  ,  di  cui  il  primo  'è  x,  la 
differenEa  è  —  «> ,  e  r  ultimo  termine  »  ;  la  somma  di  essi  ^errà  e- 

spressa  da  ■  ,  che  ,  essendo  <»  eraneseente  ,  si  riduce  ad 

--  ;  giacché  il  termine  3s)X'  l' è  un  elemento  evanescente  di  ix^ ,  ed 

«'X  1*  ò  di  Za^pc^  (*)  r  Laonde  quell'  altro  solido  dinotato  dal  secondo 

termine  dell'  equazione  sopraindicata  si  ridurrà  a  ■  ^ .     rs  -r;  «  '  X  -^ 

Tcd*  ex 

Ed  è  -T^  ^*  3  cerchio  del  raggio  -j-  ,    cioè  la  quarta  t»reporzionale 

io  ordine  alle  ò  ,  a  ,  x.  Quindi  la  pneedente  ultima  espressione  dinote- 
rà il  coiM)  di  tal.  cerdtio  per  baso ,  e  per  alteeza  la  stessa  del  cilin- 
droide. Che  però  si  otterrà  per  la  misura  di  questo  solido  fi  sdguente  : 

TEOREMA. 

n  eUinimde  generato  da  un  guadrUineo  iperbolico  raeehiuio  tra  il 
umiaue  pritnario ,  ed  una  qualunque  ordinata  alt  ané  $e€ondario  di  un' 
iperbole ,  Bupera  il  cilindro  in  eoa  iscritto  »  la  cui  boic  i  il  cerchio  del  . 
temiasee  secondario ,  e  V  altezza  quella  eteua  del  ciUndroide ,  pel  cono 
della  medesima  altezza  »  che  ha  per  ban  U  cerchio  del  raggio  la.  quar^ 
ta  proporzionale  in  ordine  a'  semiassi  secondario  e  primario  deK  iperbole , 
ed  air  altezza  suddetta. 

ScoL.  I.  Volendo  ridurre  questa  misura  all'altra,  che  più  sopra 


(*)  I  due  termini  2x^  e  Z^x*  sono  tra  loro  come  2dP  :  So»  ;  che 
però  essendo  3«  evanescente  rispetto  a  2x ,  1'  è  pure  3<iax*  in  riguar- 
do a  2a;'  .  E  lo  stesso  potrà  dirsi  degli  altri  due  termini  3  «  jc'  ed 
«3^  X  ,  che  essendo  tra  loro  come  3x:  es;  diviene  il  secando  trascurabile 
rimpetto  al  primo  :  e  tutti  due ,  per  conseguenza, io  sono  rispetto  a  ix^. 
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k  mu  rileTaU  col  calcolo  niUime ,  A  prenda  di  nuovo  1'  espressio- 
ne  ir  «y^  «•  +  ir  «■  «  ,  «d  in  essa  si  ponga  «*  =  —  (  y*  —  <^'  )  * 
come  risulta  dall'  equasioM  all'  iperbole  per  l' asse  secondario  ,  sicché 
quella ditierrà  -=^  —  — rp-  -t»  ira^op  ss:     ^     +  ■    .^  %  identica^al- 

l' altra  di  sopra  ottenuta  • 

ScoL.  2.  E  volendo  recare  al  risultamenlo  che  ha  dato  luogo  al 
precedente  teorema  una  elegante  composizione  geometrica  ,  sari  questa  hi 
"  figJ^.N*  seguente  :  Ptr  t  eitretno  F  *  ifofF  aseUta  CF ,  che  émcia  V  aluxza  del 
eilindrùUe  generato  JM  quairiKneo  iperbolico  GFMA  »  $i  UH  la  jpcr- 
rattela  FD  aUa  eongitmgenie  AB  il  verliee  dM  i^tbole  con  C  estremo 
delC  asse  secondario  ;  swrà  q^  dUMdroide  f^nanto  il  cilindro  in  suo 
iscritto ,  ptA  il  cono  che  nel  rsivedfimento  intorno  a  GB  ote»  generato 
dal  triangolo  DCF. 

Ma  su  questo  argomenta  sari  ben  che  si  riscontri  ancora  la  Me- 
morietta  presentata  alla  nostri^  R.  A.  delle  Scienze  nel  i838  »  inserita 
nel  ToU  IV*  degli  Atti  „  finoim  non  ancora  pubblicato ,  e  la  prop.  20 
lib.  T.  d^le  SeMioni  Comche  geon^etriche  ,  con  la  nota  corrispondente  • 
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NOTE 


AL  TRATTATO  ANALITICO  DE'  LUOGHI  SOLIDI 


A'  SS-  i  B  3  >  ■  100  A  107. 


L 


fa  perfetta  coDosceiiza  ed  qmi  de*  iMog^i  g^metriei  forma  la  bat» 
fé  deir  atiatm  ,  e  della  ecmpaiizi<me  de' problemi  \  e  perj^  le  aotiche 
scuole  »  ed  i  moderDi  analiati ,  ain  d^  principio  »  nel  produrre  i  loro 
metodi ,  diligentemente  «e  ne  occuparono  •  Imperocché  le  prime  mi:* 
re  di  chi  tratti  un  geometrico  proMema  sono  dirette  a  comprender  nel- 
r  analisi  di  està  tutt'  i  dati ,  e  sviluppando  quel  nesso  ,  che  questi  han- 
no ,.  sia  perla  loro  natura ,  sia  per  le  eondizioqi  de^  problema  »  per- 
venire ad  una  costruzione  già  conosciuta ,  o  ad  un'  equazione  deter- 
minata ,  che  dimostri  la  naiwa  del  problema ,  e  che  coatrvuta  co*  metodi 
generali ,  dia  la  compiuta  »  ed  elegante  soluzione  di  quello.  Ma  molte  vol- 
te ^  ciò  non  poteqdo  ottenersi ,  p  perchè  afflitto  non  s^  ravvisa  quel  nesso 
delle  condizioni .  pbe  vf^Iga  a  brio  iut|e  comprendere  in  un'analisi  con- 
tinuata ;  0  che  questa  risulterebbe  assal^complicata  ,  e  talvolta ,  princi- 
palmente facendo  uso  dell'  infialisi  nioden\a  »  condurrebbe  ad  equazione, 
che  ismept^sse  la  natura  del  problema  ;  in  tali  casi  si  presenta  oppor- 
tunamente r  uso  de'  iMogKi  geometrici  in  convenevol  modo  adoperati ,  da* 
quali  il  problema  rimane  scisso  in  indeterminati  relativi  alle  diverse 
condizioni  di  esso  .  Or  ognun  vede ,  e  chi  è  poi  esercitato  nella  ^lu- 
zione  de' problemi  conosce  per  pratica  ,  che  il  primo  genere  di  ao|- 
Usi  prevalga  all'  altro  ;  e  di  fatti  in  ciò  non  hanno  punto  disconvenuto 
gli  antichi ,  ed  i  moderni ,  che  usando  gli  uni ,  e  gli  altri  del  proprio 
metodo  ,  non  ebbero  ricorso  a'  Luoghi  geometrici  ,  se  non  quando  una 
maggior  eleganza  della  soluzione  almeno  il  richiedesse  •  Al  che  i  pri- 
mi prepararonsi  un'  ampia  colleziope  di  problemi  indeterminati ,  che  ri* 
flotti  poi  in  teoremi  locali  appellarono  luoghi  geometrici ,  e  d.'atiose^Q 
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in  fMMx ,  iolidi  ,  ed  ipencitii ,  secondo  che  fossero  alla  linea  ed  al 
cerchio  ,  o  pure  alle  tre  curve  coniche ,  e  finalmente  di  un  genere  a 
questi  superiore  ;  e  de'  primi  ci  lasciò  due  libri  il  gran  geometra  dell*  anti- 
chità Apollonio  »  che  formaron  parte  del  loro  iMogo  di  mollatone  ,  i  quali 
distrutti  dal  tempo i  ne  fii,  con  infinita  sagacia,  tentata  la  restituzione 
dal  Format ,  e  poi  dallo  Schooten.  Ma  il  cammino  algebrico ,  che  questi 
Ti  adottarono,  non  soddisfacendo  a* geometri,  corrispose  compiutamente  allo- 
ro desideij  Roberto  Simson,  emulo  del  saper  geometrico  de*greci,  che  sape- 
va ad  un  tempo  apprezzare  ed  imitare  (*).  De*  secondi ,  ancor  fin  dai  pri- 
mi tempi  della  Geometria  ,  cinque  libri  ne  aveva  composti  Aristeò 
seniore  ,  geometra  insigne  delle  nostre  regioni ,  e  successore  di  Pita- 
gora nella  scuola  Ionica  (**) ,  i  quali  ancor  essendosi  perduti  >' il  Yi^ 
viani  ripararoviri  in  modo  ,  che  di  tal  perdita  non  avessero  phì  a 
dolersi  i  geometri.  E  finalmente  de' luoghi  lineari  sappiamo  essersi  an- 
cor molto  occupati  gli  antichi  geometri,  che  a  noi  non  è  giunto  ;  e 
tra  gli  altri  lavoìraronvi  Filone  Tianeo ,  Demetrio  Alessandrino,  ed  Euclide. 
.1  moderni  poi ,  a*  quali  la  loro  analisi  presentava  un'  altra  via  , 
per  la  riconoscenza  e  stabilimento  de*  luoghi  geometrici ,  pia  spedi» 
ta  e  facile  ,  compierono  le  loro  dottrine  su'  luoghi  alla  retta ,  al  cer- 
chio ,  ed  alle  curve  coniche  »  generalmente  ,  e  diedero  metodi  diversi 
per  riconoscerli  ,  e  costruirli ,  lasciando  ancor  essi  imperfetta  la  dot- 
trina di  quelli  di  più  alto  grado ,  in  vista  della  poca  utiUti ,  che  da 
questi  traevasi ,  non  rieonoscendo  essi  mezzi  generali  di  composizione 
per  problemi  di  grado  auponore  al  quarto  « 


(^)  ÀfMonxi  Pergaei  Locorum  planorum  lib.  IL  re$liM%  Glasg. 
1711^9  —  Una  tale  opera  e  stata  tradotta  in  tedesco ,  con  note  aggiunte 
ed  applicazioni  importanti  ,  dal  distinto  proCes.  Camerer  ,  conosciuto 
anche  pel  suo  bel  lavoro  ApóUonii  de  Taetionibus  qttae  iupenuni  ee, 

(*7  Vegg.  la  nota  che  ne  ragiona ,  nella  dissertazione  snlV  antico 
problema  della  trisezione  deW  ancolo  ,  da  me  presentata  alla  R.  A.  del- 
ie Ikienze  nel  1808  ,  allorché  vi  adempiva  le  funzioni  di  segretario 
interioo ,  ad  evitar  che  questa  si  occupasse  di  varie  pretese  soluzioot 
di  trisegatori  ad  essa  inviate  per  esame  ;  e  poi  pubblicata ,  nel  1819 , 
in  fine  della  sesta  edizione  dcdla  mia  Trigonometria,  e  di  quella  che 
contemporaneamente  ne  fu  stampata  in  h9. 
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Ma  oltre  ai  metodo ,  un  diverso  andamento  tennero  gli  antichi 
da*  mcdemi  neir  esposizione  de*  Luoghi  geonulrici  :  poiché  quelli  an- 
darono ricercando  tante  prq>rìelà  di  questi  luoghi  »  e  ne  compirono  i 
loro  trattati  ;  questi  al  contrario  dalla  forma  algebrica  di  essi  cerca- 
ron  dedurne  il  loro  diyerso  genere  ,  la  specie,  e  la  maniera  di  costruir* 
li .  E  sarebbe  stato  di  grande  ornamento  alle  Matematiche ,  se  Y  un 
ttiodo  air  altro  si  fosse  ravvicinato  :  di  che  pe*  Luoghi  jnanì  trovasi  fatto 
un  bel  lavoro  dair  insigne  Lhuilier  t  n^Ua  sua  elaboratissima  opera  de 
V  AnaJligie  gioméirique  ,  et  de  f  AmalgH  alg^friqu$  ,  ov*  egli  cosi  indica 
il  piano  del  suo  utile  e  dotto  lavoro  :  9  Aprés  avoir  traité  geometri-* 
»  quement  les  lieux  à  la  ligqe  droite^t  a  la  ciroonférence  du  cercle; 
»  en  me  rapprochant ,  autant  que  cela  m' a  paru  convenable,  de  la  mar« 
»  che  de  Sivson  :  j*  abandonne  complétement  c0  geometre  ,  et  je  me  li vre 
»  i  la  méthode  purement  algébrique .  Je-  pose  dans  le  chapitre  second 
»  les  principes  généraux  de  cotte  seeonde  méthode  ;  j' établis  les  èqua* 
»  tions  de  la  ligue  droite  et  de  la  circonference  du  cercle  ;  j' en  fais  voir 
»Jes>  applications  en  discutant  les  positions  mutuelles  de  ces  lìgnes  , 
»  en  tant  qu'elles  sont  determinées  par  leurs  équations  .  Je  mentre  en*» 
»  suite  comment  les  principales  propriètés  locales  de  la  ligne  droite  et 
»  de  la  circonference  ,  traitées  dans  le  premier  chapitre  par  la  voie 
»  géométrique  ,  auroient  pu  étre  obtenues  par  un  procède  purement 
]»  algébrique  ,  (  Awua  propos  pag.  ix.  )  «.  Egli  inoltre  estende  la  ma- 
teria off  Luoghi  piani  al  piano  ed  alla  superficie  sierìdk  >  rendendo  per 
tal  modo  compiuto  un  tale*  argomento. 

Ma  oltre  a  que'  diversi  generi  di  luoghi  dagli  antichi  considerati  » 
essi  ne  escogitaTono  uno  generale  di  riduzione  per  tutti ,  che  dovet- 
tero forse  giudicarlo  proprio  alla  classificazione  de*  problemi ,  ed  a  quel* 
la  delle  curve  neeessarìe  alla  loro  composizione  ,  come  dal  grandissime 
impegno  che  vf  posero  in  trattarlo ,  anche  Umitatanoente  ,  può  rQe* 
vàrsi  ;  e  che  enunziarono  nel    seguente  modo  : 

Seda  un  punto  cadano  topra  una  0  due  rette  date  di  posizione 
una  0  due  altre ,  in  dati  angoli  ,  e  èia  dato  il  rapporto  dèli'  incidente 
unica  ad  una  reità  data  ,  0  dette  ineidenli  tra  loro  ;  il  punto  propostQ 
iocchem  un  luogo  piano,  cioè  la  retta ,  0  il  ttrehio. 


/ 
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52  Note 

Che  se  le  reUtpropoité  tmo  tre  ,  o  jmr  quaiiro ,  ed  aUnUanie  ne 
cadano  da  unpunii>iudi  eme  tu  iaH  anfoU  «  e  netriMi  e€Uo  eia  dato  U 
rapporto  dd  rettangolo  di  due  al  qwadraito  dMa  terza  ,  nM  altro  al  ret^ 
tangoh  delle  altre  due  ;  quél  punto  loeeAetnl  un  luogo  solido  y  eioh  ima  dàh 
tt  curve  coniche .  Ed  essendo  le  retU  date  cinque  o  sei,  ^ che  il  soli- 
do di  tre  deUe  inciàenti  svrii  dola  ragione  a  quMo  delle  aUre  due  e 
di  una  terza  retta  data ,  o  delle  attre  tre  ;  il  luogo  del  pueOo  sarMe 
ipcrsoUdo ,  e  di  un  grado  euperiore  atte  curve  coniche  • 

E  ,qui  essi  arresCaroosi  neff  enunciar  tal  proposizione  ,  non  sapen- 
do come  esprimere  qoél  rapporto^  ne'  casi  di  cinque  »  o  più  linee  rette  :  - 
> 

quoniam  non  est  aUquid  cowlenhtm  pturibue  quam  triSks  dimensiou^s^ 
cosi  nota  Pappo ,  soggiognendo ,  che  poco  prima  di  lui  vi  si  era  con- 
venevolmente sostituito  tt  concetto  della  ragion  composta  :  sicché  il 
problema  potevasr  generalmente  cosi  enunciare. 

Seda  uu  qualche  punto  cadano  sopra  n  rette  date  di  posizione  altret- 
tante rette  in  angeli  dati ,  e  sia  data  la  ragione  che  si  compone  daUa 

metà  di  esse  alt  altra  metà  ,  se  in  numero  pari  ,  o  pur  deUe  ■■  "3"     ^^  ^^ 

n  —  1 

se    ad  -"■'-■   rimanenti  ed  un* altra  retta  data^  il  punto   toccherà  un 

JL 

luogo  piano  i  se  n  sia  espressa  da*  numeri  i  o  2^un  luogo  solido  esHndo 
ns=zJ,o  pur  4\  ipersoliio  se  un  numero  a  questi  superiore  ,  crescenr 
do  sempre  di  grado  per  ogni  due  unità. 

Ma  di  questo  problema  ,  o  teorema  locale ,  come  voglia  chiamar- 
si ,  da  prima  non  seppe  coiiq;K)rsi ,  che  il  luogo  ad  una  o  due  ret- 
te ,  e  per  quelle  di  tre  a  quattro  esitossi  sino  ad  Apollonio  .  il  quale 
avendo  •  compite  le  dottrine  su'  Conici  »  potè  riescirvi ,  come  Pappo  ci  ha 
lasciato  notato  ;  nò  più  oltre  in  esso  progredissi .  Intanto  perdqtosi  o- 
'gni  vestigio  di  questo  egregio  lavon^  del  gran  geòmetra  dell' antichità, 
il  Cartesio  producendo  la  sua  Geometria  ,  nel  risolver  col  suo  meto- 
do il  solo  probleina  per  le  tre ,  e  quattro  rette ,  e  nel  mostrare  »  che 
le  algebriche  espressioni  per  le  incidenti ,  conducevano  necessariamen- 
te a  quella  gradazione  di  sopra  indicata  «  contraddicendo  manifestamen- 
^  te  a  ciò  che  da  Pappo  si  raccoglie ,  tolse  ad  Apollonio  tutta  la  glo- 
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ria  di  esser  in  quello  riescito  (*)  ;  al  che  il  Pergola  s'  impegna  ,  eoo 
sana  eritica  ,  contraddire  nel  §.  S  ,  e  nella  corrispondehte  nota.  Ri- 
piglia poi  il  suo  ragionamento  ne'  §§.  dal  100  ai  104  ;  e  ne'  seguenti  ya- 
rie  altre  importanti  cose  va  notando  su  di  esso;  e  dal  modo  com' ei 
ragiona  nel  §.  104  sulla  soluzione  del  Newton  (***)  ,  potrà  rilevarsi  il 
motivo  pel  quale  egli  ,  dopo  averla  recata  nella  prima  edizione  delle 
sue  Sezioni  Coniche  geometriche  (1791  ),  corredandola  anche  in  fine 
di  esse  della  corrispondente  analisi  geometrica ,  V  avesse  poi  soppressa 
nella  seconda  (  1810  }  ,  riserhandosi  a  trattarne  nel  modo  conveftien* 
te  nella  sua  Arte  <f  Inventare  ;  il  che  ora  trovasi  dal  nostro  egregio 
professore  Scorza  eseguito  ,  nella  sua  opera  sulla  Geometria  degli  Anfichi. 

A'  §§.  3  A  17. 

Il  Pergola  ,  per  preparazione  al  metodo  di  costruzione  pe*  luoghi 
geometrici  di  second*  ordine  di  sua  escogitazione  »  espone  con  ordine  i 
modi  precedentemente  tenuti ,  dal  Cartesio  (  $.  3  a  9 }  ,  non  lasciando 
in  qoeato  alcuna  cosa,  che  non  siavi  chiarita  ,  o  rigorosamente  dimostra- 
ta ,  del  WiU  (  §.10  ed  11  ) ,  del  Craig  ,  del  de  l' HopiUl  (  $$.12  a  U  )  , 
e  finalmente  dell'  Ermanno  (  §§.  15  a  17  )  ,  mostrando  di  essi  la  cor- 
relazione ,  ed  i  pregi  ,  o  difetti  !  E  questa  parte'  del  suo  impor- 
tanto  lavoro  su'  luoghi  geometrici  ^ì  second'  ordine  ,  potrà  aversi  co- 


{*)  11  Cartesio  non  fu  contento  di  aver  ciò  asserito  nella  sua  Geo- 
metria :  ma  cosi  ne  scriveva  anche  al  Mersenno  :  Ego  vero  in  animum 
non  induxerim  inhaerere  eaplicationi  cujuipiam  rei  per  aliai  autkores  olim 
cognitae  ;.  neque  reparare  libros  Apollonii  perditoe  ,  uti  Vieta  ,  Snellius  , 
liarinue  Ghetaldus  etc,  ,  $ed  saltem  iransilire  omnia  latera ,  uti  per- 
epectum  dedi  incipiendo  per  guae$tionem ,  quae  Pappo  teete  a  nemine 
Yeterum  potui*  inveniri  ;  et  eodem  componendo ,  et  determinando  omnia 
loca  solida,  id  quod  Apollonius  adhuc  investigahat  (  Epist.  48.  111.  ) 

(**)  U  Newton  si  mostrò  si  contento  di  tal  soluzione  ,  che  dopo  a- 
verla  esposta  ne'  lem.  17 ,  iS  ,  i9  de'  suoi  Principi  Matematici ,  cosi 
conchiudeva  :  Atque  ita  problematie  Yeterum  de  quatuor  lineis  ab  Eu- 
clide tncepit  et  ab  Apollonio  continuati  non  calculue  >  sed  compoiitio  geo- 
metrica ,  qiiaiem  Yeteres  quaerebant ,  in  hoc  corollario  exhibetur  ;  rife- 
rendo quel  non  calcuhs  a  ciò  che  aveva  prima  fatto  il  Cartesio. 
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me  un  bellissimo  comento  a*  su  indicati  metodi ,  per  coloro,  che  colti* 
Yando  la  moderna  Geometria  sublime  ,  non  possono  fare  a  meno  di 
leggere  e  studiare  le  opere  di  que*  distinti  matematici . 

K  CAP.  II,  III.  L  IV, 


Questi  tre  capitoli  sono  destinati  dall*  autore  ad  esporre  il  suo  nuo-> 
vo  metodo  generale  e  diretto  (  §•  98  ) ,  per  caratterizzare  e  costruire 
le  equazioni  a  due  indeterminate  di  secondo  grado  ;  e  da  potersi  anche 
agcToImente  tradurre  in  una  sintesi  ragionata  ;  il  che  ne  mostra  Y  im- 
mediata correlazione  >con  la  Geometria  ,  e  ne  rende  più  chiaro  ,  e  re- 
golare r  andamento.  Egli  procede  in  esporlo  con  ordine  Euclideo  ,  ren- 
dendo una  tal  materia  ad  un'  evidenza  e  faciltà  elementare;  mentre 
a  caratterizzare  la  più  compiuta  di  quelle  equazioni ,  ed  a  oostniirla 
altro  non  si  esige  ,  ohe  un  puro  meccanismo  semplicissimo  di  confron- 
to e  sostituzioni ,  risultando  da  ciò  immantinente  espressi  in  figura  i 
convenevoli  determinanti  della  curva  conica  a  descriversi  •  Ninna  cosa 
vi  ò  omessa  a  rischiarare  e  togliere  ogni  difficoltà  in  tale  argomento  ; 
e  tra  le  altre  ,  la  necessaria  corrispondenza  tr^i  il  numero  delle  radici 
reali  delle  equazioni  alle  curve  a  combinarsi  ,  e  le  intersezioni  di 
queste  ,  che  aveva  formato  oggetto  di  momentose  difficoltà  per  som-r 
mi  analisti,  vi  si  vede  chiaramente,  e  con  assai  naturalezza  dimostrata. 

Inoltre  a  vieppiù  rischiarare  il  suo  metodo  reca  opportuni  esem- 
pi ;  sicché  guestA  parte  del  suo  importante  lavortT  non  lasc{a  }a  minima 
cosa  ad  aggiugnere,  o  oiservi^re. 

A'  SS-   *10  A   i%9, 

U  autore  procedendo  sempre  con  istretto  metodo  didascalico  ,  intro^ 
ducesi  alla  combinazione  di  due  luoghi  solidi  ,  per  esibir  geometrica- 
mento  le  radici  di  un'  eqnazione  di  terzo  o  quarto  grado  ,  cioè  per  la 
composizione  geometrica  di  tal  classe  di  problemi ,  stabilendo  per  pre- 
liminari due  importanti  teoremi  ,  nell'  un  de'  quali  dimostra  dover  V  elimi-^ 
nata  di  due  equazioni  di   secondo  grado  a  due    indeterminate  ,   risultar 
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necessariamente  di  terzo ,  o  quarto  grado  ,  eccetto  il  caso  che  quelle  rap- 
presentino due  cerchi  ;  con  che  Tiene  ancora  a  far  conoscere ,  come  in 
tal  caso  la  risultante  equazione  sia  del  secondo  grado ,  stabilendo  sempre 
più  una  correlazione  tra  1*  antica  Geometria  ,ela  Cartesiana  ($.110). 
Neil'  altro  poi  dimostra  che  le  ordinate  di  quelle  intersezioni  debbonvi 
dinotare  le  radici  reali  dell'equazione  cui  esse  appartengono (§.  115]. 
E  sifbtte  due  importanti  regole  ,  che  veggonsi  negli  altri  trattati  di 
un  tale  argomento  tralasciate ,  rimettendo  i  giovani  a  rilevarsele  dal 
fatto  ,  meritavano  essere  direttamente  esposte  e  dimostrate  ,  onde  pre- 
venire ogni  difficoltà ,  che  potesse  loro  insorgere  ;  e  ciò  anche  esìge- 
va la  ragion  di  metodo  ,  ed  il  rigore  elementare  . 

EgH  poi  nel  $•  117  comincia  a  prevenirli  sulla  inalterabilità  della 
natura  de'  problemi ,  e  Y  impossibilità  di  comporli  per  luoghi  di  un 
genere  inferiore  e  ipiellì  ad  essa  proprj  ;  il  che  poi  compie  con  ri- 
gorosa dimostrazione  ne'§$.  i^  e  125  ,  da'qnali  chiaramente  rilevasi 
non  potersi  mai  un 'equazione  di  terzo  o  quarto  grado  scindere  in  due 
indeterminate  che  rappresentino  di^e  cerchi ,  come  al  contrario  aveva 
dimostrato  ,  che  da  due  equazioni  a  questi  non  poteva  mai  risultarne 
una  di  quelle  equazioni  determinate  • 

Inoltre  »  a  sempre  più  agevolare  la  riconoscenza  della  qualità  del- 
le locali  in  cui  può  scindersi  un'equazione  di  quarto  grado  ,  sia  com- 
piuta ,  sia  mancante  del  secondo  termine  ,  stabUisce  due  Tavole ,  ove 
queste  veggonsi  in  prospetto  espresse  ,  e  convenevolmente  caratteriz- 
zate :  sicché  in  ogni  caso ,  per  eseguirsi  un  tale  scindimento  non  ab- 
bisogni che  un  puro  meccanismo  di  comparazione ,  e  sostituzione  •  Ed 
allo  stesso  poi  adempie  ,  per  le  equazioni  del  terzo  grado  mancanti 
del  secondo  termine ,  in  una  terza  Tavola. 

Finalmente  chiude  quest'  argomento  con  discutere  la  scelta  più  e- 
legante  delie  locali  a  combinarsi  per  la  costruzione  de'  problemi  solidi , 
materia  di  non  lieve  importanza  ,  e  difficoltà  ,  nella  quale  il  Newton 
aveva  avuta  opinione  contraria  a  quella  del  Cartesio  (  Veg.  V  Àppendix 
dt  atquationum  constmctionc  iineari ,  in  fine  della  sua  iri/A.{/nt i;.  ] 
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A  Ul  DOU  si  acropn  iocbe  U  nostra  «1  ^  96  ^  pcj.  /4.   .Y.  )  . 

Al  $.  129   BB  ALLA  HOTA  omi. 

f 

Lantoie  «Tera .  nel  $.347  delfe  Suùm  cwMcfte  imahfìrtf  »  twp^ 
ita  it  metodo  CarffiMaiio  •  per  k  eostruzione  geonetrica  delle  eqo»- 
sioni  dd  quarto  grado  :  ma  ciò  fNmaTa  il  metodo  ìsTerao  di  tal  ri- 
eerea ,  aè  egli  poterà  ptocederri  direttameole  ,  senaa  am  prima  tsattaie 
de'  Ino^  geometrici ,  al  che  acclogHti  nel  §.150  »  che  dee  considerar- 
ai  come  la  coorenieole  analiri  ddT  pdtro  aopra  ìndieaiD  dèDe  Senom  co* 
aidie .  E  eon  ciò  egli  passa  a  rintracciare  la  Tia,  che  tenne  il  Car- 
tesio per  giognere  a  qorir  elegantissima  costrmione  che  propose  ;  H 
che  da'  suoi  comentatori  non  era  stato  come  contenifasi  ilhistrato. 

Al  $.  131. 

n  problema  che  proponesi ,  e  risolTCSi  in  questo  $.  è  pqr  lo  stea- 
so  riporUto  dair  astore  nelle  Sijnont  contrae  onoItlìdU  al  $.  3M  ,  e 
rìsoliito «pel  modo  stesso.  Ma  egli  accortamente  qoi  il  reca ,  non  solo 
ad  illostrar  le  precedenti  dottrine,  ma  anche  per  risdiiarame  la  ea- 
strazione,  che  ifi  espose  ,  col  presentar  qui,  o?e  ben  poten.  mut 
pìii  compiota  analisi  dell' eqnaiione  ad  esso , 

A*  SS-  i^AL  132  AL  139, 

I  problemi  cardioali  per  qoelli  detti  $ùiiii  dagli  antichi ,  e  di  ter- 
%ò  e  quarto  grado  da'  moderni ,  sono  come  a  tutti  è  noto  ,  quello  deU 
le  due  medie  proportionali  tra  due  rette  date  ,  e  1'  altro  della  trise- 
sione  dell'  angolo  ;  ed  era  però  eonyenieote ,  che  il  pergola  non  gli 
tralasciasse  nel  suo  trattato  de'  iMoghi  toliài  .  La  soluzione  che  dà  del 
primo  di  essi  è  ottìs  ,  e  sdamente  rìmarcheTole  per  mostrare  la  mag- 
gior ficiiti,  che  Ti  s' induce  usando  il  suo  metodo,  Ma  f^r  V  altro  prò* 
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blema  è  singolare  ,  che  dopo  tante  foltiiioiù  »  e  di  uomiDÌ  sommi  che 
se  d'  eraflo  occupati ,  ei  fosse  rìescito  ad  esibirne  una  nuova  ,  con  un 
facilissimo  principio  geometrico  ,  e  si  evidente  ,  che  fa  meraviglia  come 
fosse  ad  altri  precedentemente  siiiggito  •  Or  e^  lo  espone  nel  §.  133., 
e  nel  seguente  1*  applica  a  risoÌTere.  con  eleganza  il  saddetto  proble- 
ma ,  di  cui  dà  la  corrispondente  composizione .  Ma  non  bastava  che 
avesse  per  essa  mostrato  ciftne  esibitansi  geometricamente  le  tre  ra- 
dici dell*  equazione  al  problema  ,  e  che  queste  ad  essa  soddisfacesse- 
ro ,  senza  far  conoscere  quali  fossero  j  tre  casi  del  problema  de'  qua- 
li ciascuna  di  quelle  data  la  corrispondente  costruzione  ;  tanto  più  che 
ciò  non  era  stato  compitamente  eseguito  dal  Cartesio ,  il  quale  erasi 
arrestato  a  solamente  definire  V  uso  geometrico  delle  due  radici  positi- 
ve ,  senza  affatto  occuparsi  della  terza  negativa  ed  uguale  alla  som- 
ma di  queste  .E  ciò  ,  eh*  era  di  non  poca  importanza  a  tarsi ,  non 
essendo  stato  né  pur  eseguito  da  alcun  de*  dotti. cementatori  dell'ori- 
ginai lavoro  di  queir  insigne  uomo ,  die  luogo  al  d*  Alembert  di  prò- 
muovere  alcun  dubbio  sull'  applicazione  della  costruzione  Cartesiana  , 
che  r  autore  a  sciogHere  »  insieme  ad  altro  eh*  egli  stesso  promove , 
impiega|il  teorema  al  §.  139. 

Al  $.   140. 

Intento  sempre  1*  autore  a  ricordare  i  latori  ,  che  ia  ciascun 
argomento  geometrico  »  e  specialmente  in  quello  delia  trisezione  del«< 
r  angolo ,  ci  hanno  lasciati  gli  antichi  ,  entra  in  questo  §,  a  ricercare 
col  metodo  algebrico ,  e  prevalendosi  dello  ^stesso  principio  adottato  da 
lui  nella  precedente  ricerca  su  di  esso  ,  la  soluzione  elegante  ,  che 
ne  diede  Pappo  Alessandrino  .  Il  che  tende  a  stabilir  sempre  più  la  cor- 
relazione tra  r  un  metodo  e  1'  altro  ,  quando  sappiansi  convenevol- 
wtpte  adoperare  ,  e  che  chi  l' w  trattis   V  altro  non  ignori . 


♦•/ 


1 


6o 


No  te 


compiere  uo  tale  argomento  egli   eipone  ne'  tre'  ultimi  $$.  ,  con  cui 
termina  il  presente  capitolo ,  e  tutto  il  suo  Trattato  . 

Or  noi  dopo  tanta  abbondanza  di  ricerche  fatta  aul  problema  del- 
la trìaeiione  angolare  col  metodo  antico  ,  e  con  la  Geometrìa  Carte- 
siana ,  e  ragionevolmente  ,  per  ciò  che  si  è  detto  ne'  $§.  lU  ,  1^, 
147  ,  dall'  autore  »  e  da  noi  nella  nota  a'  JS*  dal  135  al  139 ,  avrem- 
mo ben  ragione  di  dolerci  ,  che  alcuna  soluzione  non  alesi  recata  a 
si  nobO  problema  col  metodo  analitieo  puro  ;  di  tal  che  la  m  odemissi- 
ma  Geometrìa  analitica  non  solo  manchi  di  quel  riconcentramento, 
eh'  è  proprio  all'  antica  e  alta  Cartesiana  >pe'  problemi  di  terzo  e  quar- 
to grado  ;  ma  ancora  rimangasi  povera  di  una  qualunque  algebrica 
soluzione  di  questo  proMema ,  e  deir  altro  analogo  delle  due  medie 
proporzionali .  Nò  dò  saprenuno  imputare  al  valore  Jd^gli  analisti ,  che 
maestrevolmenle  il  trattano ,  ma  a  ditetto  del  metodo  stesso  ,  che  in 
problemi  assolutamente  scevri  da.  qualche  idea  di  sito  »  non  può  in 
alcun  modo  adoperarsi  . 
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ERRATA 
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La  difficoltà  della  eorrezione  •  per  la  ristampa  di  uo  Iii>ro^  co* 
me  questo  ,  ove  conviene  continuamente  badare  alle  calcolazioni  ed  al- 
le figure  ,  avendo  prodotti  gli  errori  qui  appresso  notati  ,  è  pregato 
il  lettore  a  correggerli  nel  modo  qui  appresso  .  Lo  stesso  se  mai 
qualche  altro  ne   ravvisi  a  noi  sfuggito  •     ^^ 

Le  figure  sono  state  questa  volta   più  attentamente  corrette  »  e 
liberate  da  parecchi  errori  eh*  erano  occorsi  nella  precedente  edizio- 
ne ,  ed  ancor  nella  prima  ;  che  però  coloro  che  terranno  questa  pò- 
tranno  eoo  h  presente  emeadanele  . 
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In  fine  della  pag.  Aggiungasi ,  che  deW  oggetto  di 
€ìà  aceennavasi  nelt  ultimo  poriodo  di  està  y  lauiore 
at^e$^  Anche  iraitaio  nelf  opiacolo  XI  delia  Raccolta 
pubbli«aU  nel  i8ii|  dal  $.  9S  ^1  99. 
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Corso  di  Geometria  elementare  ,  e  sublime ,  voi.  4  ^^ 
—  Napoli  ' —  Nella  stamperia  per  le  opere  del  praf.  Fiau- 

j)cr  ogDÌ  voi.  d»  I.  30.  « 

Un  tal  corso  è  cosi  cooiposto. 

Voi-  L  e  IL  —  Gli  Elementi  geometrici  di  Euclide  ,  cioè  t  pri- 
mi  sei  libri  e  V  undecime  ,  dodicesimo  e  decimoterzo ,  il  lib.  L  di  Ar- 
chimede iutta  Sfera  ,  e  sul  Cilindro  »  e  T  altro  della  Misura  del*  Cer- 
thio  f  con  prefazioni  ,  $  note  critiche  e  geometriche  • 

FuroDo  essi  pubblicati  la  prima  Yolla  uel  1810  ,  e  nel  1838    ne 
fu  data  la  presente  quindicesima  edizione  :  ed  ò  sotto  il   torchio  la 
decimasesta  • 

Vol.IIL  —  £«  Sezioni  Coniche  dd  Pergola  ,  gii  pubblicate  dal  Gian- 
nattasio  nel  1791  in  quattro  libri  ;  indi  rilatte  dal  Pergola  stesso ,  e 
date  in  luce  in  tre  libri  nel  1810  ,  e  posteriormente  ridotte  in  cin- 
que libri  dal  Flauti ,  ed  accresciute  di  note ,  e  giunte  ,  ediz.  8,  pubbli* 
•aU  nel  1839. 

Vol.IV.  —  Le  due  IHgonometrie ,  con  prefazione  e  note  »  ediz.  12. 
del  i835. 

Nel  1810  fu  pubblicata  la  soU  Trigonometria  rettilinea  in  fine  del 
;vol.  IL  del  Corso  suddetto.  Posteriormente  aggiuntavi  la  Sferica  ,  furo- 
no esse  pubblicato  nel  1813  ,  e  di  nuovo  nell*  anno  stesso  ,  nel  1815 ,  e 
1817  :  di  poi  accresciute  di  molto  ,  e  divise  in  sei  libri  ,  precedo* 
tà  da  un  Saggio  di  Stinia  Trigfmometrica  ,  e  seguite  da  note  lo  fur^ 


\ 
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nò  oel  1819  ;  e  cosi  ha  continuato  ad  essere  rislanipata  fino  air  ula- 
ma sopraindicata  edizione . 

In  quella  del  18 JO*  yì  Tu  anche  aggiunta  ira  le  noto  yna  disser- 
tazione contenente  V  £$afM  geometrico  dell*  antico  probUma  della  Ime- 
zione  deU  angolo  ,  letta  dal  prof.  Flauti  alla  R.  A.  delle  Scienze  di 
Napoli  nel  180S.  ,  in  occasione  di  diverse  pretese  soluzioni  piane  ad 
essa   Inviate  ad  esame  ,   tenendovi  egli  il  posto  di  Segretario  interino^ 

Di  questi  volumi  ne  furono  ,  per  f  edizione  del  1816 ,  tirati  ho. 
esemplari  in  4^.  di  carta  velina  :  e  lo  stesso  fu  ripetuto  nel  1826.  E 
si  gli  uni,  che  gfi. altri  sono  esaurita. 

Corso  di  jinalisi  algebrica  elementare^  e  sublime. 

Ne  fu  pubblicato  il  voi.  I.  in  3  ,  nel  1817  ,  a  fogli ,  a  misura  ,  che 
F  autore  il  componeva  ,  ad  uso  degli  allievi  della  R.  A.  ^  Marina  ,  al- 
lora da  esso  diretta  negli  studj  ;  che  però  vi  corsero  parecchi  erróri  , 
ed  equìvoci  anche  di  formolo  .  Fu  riprodotto  pia  accuratamente  nel 
1834  e  di  nuovo  nel  183o ,  e  poi  nel  1833  ,  tirandosene  questa  voU 
ta  anche  SO  esemplari  in  4^  di  carta  velina. 

V  autore  dio  conto  dell*  intero  Corso  in  diversi  manifesti ,  e  nel-^ 
r  Appendice  alle  Dissertazioni  del  metodo  in  MàtévMtiehe ,  della  manie-» 
ra  di  ordinare  gli  Elementi  di  queste  scienze  ,  e  dell  insegnamenl<k 
de*  medesimi  ,  pubblicato  nel  1822  in  4^. 

Le  sue  occupazioni  non  gli  hanno  permesso  finora  continuarlo  ; 
ma  egli  spera  poter  nel  corso  del  prossimo  anno  1841  dar  fuori  il 
Tol.  n.  gii  da  più  tempo  cominciato  anche  a  stampare  ,  e  poi  so- 
speso per  diverse  occorrenze.  Un  tal  volume  conterrà  il  Calcolò  del- 
Ja  quantità  ii^determinato  esposto  in  modo  nuovo ,  e  quello  della  quan- 
tità variabili  ;  e  stabilirà  un  nesso  stretto  di  comunicazione  tra  l'ina/H 
si  de*  Finiti ,  e  quella  dagt  Infinitessimi  ,  chiarendo  cosi  grandemente 
le  nozioni ,  ed  i  principj  di  questa  ^ 


\ 


.€  a  i  a  lo  gii. 
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TRAltATl   PER  l!  INVENZIONE   GEOMETRICA. 


Di  essi  se  ne  tegga  Q  piano  neir  Appendice  suddetta  >  ed  in  di- 
Tersi  manifesti  pubblicati .  I^e  sono  stati  finora  dati  alla  luce  ,  e  di« 
Terse  volte  riprodotti  con  le  stampe,  i  seguenti: 

Geometrìa  di  Sito  sul  piano  ,  e  nello  spazio. 

V  autore  pubblici ,  primo  in  Italia  ,  nel  1807  la  Geometria  D»- 
èerittita  y  sul  piano  stesso  deir  illustre  Monge  ,  che  ayeta  gii  eompoita 
fin  dal  1801  ,  ad  uso  degli  ufiziali  del  Cìenio  e  dell' Artiglieria,  pe' qua- 
li «rasi  istituita  a  queir  epoca  una  scuola  speciale  in  Castel-nuoyo  « 
Posteriormente  »  ridotta  questa  in  trattato  geometrico  compitissimo  ,  pub- 
blicoUa  nel  1815  col  titolo  sopraddetto  ;  ed  essendosene  esaurita  in 
pochi  anni  Y  edizione,  per  le  frequenti  ricerche  fattene  dall'  estero  ^  la  ri- 
produsse nel  1821  con  piccoli  comhìamenti  •  Ed  ora  ohe  ancor  questa  è 
da  piCi  tempo  terminata ,  si  propone  pubblicarla  in  h9.  con  molte  giun- 
te importanti ,  e  con  qualche  correzione  • 

Le  Sezioni  Coniche  analitiche  ,  ed  i  Luoghi  geometrici  per 
esse  ,  ediz.  terza  ,  con  nuove  note  ,  ed  avvertimenti  dtl  prof. 
Flauti  ,  in  4^.  i84o  ,  nella  stamperia  per  k  opere  del  prof. Flautini 

Tali  due  trattati  furono  dal  Pergola  pubblicati  in  8^.  1'  uno  nel 
i8U ,  r  altro  nel  1818  ;  indi  riuniti  la  prima  volU  dal  prof.  FlauU 
in  un  voi  ip  V^,  pel  18^  ,  ed  aggiuntevi  in  fine  alcune  note  ^ 


e  ataiogo. 


OPVSCOLt. 


Opuscoli  matematici  della  Scuola  del  Pergola  >  parte 
già  pubblicati  ,  e  porle  inediti  ,  vol.I.  io  4^.  — Nap.iSu. 

Questi  Opuscoli  furono  comÌDciati  a  pubblicare  nel  1810  dal  Flau- 
ti »  e  dal  Gianoatlasio  ,  sotto  la  direttone  del  Pergola  stesso  ;  e  ne  (a 
poscia  per  altre  occupazioni  di  questo  t  e  loro  •  ed  indi  per  h  feral 
malattia  »  che  lo  alDisse  per  lungo  tempo  fino  a  distruggerlo»  interrita 
la  continuazione  •  Al  presente  il  prof.  Flauti  si  propone  ripigliare  uo 
tal  lavóro  »  ordinandolo  in  altro  modo  ;  ed  ha  gii  pronto  il  materiale 
per  quattro  irol.  in  4. 

Il  plano  di  essi  verri  esposto  con  particolar  Hanifesto  :  e  vi  sa- 
ranno Inserite  molte  dissertazioni  del  Pergola»  del  Flauti  ,  e  de'Iorv 
allievi  pubblicate  negli  Atti  della  nostra  R.  A.  di  Scienze  .  o  separar 
lamento  • 

Programma  di  tre  quistìoni   geomi'tricle  proposte    a 
peroio  dal  prof.  Flauti  nell  aprile  del   iSìq. 

'  Produzioni  relati\^e  a  tal  programma. 

La  Parte  I.  »  che  comprende  il  Programma  «  e  le  ditpulai^om 
su  di  esso  prima  di  venirsi  air  esame  delle  risposte  date  a'  quesiti  »  è 
atata-  gii  pubblicata  in  un  voi.  in  i^*  La  seconda  ,  che  comprende- 
ri  1»  risposte  premiate  •  e  la  storia  delle  vicende  del  Programma 
ri  di  breve  pubblicata.  -^  L  una  «  V  altra  un  voi.  in  4^«  d.  4. 


e  a  t  a  l  o  g  o. 


ALTRI      OPU  SCOLI. 


Tentatilo  di  un  progetto  di  riforma  per  la  pubblica  Istruzione 
del  Regno  di  Napoli  ,  pubblicato  nel  i8ao. 

Fu  esso  scrìtto  e  stampato  a  queir  epoca ,  nel  breTissimo  perio- 
dò di  quindici  giorni,  per  servire  alle  rìforme  ,  che  allora- progettn- 
\aosi  in  tal  genere  ;  che  non  ebbero  poi  luogo* 

Venne  riprodotto  nel  1832  ,  con  alcune  n^ificaiioni  »  e  preoo* 
duto  da'  AtutfTf  ieW  autwn  iuUa  P,  /•  ;  e  di  nuovo  ristampato  »  ooa 
nuove  cure  dell'autore  stesso,  nel  1837. 

Elogio  storico  di  Nicola  Pergola  ,  letta  dal  Flauti  in  pubbli* 
co  adunanza  Sella  R.  A.  delle  Scìeaie  il  aS  seti.  i8a4  ,  ed  indi 
pubblicato  . 

Memorie  storiche  intomo  a*  MSS.  di  Nicola  Pergola  ,  rcla- 
2Ìone  presf'ntata  alla  suddetta  Accademia  dal  prof.  Flauti  in  ese- 
cuzione deir  incarico  datogli  di  esaminare  tali  MSS.  e  rènder* 
gliene  conto . 

Questi^  due  lavori  diedero  in  seguito  luogo  alle  —  Ursvt  notizie^ 
Marno  la  tita  a  le  opere  tU  N.  Pergola ,  premesse  alla  2.  ediz.  delle 
Sezioni  Coniche ,  e  de*  Luoghi  geometrici  ;  ed  indi  alle  :  Poche  €0»$ 
intomo  a  N  Pergola  ,  premesse  alla  terza  ediz.  ,  dìo  or  se  ne  pulK 
blfca  »  ed  alla 

Teorica  de'  Miracoli  con  metodo  dimostratipo  ,  estratta  dalVISS. 
del  Pergola  ,  e  pubblicata  per  cura  ,  e  con  prefazione  e  noie  di 
6.  Fbauli  figlio  del  professore  ,  joU  i.  in  4^  ^  con  ritratto  deW 
autore -^  prezzo  J.   i. 

Il  medesimo  ha  pur  date  fuori  le  seguenti  opere  • 

I .  Osseryazioni  sulla  Qiurisprudef^za  pet^Uy  e  la  en^ef^t^zkìn^ 
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i 

de  rei  ^  te.  opera  del  Roscoe  |  tradolU  dall*  ioglete  ,  e  puhbiica* 
ia  nel  i8:»3  t.  i.  in  8. 

2 .  Compendio  della  Storia  Sacra  »  Greca  ,  Romana  ,  di  Fran^ 
eia ,  e  della  Mitologia  ,  per  dilucidazioDe  di  alcani  qwdri  sio* 
vici  corrispoudenti  pubblicati  in  Francia  ,  ad  istruzione  deHa  gio« 
vent^  ,  ed  njulo  della  memoria  in   lu. 

3.  Memorie  intorno  ad  alcuni  nostri  sommi  giureconsulti  .del 
sec»  xtii.  )  operetta  pubblicata  in  4   ^^1   1829  col  tìtolo  di  jffiò- 

grafia  di  alcuni e  di  nuovo  in  8.  con  giunte  ,  e  mo« 

dificazioni  nel   i833|  e  col  titolo  sopraddetto. 

L' autore  ne  prepara  la  terza  edizione ,  esaendosi  da  più  tempo  e- 
aaorita  la  seconda. 

4.  GU  uomini  illustri  greci  e  latini  anteriori  alf  era  volgare 
di  quella  parte  d*  Italia ,  che  or /orma  il  r^no  di  Napoli  «~.  toI.  i 
in  8.  pubblicato  nel  i83o. 

L  edizione  se  n'  è  anche  da  più  anni  esaurita  ,  e  dovrà  essere  ri- 
stampata • 

La  continuazione  di  un  tal  lavoro  per  gì*  Jl<Uo4€Uini'  dio  luogo 
alle  Seguenti  due  opere  :  né  V  autore  ha  potuto  continuare  la  lunga 
e  difiScile  impresa  ,  deviato  dalle  cure  forensi ,  nella  qualità  che  ti^ 
ne  da  più  tempo  di  giudice  supplente  nel  Tribunale  Civile  di  Napoli. 

5.  La  F'ita  di  Q.  Tallio,  Cicerone  con  nuova  traduzione  del 
•uo  comenta rietto  de  petitione  Consulatus ,  e  con  una  dissertazio- 
ne sttir  ambito  ,  Napoli  i833  in  8* 

6.  Le  Fite  de^  due  fratelli  Ciceroni  ricavate  interamente  dal- 
le opere  di  M.  Tullio  ,  con  varj  opuscoli  afBui  ali*  argomento 
stesso  I  Nap.   1837.  t.  S  in  8  ,  ri.  a. 
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